Algebra liniowa, WNE, 2017/2018
zagadnienia do 3. kolokwium
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1 Znajdywanie wartosci wlasnych oraz baz przestrzeni wltasnych

1.1 Metoda

Jesli kto§ prébowal sobie kiedykolwiek wyobrazié¢ przeksztalcenie liniowe np. plaszczyzny, to pewnie wyobrazal
sobie, ze ono Sciska badz rozciaga te plaszczyzne wzdluz réznych kierunkow. Rzeczywidcie mito by bylo wie-
dzieé, czy jak mamy jakie$ dane przeksztalcenie liniowe ¢: V' — V (takie przeksztalcenie, ktérego dziedzina
i przeciwdziedzina to ta sama przestrzen, nazywamy endomorfizmem), to polega ono wlasnie na tym. Inaczej
moéwiac, cheieliby$my wiedzieé, czy istnieja taki niezerowy wektor v oraz liczba A, ze przeksztalcenie ¢ po prostu
mnozy wektor v przez A\ (czyli rozciaga lub $ciska przestrzen V' w kierunku wyznaczonym przez ten wektor),
czyli:
p(v) = .

Jedli v oraz A maja takie wlasnosci, to wektor v nazywamy wektorem witasnym tego przeksztalcenia, zas A
to jego warto$¢ wilasna.

Zauwaz, ze jesli \ jest wartodcia wlasng przeksztalcenia ¢ oraz v jest wektorem wlasnym, to ¢(v) — Av = 0.
A zatem, je$li M jest macierza ¢ (powiedzmy w bazie standardowej), to

0=Mv—v=Mv—Auv= (M- M)v

, gdzie I to macierz jednostkowa.

Poniewaz mnozenie macierzy przez wektor, to kombinowanie jej kolumn ze soba, oraz v jest niezerowy, to
oznacza, ze kolumny macierzy M — AI da sie skombinowaé¢ nietrywialnie w wektor zerowy! Jest to mozliwe
wtedy 1 tylko wtedy, gdy det(M — AI) = 0.

Dlatego det(M — AI) nazywamy wielomianem charakterystycznym, a jego pierwiastki to wartosci wlasne
przeksztalcenia.

To pora znalez¢ wektory wlasne odpowiadajace poszczegélnym wartosciom. Zauwaz, ze poniewaz ¢ jest
przeksztalceniem liniowym, to jedli v, v’ sg wektorami wlasnym dla wartoéci wlasnej ), to dla dowolnej liczby
a takze av oraz v + v’ sa wektorami wlasnymi dla A\. A zatem zbiér wektoréw wlasnych dla wartosci A jest
podprzestrzenia liniowa. Zauwaz, ze wektor v spelnia réwnanie

(M = A)v=0

a zatem przestrzen wektoréw wlasnych dla wartodci wlasnej A (zwana tez przestrzenia wlasna dla A, ozn. Viy))
jest opisana ukladem réwnan jednorodnych:

(M —-X)v=0
i mozemy z tatwoscig znalezé jej baze.

1.2 Przyktad
Np. niech ¢(z,y,2) = (2z,2 + y, —x + z). Wtedy:

M(p)3 =

Zatem:

M(p)st — X = 1 1-Xx 0

Czyli musimy rozwiazaé¢ réwnanie:

det(M (@)% — M) = (2= A)(1 - X)* =0



A zatem wartosci wlasne to: 2 oraz 1.
W naszym przykladzie, znajdzmy bazg przestrzeni V1), czyli niech A = 1. Zatem:

1 00
M(p)st — X\ = 1 00
-1 0 0
A zatem uklad réwnan, to:
z=0
=0
—r=0

Przestrzen rozwiazan, to zatem V(1) = {(0,y,2): ¥,z € R}, a jej baza to (0,1,0), (0,0, 1). Rzeczywiscie
»((0,1,0)) =1-(0,1,0)

oraz

»((0,0,1)) =1-(0,0,1).
Znajdzmy bazg przestrzeni Vg, czyli niech A = 2. Zatem:

0 0 0
M@@—AI=| 1 -1 0
-1 0 -1
A zatem uklad réwnan, to:
0=0
z—y=20
—r—2=0
W postaci schodkowej zredukowanej:
1 0 110
0 1 1|0
0 0 0|0
Przestrzen rozwiazan, to zatem V(o) = {(—2,—2,2): ¥,z € R}, a jej baza to (-1, —1,1). Rzeczywiscie

o((-1,-1,1)) = (-2,-2,2) =2 (=1,-1,1).

1.3 Przykltadowe zadania

Znalez¢ wartosci wlasne i bazy przestrzeni wlasnych im odpowiadajacych dla nastepujacych przeksztatcen li-
niowych:

e 0: R = R? o((x,y,2)) = (x + 2y, 3z + 4y, 5z),
o ¢: R? = R?, ¢((a,b)) = (3a + b, 5b),
L4 qb: R4 — ]R47 (b((xayazvt)) = (_yax72z - t: —z+ Qt)



2 Znajdowanie bazy wtlasnej przeksztalcenia i jego macierzy w tej
bazie

2.1 Metoda

Jesli zdarzy sie tak, Zze suma wymiaréw przestrzeni wlasnych jest réwna wymiarowi calej przestrzeni (tak
jest w naszym przykladzie 1 4+ 2 = 3), to baze zlozona z baz przestrzeni wlasnych nazywamy baza wlasna
przeksztalcenia.

To ze przeksztalcenie ma baze wlasna, oznacza, ze jest zadane poprzez Sciskanie i rozciaganie przestrzeni w
tych wlasnych kierunkach. Zauwaz, ze macierz tego przeksztalcenia w bazie wtasnej jest macierzg diagonalna
(ma niezerowe elementy tylko na przekatnej) z wartoSciami wlasnymi opowiadajacymi poszczegdlnym wektorom
z bazy na przekatne;j.

Nie musi si¢ tak zdarzyé. Moze sie okazaé, ze przeksztalcenie w ogdle nie ma wektoréw wlasnych (np. obrot),
lub Ze przestrzenie wlasne sg za male (np. obrét przestrzeni tréjwymiarowej o 10 stopni wzgledem jednej z osi
ma tylko jednowymiarowa przestrzen wlasna).

2.2 Przyklad

WeZmy przyktad z poprzedniego punktu. Zbierajac razem bazy przestrzeni wlasnych mamy baze w naszym
wypadku: A = {(0,1,0),(0,0,1), (=1,-1,1)}, co jest baza calej przestrzeni.
Wtedy:

1 0 0
M@E4=10 10
00 2

Natomiast dla ¢(z,y) = (z — y, 2 + 3y), wielomian charakterystyczny to (1 —A\)(3 — \) +1 = A2 — 4\ + 4,
wige jedyna warto$¢ wlasna to A = 2. V(g jest rozpieta przez {(1,—1)}, wigc jest tylko jeden kierunek wtasny,
nie ma wiec bazy calej przestrzeni ztozonej z wektoréw wlasnych.

2.3 Przykladowe zadania

Sprawdzi¢, czy istnieja bazy calej przestrzeni zlozone z wektoréw wlasnych, a jesli tak, poda¢ macierz prze-
ksztalcenia w takiej bazie, dla przeksztalcen:

o 0: R = R? o((x,y,2)) = (x+ 2y, 3z + 4y, 5z),
o : R% = R2, ¢((a,b) = (3a + b, 5b),
L4 (b: R4 - R47 ¢((xayaz7t)) = (—y,l‘,QZ - ta —z+ 2t)



3 Diagonalizowanie macierzy
3.1 Metoda
Macierz M jest diagonalizowalna, jesli istnieje taka macierz C, ze:
M=C-D-C},
gdzie D jest pewna macierza diagonalna.
Jak sprawdzi¢? I jak zdiagonalizowaé macierz, czyli znalez¢ macierz D, jesli taka istnieje. A no bierzemy

przeksztalcenie ¢ takie ze M to jego macierz w bazie standardowej. Macierz M jest diagonalizowalna, wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ ma baze wlasng A. Wtedy:

M = M(id)d - D (M)
i D = M(p)4, bowiem (M (id)%f)~ = M(id)Z.

3.2 Przyktad

7 przyktadu rozwazanego w poprzednich podpunktach, wiemy, ze macierz
2 00
1 10
-1 0 1

jest diagonalizowalna, bo ¢ odpowiadajace tej macierzy ma baz¢ wlasna. Wiemy ponadto, ze w tym wypadku:

1 00
D=M(e4a=1]10 1 0
00 2
oraz
00 —1
C=M(@d)%=|1 0 -1
01 1

3.3 Przykladowe zadania

Sprawdzié¢, czy ponizsze macierze M sg diagonalizowalne, a jesli tak, podaé¢ macierze C' i D, takie, ze D jest
diagonalna, oraz M = C - D -C~ L.

1 20
2 10
0 0 5
3 1
0 5
0 -1 0 O
1 0 0 O
0o 0 2 -1
0o 0 -1 2



4 Podnoszenie macierzy do potegi

4.1 Metoda

Diagonalizacja macierzy ma na przyklad takie ciekawe zastosowanie, ze mozna bardzo latwo policzy¢ potegi
macierzy, o ile jest ona diagonalizowalna. Zauwazmy bowiem, ze jesli A jest baza, to:

A
(M((p)j)n:M po...op|
——
n A
A zatem: o
(M(p)sp)" =M [po...0op]| =
—_———
n st
A
= M(id)§ - M [go..op| M)k =M% (M()%) - M)y
——
n A

z tym, ze jesli A jest baza wlasna, to macierz M (@)ﬁ jest macierza diagonalng i podniesienie jej do potegi jest
po prostu podniesieniem do potegi wyrazdéw na przekatnej.

4.2 Przyklad
Postuzmy si¢ dotychczasowym przyktadem. Obliczmy:

2 0 0
1 10
-1 0 1
Mamy:
00 —1
C=M@d%=1]1 0 -1
01 1
Zatem
-1 10
Cl=M@GdA=1| 1 0 1
-1 0 0
A zatem:
2 0 01° 1007° 10 01° 32 0 0
1 10| =Cc-l01o0]| -c'=c-{01 0 c'=1| 31 10
-1 0 1 00 2 0 0 32 —31 0 1
4.3 Przykladowe zadania
Obliczy¢
1 2 0 2017
2 10
00 5



5 Obliczenie dlugosci wektora

5.1 Metoda

Zeby bada¢ katy pomiedzy wektorami, wygodne bedzie pojecie iloczynu skalarnego. Iloczyn skalarny dwoéch
wektoréw a, 3, to {(«, 8). Standardowy iloczyn skalarny w przestrzeni R™ to suma iloczynéw liczb na kolejnych
pozycjach, a wiec np.: {(1,2,-1),(2,0,1)) =1-2+2-04+(-1)-1=240—-1=1.

Latwo zobaczyé z Tw. Pitagorasa, ze (o, ) to kwadrat dlugosci wektora, np.: ((3,4),(3,4)) =9+16 =25 =
|a|?. Dtugo$é wektora o, zwana takze norma wektora a, bedziemy wlasnie oznaczali jako |a|. Mamy wiec:

la] = VA{o, a).

5.2 Przyktad
Np.: [(1,2,0,-2)|=vI+4+0+4=+9=3.

5.3 Przykladowe zadania
Oblicz dlugosci (normy) nastepujacych wektoréw: (3,4,0), (1,1,1,0,-1), (2,-2,3,—2).



6 Obliczanie kata miedzy wektorami

6.1 Metoda

Zalézmy teraz, ze mamy trojkat ztozony z trzech wektoréw p,q i r. Czyli r = p — ¢q. Niech 6 bedzie katem
pomiedzy wektorami p i ¢. Znane twierdzenie cosinuséw moéwi, ze:

|7 = pl* + laI* - 2lpllq| cos 6.

A zatem:
(p—a.p—q) = (p,p) + (¢, 9) — 2|p||q| cos¥,
a zatem:

(p,p) +(a:9) — 2(p,q) = (p,p) + (¢, q) — 2|pl|q| cos b,

W takim razie, okazuje sie, ze cosinus kata pomiedzy wektorami wyraza sie nastepujaco:

cosf = M
pllg]
6.2 Przyktad
Obliczmy kat pomiedzy (1,+/3,0) oraz (3,0,0).
Mamy:
3
cosf = 7.3 1/2,

wiec ten kat to 60°.

6.3 Przykladowe zadania
1. Oblicz kat pomiedzy (1,+/3,0) oraz (0,4,0).

2. Niech v = (1,1, 1,1). Podaj przyklad wektora w takiego, ze kat pomiedzy v i w wynosi 45°.



7 Znajdywanie rzutu wektora na podprzestrzen liniowg

7.1 Metoda

Jeszcze jedno zastosowanie iloczynu skalarnego to rzut prostopadly wektora na kierunek wyznaczony przez inny
wektor. Niech r bedzie rzutem prostopadlym wektora p na kierunek wyznaczony przez q. Rzut ten bedzie mial
kierunek taki sam, jak ¢ oraz dtugo$é |p|cos 8, gdzie 0 to kat pomiedzy p i g. A zatem:

r=lplcosd- L =q. (p,q)
4 (¢:9)

)

bowiem: I%I to wektor o dlugosci 1 w kierunku q.

Umiemy rzucaé¢ wektory na prosta wyznaczona przez wektor. Aby obliczy¢ rzut na wiecej niz jednowymiarowa,
przestrzen V', nalezy policzy¢ jej baze ortogonalna, policzy¢ rzuty na kierunki zdefiniowane przez te wektory z
bazy i dodaé.

Drugie spostrzezenie jest takie, ze jesli r to rzut wektora v na V, a 7’ to rzut na V*, to r = v — 7.
Co przyjemnie mozna zastosowaé¢ w przypadku rzutu na plaszczyzne w sytuacji przestrzeni tréojwymiarowe;.
Bowiem jeéli V' to plaszczyzna w R®, to przestrzen prostopadla to prosta wyznaczona przez pewien wektor i
oznaczmy go n. Zatem rzut wektora v na plaszczyzne V to:

7.2 Przyklad
Rzut wektora v = (1,0, 1) na prosta lin((1, 2, 3)) to

((1,0,1),(1,2,3)) 4 B
(1.2.3),(1,2,3) 123 = (1:23) = 5(1.2,3).

Rzut wektora v na plaszczyzne opisana réwnaniem x + 2y + 3z = 0, to

(15 07 1) — <(17

0,1),(1,2,3)) 4 2 1
((1,2,3),(1,2,3))

(1,2,3) =(1,0,1) — ﬂ(1’2’3) = (1,0,1) — ?(1,2,3). = ?(5, —4,1).

7.3 Przykladowe zadania

Policz rzut wektora (1,0, 1,0) na:
e prosta lin((1,1,1,1)),
e hiperplaszczyzne opisana rownaniem z +y + 2+t =0,

e plaszezyzne lin((1,1,0,0),(0,1,1,0)) (uwaga: w tym przypadku trzeba znalezé baze ortogonalna).

10



8 Znajdywanie bazy przestrzeni prostopadtej, jesli mamy dany uktad
rozpinajacy przestrzen

Metoda

A zatem dwa wektory v, w sa prostopadle o ile cosinus kata pomiedzy nimi réwny jest 0. Zatem vl w wtedy i
tylko wtedy, gdy (v, w) = 0.

Zauwaz, ze gdybysmy szukali wszystkich wektoréw w prostopadtych do v, to sa to jest réwnanie na nie. I to w
dodatku réwnanie liniowe jednorodne. Jesli szukamy zbioru wektoréw prostopadtych do pewnej listy wektoréw,
dostaniemy uklad réwnan jednorodnych. Zatem majac dang podprzestrzen V, zbiér V4 wszystkich wekto-
row prostopadlych do wszystkich wektorow z przestrzeni V' jest przestrzenia liniowa! Konkretnie przestrzenia
rozwiazan pewnego ukladu réwnan jednorodnych.

Niech V' = lin(v1, va, . . .), to aby wektor (z,y, .. .) byl prostopadly do tych wektoréw (a zatem i do wszystkich
z przestrzeni V), musi spelniaé (vq, (z,y,...)) =0, (ve, (z,y,...)) = 0, czyli uklad réwnan, ktérego macierz to
zapisane w wierszach wektory vy, vs, . ... Trzeba go rozwiazac i znalezé odpowiednig baze.

Zauwaz nastepujace powiazanie: wspolczynniki w ukladzie réwnan opisujacym dang przestrzen rozpinaja
przestrzen prostopadla! Co daje nowa perspektywe naszej metodzie znajdywania ukladu réwnan opisujacego
przestrzen zadana poprzez wektory, ktore ja rozpinaja.

8.1 Przyktad

Na przyktad niech V' = lin((1,1,0,—1),(-1,0,2,0)), to aby wektor (z,y, z,t) byl prostopadly do tych wektoréw
(a zatem i do wszystkich z przestrzeni V'), musi spelniaé

((1,1,0,-1), (x,y,2,t)y =0

oraz
<(_1707 27 0)) ($7y’ Z>t)> = 0’

r+y—t=0
—x+22=0 ’

czyli uktad réwnan:

czyli:
1 1.0 —1]0 N 110 —1]0 B 10 -2 010
102 0o |®¥™"1o 1 2 —1]l0o |20 1 2 -1]0

A zatem rozwigzanie ogdlne to (2z, —2z +t, z,t), czyli baza przestrzeni V+, to (2,-2,1,0),(0,1,0,1).i/p;
8.2 Przykladowe zadania
Znajdz baze V1, jesli:

e V =1lin((1,1,1)) C R3,

o V =1lin((1,2,0,1),(0,1,1,1),(3,3,—1,0)) C R.

11



9 Znajdywanie bazy przestrzeni prostopadtej, jesli mamy dany uktad
rownan opisujacy przestrzen

9.1 Metoda

A zatem jest jeszcze prosciej znalezé uklad wektoréw rozpinajacy prostopadlej, jesli mamy dany uklad rownan
przestrzeni, bowiem ten uklad wektoréw to po prostu wspoélczynniki z kolejnych réwnan.

9.2 Przyktad

Niech V C R* bedzie opisana nastepujacym ukladem réwnan:

)

r+2y—t=0
204+ 2+3t=0
to VL= lin((1,2,0,-1),(0,2,1, 3)).

9.3 Przykladowe zadania
1. Znajdz baze V1, jedli V C R? opisane jest réwnaniem = 4 2y — z = 0.

2. Znajdz baze V C R, jedli V+ opisane jest ukladem réwnan:

r+y+z+t+w=0
r+y—w=0

3. Zmajdz uktad réwnan opisujacych V, jedli V4 =lin((1,1,0), (2,1, —1)).

12



10 Znajdywanie wspolrzednych w bazie ortogonalnej

10.1 Metoda

Baze przestrzeni nazywamy ortogonalna, jesli wektory z niej sa parami prostopadle.
Nauczymy znajdowaé sie takie bazy za chwile — ale zauwaz jedna wielka zalete — liczenie wspoélrzednych w
takiej bazie jest bardzo proste — bo to tak naprawde liczenie rzutéw. Majac wektor v, jego n-ta wspétrzedna w

bazie ortogonalnej, ktorej n-ty wektor to b,, to po prostu %.

10.2 Przyktad

Np.: (1,0,1),(=1,1,1),(=1,—=2,1) jest baza ortogonalng przestrzeni R® — rzeczywiscie tatwo sprawdzi¢, ze kazda
para wektoréw jest prostopadla, np.: ((—=1,1,1),(-1,-2,1)) =1-2+1=0.

A zatem wspolrzedne wektora (1,0, —2) w bazie podanej wyzej jako przyklad, to: W = _71,
=3 =_—loraz 2 ==L
3 6 2

10.3 Przykladowe zadania
Znajdz wspdlrzedne wektora (2017,2, 1,2) w bazie ortogonalnej (—1,0,0,0), (0,2,2,1), (0,—1,1,0),(0,1,1,—4).
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11 Znajdywanie wspoélrzednych w bazie ortonormalnej

11.1 Metoda

Baza ortonormalna, to baza, w ktore dodatkowo kazdy z wektoréw ma dlugosé 1. Zauwaz, ze liczenie wspol-
rzednych jeszcze sig uprasza, bo (b,,b,) = 1, a zatem n-ta wspdlrzedna wektora v to po prostu (v, b,), gdzie b,
to n-ty wektor z bazy.

11.2 Przyktad

(1,0,1) (=1,1,1) (-1,2,1)
A zatem N IR Y] [ !
Zatem wektor (1,0, —2) ma w tej ostatniej bazie wspotrzedne: \’/—%, ’7‘3 oraz \’/—%.

jest bazg ortonormalna przestrzeni R3.

3

11.3 Przykladowe zadania

Znajdz wspolrzedne wektora (2017,2,1,2) w bazie ortonormalnej

(~1,0,0,0),(0,2/3,2/3,1/3),(0,—1,1,0)/v2,(0,1/3,1/3, —4/3)/ V2.

14



12 Znajdywanie bazy ortogonalnej

12.1 Metoda

Powiedzmy, ze mamy dana przestrzen rozpigta przez pewne wektory, np: lin(vy,ve,vs). Jak znalezé baze orto-
gonalna tej przestrzeni? Odpowiedzia jest procedura zwana ortogonalizacjag Grama-Schmidta. Idea jest taka, ze
jako pierwszy wektor naszej bazy ortogonalnej bierzemy po prostu pierwszy wektor dotychczasowej bazy:

w1 = V1.

Drugi wektor musi by¢ juz prostopadly do pierwszego, wiec bierzemy drugi wektor i odejmujemy od niego jego
rzut na pierwszy wektor z ortogonalnej bazy, wiec:

(w1, v2)

R o)

1

i w ten sposob zostaje tylko jego ,prostopadla czesé¢”. W przypadku trzeciego wektora musimy odja¢ rzuty na
oba skonstruowane juz wektory:
W1,V Wa, U
ws = vs — {wi 3>w1_ (w2, v3)
(w1, w1) (w2, w2)

Gdyby nasza przestrzen byta wiecej-wymiarowa, postepowaliby$émy tak jeszcze dalej oczywiscie.

12.2 Przyklad
Niech n.p: V =1in((1,0,1,0),(0,1,—1,1),(0,0,0,1)). Znajdzmy baze ortogonalna.

wi = (1,0,1,0).
et GRS -
= (0,1,-1,1) — %1(1,0,1,0) - %(1,2,—1,2).
ws = (0,0,0,1) — 28 818;8 71’0)5(1,0,1,o)+
L B gy A 1 =
~(0,0,0,1) — 8(1,0, 1,0) — 130(1,2, _1,9) = %(_1, —2,1,3).

A zatem szukana baza ortogonalna to (1,0,1,0), (1,2, —1,2), (=1, —2, 1, 3) (ulamki moge spokojnie pominaé, bo
przemnozenie wektora przez liczbe nie wplywa na jego kat).

12.3 Przykladowe zadania
Niech V = lin((1,1,0,0,0),(0,2,1,0,0),(—1,0,—1,1,1). ZnajdZ baze ortogonalna V oraz baze ortogonalna V*.
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13 Znajdywanie bazy ortonormalnej

13.1 Metoda

Zeby znalezé baze ortonormalna, musimy najpierw mieé¢ baze ortogonalna. Zeby z bazy ortogonalnej uzyskac
baze ortonormalna, oczywiscie trzeba kazdy wektor z bazy podzieli¢ przez jego dtugosc.

13.2 Przyklad

Znalezli$my poprzednio baze ortogonalna (1,0,1,0),(1,2,—1,2),(—1,-2,1,3). A zatem
(1,0,1,0)/v2,(1,2,-1,2)/v10, (-1,-2,1,3)/V15

jest baza ortonormalna przestrzeni R3.

13.3 Przyktadowe zadania

Niech V = lin((1,1,0,0,0),(0,2,1,0,0), (—1,0,—1,1,1). Znajdz baze ortonormalna V oraz baze ortonormalna
VL.
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14 Znajdywanie symetrii wektora wzgledem podprzestrzeni liniowej

14.1 Metoda

Umiejac policzy¢ rzut r wektora v na przestrzen V', latwo (patrz ponizszy rysunek), wyliczyé, ze obraz v’ wektora

v w symetrii prostopadlej wzgledem V', to:
vV =2r—v

i

14.2 Przyktad

Policzylidmy wezesniej, ze wektora v = (1,0, 1) na plaszczyzne opisang réwnaniem x+2y+3z = 0, to %(5, —4,1).
Zatem obraz symetryczny v wzgledem tej plaszczyzny to:

2

1
5 —4,1) — (1,0,1) = =(3, -8, —5).
7(a 7) (a7) 7(a ) )

14.3 Przyktadowe zadania
Policz obraz wektora (1,0, 1,0) w symetrii wzgledem:
e prosta lin((1,1,1,1)),
e hiperplaszczyzne opisana rownaniem x +y + z + t = 0,

e plaszezyzne lin((1,1,0,0),(0,1,1,0)) (uwaga: w tym przypadku trzeba znalezé baze ortogonalna).
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15 Znajdywanie wzoru na przeksztalcenie liniowe bedgace rzutem
lub symetrig wzgledem podprzestrzeni liniowej

15.1 Metoda

Zauwaz, ze rzut na podprzestrzen liniowa V oraz symetria wzgledem takiej podprzestrzeni sa przeksztatceniami
liniowymi. Co wiecej wiadomo jakie maja wektory wlasne:

e poniewaz rzut nie rusza wektorow na V', to sa one wektorami wlasnymi z wartoscia wlasna 1. Natomiast
wektory z V- mnozy przez zero, wiec sg one wektorami z wartoscia wtasna zero.

e poniewaz rzut nie rusza wektorow na V', to sa one wektorami wlasnymi z wartoscia wlasna 1. Natomiast

wektory z V1 maja zmieniany zwrot, czyli sa mnozone przez —1, wiec sg one wektorami z wartoécig
wlasng —1.

A zatem baza zlozona z wektoréw z bazy V i wektoréw z bazy V= jest baza wilasna obu tych przeksztatcen.
Co pozwala tatwo wyliczy¢ ich wzory.

15.2 Przyktad

Np. niech V' = lin((1,0, 1), (0,1, —1)). Zatem baza V* to {(—=1,1,1)}. A zatem jedli ¢ jest rzutem na V, a ¢
jest symetria wzgledem V', to (1,0, 1), (0,1, —1) sa wektorami wlasnymi o warto$ci wlasnej 1 obu przeksztalcen.
Wektor (—1,1, 1) tez jest wektorem wlasng obu przeksztalcen — z wartoscig 0 w przypadku ¢, a —1 w przypadku
¥. Zatem baza A = {(1,0,1),(0,1,—1),(—1,1,1)} jest baza wlasna obu przeksztalcen, i:

1 00
M@)4=10 1 0
0 0 0
1 0 O
M@p)4=10 1 0
0 0 -1
Zatem mozemy wyliczy¢ ich wzory. Mamy:
1 0 -1
M@GEd)4 =10 1 1
1 -1 1
a zatem:
L1 1 1
M(id)% = (M(id)%) = < 1 2 -1,
3
-1 1 1
czyli:
1 2 1 1
M(9)3 = Md)XM(9)ZMGid) =5 | 1 2 -1
1 -1 2
oraz
1 1 2 2
M(ﬂf)ii:M(id)ﬁM(w)ﬁM(id)ﬁ:§ 2 1 -2
2 -2 1
a zatem:

1
(b((x,y,z)) = §(2$+y+2a1’+2y—2,$—y+22)

1
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15.3 Przykladowe zadania

Znajdz wzér na przeksztalcenia liniowe ¢ i 1) bedace odpowiednio rzutem i symetria wzgledem:
e prosta lin((1,1,1,1)),
e hiperplaszczyzne opisana rownaniem x +y + z +t = 0,

e plaszczyzne lin((1,1,0,0),(0,1,1,0)) (uwaga: w tym przypadku trzeba znalezé baze ortogonalna).
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16 Znajdywanie przestrzeni stycznej i wektora przesuniecia z punk-
tow, przez ktore przechodzi podprzestrzen afiniczna

16.1 Metoda

Do tej pory zajmowaliSmy sie przestrzeniami liniowymi, co oznacza, ze wszystkie nasze proste, ptaszczyzny i in-
ne podprzestrzenie liniowe przechodzily przez srodek uktadu wspoétrzednych, czyli zawieraty wektor zerowy. Ale
oczywiscie ma sens porozmawiac takze o takich przestrzeniach tylko, ze przesunietych o pewien wektor wzgledem
wzera” . Takie podprzestrzenie (juz nie sa podprzestrzeniami liniowymi z oczywistych wzgledéw) nazywaé bedzie-
my podprzestrzeniami afinicznymi tej przestrzeni liniowej, w ktérej pracujemy lub warstwami podprzestrzeni
liniowej. Hiperptaszczyznami zwyklo sie nazywaé warstwy o wymiarze o jeden mniejszym niz cala przestrzen.

Czyli jedli V' to podprzestrzen liniowa oraz v to wektor, to M = v 4+ V (czyli przestrzen V przesunieta o
wektor v), to podprzestrzen afiniczna. Przestrzen V bedziemy nazywaé (co moze nie byé¢ bardzo intuicyjne)
przestrzenia styczng do M i oznacza¢ T(M) (lub M).

Majac wektor przesuniecia i wektory rozpinajace przestrzen styczna, tatwo otrzymaé punkty, przez ktoére
musi przechodzi¢ warstwa. Np. jesli H = p+ lin(v, w), to jest zadana jako warstwa przechodzaca przez punkty:
pp+v,p+w.

W druga strone, jesli mamy punkty: p, ¢, 7, to wybieramy jeden jako przesuniecie i mamy, ze H to p+lin(q¢—
b, T = p) .

16.2 Przyklad
Np. jesli H = (1,0,0, —1)+lin((1,-1,0,1),(2,—1,1,0)), to jest zadana jako warstwa przechodzaca przez punkty:
(170707 _1), (17 Oa 0; _1) + (17 _]-7 Oa ]-) = (27 _1a 070)7 (1a 0707 _1) + (27 _]-» 170) = (3a _17 ]-7 _1)'

W druga strone, jesli mamy punkty: (1,0,0,—1),(2,-1,0,0), (3, —1,1,—1), to wybieramy jeden jako przesu-
niecie i mamy, ze H to (1,0,0,—1) 4+ lin((2,-1,0,0) — (1,0,0,-1),(3,-1,1,—-1) - (1,0,0,-1)) = (1,0,0, —1) +
lm((l, _17 07 1)a (27 _1a la 0))

16.3 Przykladowe zadania
1. Podaj trzy punkty, przez ktére przechodzi plaszczyzna (1,0,1) 4+ lin((1,2,2), (—3,2,1)).

2. Podaj przestrzen styczna oraz wektor translacji hiperplaszczyzny przechodzacej przez punkty

(1,2,3,0),(1,0,0,1), (1,-2,1,0), (1,1,0, —1).
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17 Znajdywanie parametryzacji przestrzeni afinicznej, majgc dang
przestrzen styczng i wektor przesuniecia

17.1 Metoda

Majac wektor przesuniecia i wektory rozpinajace przestrzen styczna, tatwo otrzymaé parametryzacje danej
warstwy. Np. jesli H = p + lin(v,w), to kazdy wektor w H jest postaci p 4+ sv + tw, co po zsumowaniu da
parametryzacje.

17.2 Przyklad

Np. jesli H = (1,0,0,—1) + lin((1,-1,0,1),(2,—1,1,0)), to kazdy wektor w H jest postaci (1,0,0,—1) +
t(1,-1,0,1) + s(2,-1,1,0), czyli H = {(1 +t+2s,—t — s,s,—1 +1): s,t € R}.

W druga strone, majac dane, ze H = {(1+t+ 2s,—t — s,s,—1 +t): s,t € R} wiemy, ze wektory z H sa
postaci (1,0,0,—1) +¢(1,—1,0,1) + s(2,—1,1,0), a zatem H = (1,0,0,—1) + lin((1,-1,0,1), (2,—1,1,0)).

17.3 Przyktadowe zadania
1. Znajdz parametryzacje plaszezyzny (1,0, 1) +1in((1,2,2), (—3,2,1)).
2. Zmajdz parametryzacje hiperplaszczyzny przechodzacej przez punkty

(1,2,3,0),(1,0,0,1), (1,—2,1,0), (1,1,0, —1).

3. Zmajdz wektor przesuniecia i przestrzen styczna plaszezyzny {(1 —z + 2y, — y,5 + 22 — 3y): x,y € R}.
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18 Znajdywanie uktadu réwnan opisujgcych przestrzen afiniczng

18.1 Metoda

Uktad réwnan opisujacy warstwe rézni sie od ukladu opisujacego przestrzen styczna tylko kolumna wyrazdw
wolnych (jest tak, poniewaz réznica dwoch wektoréw z H zawsze nalezy do T'(H ), czyli réznica dwéch rozwiazan
szukanego ukladu jest rozwigzaniem ukladu na przestrzen styczna) — w tym drugim przypadku mamy do
czynienia przeciez z ukladem réwnan jednorodnych i umiemy go znajdywaé. Zatem zaczynamy od tego.

Wektor przesuniecia ma by¢ rozwiazaniem docelowego ukladu, a zatem wystarczy dobra¢ wyrazy wolne, tak
zeby bylo to prawda, podstawiajac ten wektor do lewych stron réwnan.

18.2 Przyklad

Majac H = (1,0,0,—1) + lin((1,-1,0,1),(2,—1,1,0)) zaczynamy od znalezienia ukladu réwnan na T(H) =
lin((1,-1,0,1),(2,-1,1,0)) — to juz umiemy i T'(H) jest zadane nastepujacym ukladem réwnan:

—r—y+z=0

r+2y+w=0
Wektor przesuniecia ma by¢ rozwiazaniem docelowego ukladu, a zatem wystarczy dobraé¢ wyrazy wolne, tak
zeby bylo to prawda, podstawiajac ten wektor do lewych stron réwnan: —1 —0+0=-1,14+0+ -1 =0, a

zatem szukany ukltad réwnan to:
—r—y+z=-1
z+2y+w=0

18.3 Przykladowe zadania
1. Znajdz uktad réwnan opisujacy plaszczyzne (1,0,1) 4 lin((1,2,2),(-3,2,1)).
2. Zmajdz uktad réwnan opisujacy hiperplaszczyzne przechodzacej przez punkty

(1,2,3,0),(1,0,0,1), (1,—2,1,0), (1,1,0, —1).

3. Znajdz uklad réwnan opisujacy plaszczyzne {(1 — x + 2y, — y,5 4+ 22 — 3y): =,y € R}.
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19 Znajdywanie parametryzacji przestrzeni afinicznej, majgc dany
uklad réwnan

19.1 Metoda

Zauwaz, po prostu, ze majac dany uktad réwnan na H, jego rozwigzanie ogdlne to po prostu parametryzacja
H!

19.2 Przyktad

Niech V' C R? bedzie opisane réwnaniem z + 3y — 2z = 3. Zatem rozwiazanie ogélne to z = 3 — y + 2z, zatem
parametryzacja to: {(3 —y +22,y,2): y,z € R}.

19.3 Przykladowe zadania

Znajdz parametryzacje nastepujacych przestrzeni afinicznych M C R*:

e opisanej ukltadem réwnan
r+y—2z+2t=12x — 2y —z = —2.

e opisanej rownaniem z +y + z +t = 1.
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20 Znajdywanie przestrzeni afinicznej prostopadlej do danej prze-
strzeni i przechodzacej przez dany punkt

20.1 Metoda

Kluczowa rzecza w rozvv@zywamu tego typu probleméw, jest to, ze jesli M1 H, to M_1H. A zatem (o ile
wymiary sumujg sie¢ do calosci), M = (H ). Inaczej méwiac wspélezynniki z uktadu réwnai opisujacego H
to ukltad wektoréw rozpinajacy M. Lub na odwrét: uktad wektoréw rozpinajacy H daje wspolczynniki uktadu
réwnah na M.

20.2 Przyklad

Znajdzmy uklad réwnan opisujacy plaszczyzne M przechodzaca przez punkt (1,2, —1) i prostopadla do prostej
L =(2017,0 O) —Hln((l 1,1)).

Wtedy ((M)) = L = lin((1,1,1)), czyli M zadane jest réwnaniem z + y 4+ z = 0. Zatem M jest dane
réwnaniem x + y + z = 2 (podstawiam wektor (1,2, —1)).

20.3 Przykladowe zadania

Znajdz uktad réwnan i parametryzacje:
e prostej L przechodzacej przez (1,0,0,0) i prostopadlej do hiperptaszezyzny
H={14z-y+2z2x+2zy—3z,—-1): z,y,z € R},
e plaszczyzny M przechodzacej przez (1,—1,1, —1) i prostopadlej do plaszczyzny opisanej uktadem réwnan:

r+3y+t=0
2c+Ty—z—t=0
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21 Znajdywanie rzutu punktu lub obrazu w symetrii wzgledem pod-
przestrzeni afinicznej

21.1 Metoda

Jak policzy¢ rzut wektora na podprzestrzen afiniczna lub jego obraz w symetrii wzgledem takiej przestrzeni?
Ano, sprowadzi¢ do znanego przypadku, czyli podprzestrzeni liniowych, policzy¢, wrocié¢ do wyjsciowej sytuacji.
Czyli przesunaé calosé tak, zeby podprzestrzen afiniczna przechodzila przez zero, policzy¢ rzut, przesung z
powrotem.

21.2 Przyklad

Np. policzmy rzut (2,2,1) na prosta (2,1,0) + lin(—1,—1,0). Zatem najpierw liczymy rzut (2,2,1) — (2,1,0) =
(0,1,1) na lin(—1,—1,0):

<(0a 17 1)7 (717 717 0)>
((-1,-1,0),(-1,-1,0))

(-1,-1,0) = %1(4,4,0) = <1 ! 0).

2°2
I przesuwamy z powrotem, zeby dostaé¢ ostateczny wynik: (%, %, O) +(2,1,0) = (%, %, O).

21.3 Przykladowe zadania

1. Policz rzut wektora (1,0,1,0) na:
e prosta (1,0,—1,0) 4+ lin((1,1,1,1)),
e hiperplaszczyzne opisana rownaniem x +y + 2z +t = —3,
L4 pla’SZCZyZHQ af((17 17 O’ 0)7 (07 1’ 17 0)7 (17 ]" 17 1))'

2. Policz obraz wektora (1,0,1,0) w symetrii wzgledem:
e prosta (1,0,—1,0) 4+ lin((1,1,1,1)),
e hiperplaszczyzne opisang rownaniem x +y + z +t = —3,
L4 pla’SZCZyZHQ af((17 17 0’ 0)7 (07 17 ]‘? 0)7 (17 ]" ]‘5 1))'
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