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1 Sprawdzanie czy przeksztalcenie jest liniowe

1.1 Metoda

Przeksztalcenie liniowe ¢ to funkcja przyporzadkowujaca wektorom jednej przestrzeni liniowej V', wektory (byé
moze innej) przestrzeni liniowej W (¢: V. — W), spelniajaca warunek liniowosci, mianowicie: dla kazdych
wektoréw v,v" € V i liczb a,b mamy ¢(av + bv') = ap(v) + bp(v'). Przykladem przeksztalcenia liniowego
R2 — R? jest obrét wokét punktu (0,0) — wszystko jedno czy najpierw przemnozymy wektory i dodamy do
siebie i obrocimy wynik, czy obrécimy wektory i przemnozymy i dodamy dopiero po obrocie.

Wiec aby udowodnié, ze dane przeksztalcenie jest przeksztalceniem liniowym, trzeba udowodnié, ze spelnia
warunek liniowosci.

Tymczasem, aby udowodnié, ze przeksztalcenie nie jest przeksztalceniem liniowym, wystarczy znalezé zestaw
wektorow i liczb stanowiacych kontrprzyklad na warunek liniowosci.



1.2 Przyktad

Przeksztalcenie ¢: R? — R zadane wzorem o(r,y) = —x + 2y jest przeksztalceniem liniowym, bowiem jesli
(z,y),(z',y') € R? oraz a,b € R, to p(a(z,y) + b(2',y")) = p((ax + b’ ay + by')) = —ax — bz’ + 2ay + 2by’ =
a(—2 +2y) +b(—2’ +2¢') = ap((@, ) + be((2',y)).

Natomiast, ¢: R — R? zadane wzorem 1 (z) = (22 +1,0) nie jest przeksztalceniem liniowym, bo 1(1+1) =

(2
$(2) = (5,0) # (6,0) = (3,0) + (3,0) = (1) + (1).
1.3 Przykladowe zadania
Sprawdz, czy nastepujace przeksztalcenia sg liniowe:
o 01 R® > R? o(z,y,2) = (2,y,2),
<p: R3 - Rs’ So(x7 y? ) (Z 227327 42552:)7
2

0: R2 5 R, o(z,y) = (2

ST Y, T, Y),

o: R? = R, o(z,y) =z +y,
¢: R? = RY, o(z,y) = (0,2,y, 2z — ).



2 Obliczenie wartosci danego przeksztalcenia na wektorze majac da-
ny wzor
2.1 Metoda

Z reguly przeksztalcenia liniowe bedziemy mieli zadane przy pomocy wzoru. Wtedy wstawiamy konkretny
wektor v do tego wzoru, zeby poznaé warto$é ¢(v) tego przeksztalcenia na tym wektorze.

2.2 Przyktad
Na przyktad: ¢: R? — R2, ¢((z,y)) = (y, —2x + y). Wtedy, zeby zobaczyé¢, co to przeksztalcenie robi np. z
wektorem (1,2), podstawiamy go do wzoru: ¥((1,2)) = (2, -2+ 2) = (2,0).
2.3 Przykladowe zadania
Oblicz ile wynosi ¢(v), dla:
o p: R =R o((z,y,2)) = (x +y,—x,3y + 2), v=(1,1,2),
e p:R* =R, p((z,y,2,t) =z —y+2—2t,v=(1,-1,2,-2),
o p: R* = R? (w1, 22, 23,74)) = (201724, —23 + 29, 429 + 23 — 201724), v = (2017,0,0,0).



3 Obliczenie wzoru danego przeksztalcenia majgc dane jego warto-
$ci w pewnej bazie

3.1 Metoda

Czesto zadajemy przeksztalcenia liniowe poprzez zadanie wzoru, ale oczywiscie przeksztalcenie jest jednoznacz-
nie zdeterminowane przez wartoéci, jakie przyjmuje na wektorach z danej bazy. Z takiej postaci mozna tatwo
odzyskaé wzér przeksztalcenia, znajdujac najpierw wspolrzedne wektoréw z bazy standardowej w tej bazie
(uklad réwnan, albo zgadywanie).

Jest tak poniewaz

o((x1y. .. 2n)) = @161 + ...+ x28n) = 10(61) + ... + 0(En),

gdzie €1,. .., &, to wektory z bazy standardowej. Gdy wiec wyliczymy (1), .. p(gn), to bedziemy mieli wzoér.

Jak zatem wyliczyé p(e1),...p(en)? Wiec mamy zadane wartosci ¢ na pewnych wektorach, powiedzmy, ze
znamy e(ay),. . .,&e(a,). Wektory te zawsze sg tak dobrane, zeby stanowity baze. Dla kazdego 7, mozemy zatem
wyliczy¢ wspélrzedne €;, w tej bazie:

g =a101 + ...+ apoy,.
Mozemy to zrobié¢ zgadujac, lub rozwiazujac uklad réwnan (patrz materialy przygotowawcze do pierwszego
kolokwium). Wtedy
o(ei) = arp(alphar) + ... + ape(an).

3.2 Przykitad
Np. niech ¢: R? — R3 bedzie zadane nastepujaco o((1,—1)) = (1,2,1

(1,-1), (—1,0) stanowia baze plaszczyzny). Widaé, ze (1,0

) ) 790((7170)2 = (71507 1) (Wektory
1 ;
(0,1) = —(1,—1) — (—1,0) (wspélrzedne: -1,-1). A zatem ¢((z,y)) = zp((1,

1

(—1,0) (wspbélrzedne: 0,-1) oraz

)

-1

0)) +y»((0,1)) = 2(—¢((=1,0))) +
(0,—-2,-2) = (z, -2y, —x—

2y).

3.3 Przykladowe zadania
Znajdz wzér na o, jedli
o p: R3 — R? oraz ¢((2,1,0)) = (1,1), ¢((0,0,1)) = (5,—2) i »((2,0,1)) = (—10,0).
e p: R* = R, oraz ¢((1,1,0,0)) =1, ©((0,1,1,0)) = 2, ©((0,0,1,1)) = 3 i »((1,0,0,1)) = 4.

e iR & B3 o(2,1,1,1) = (1,2.3), ©((0,1,0,0)) = (3,2,1), ((0,0,1,0)) = (—1,—1,-1) i
90((170707 1)) = (07070)



4 Dodawanie macierzy i mnozenie ich przez liczbe. Mnozenie ma-
cierzy.

4.1 Metoda

Aby doda¢ dwie macierze, musza mie¢ te same wymiary. Macierze dodajemy po wspolrzednych.

Dodawanie macierzy jest przemienne i laczne, a zatem dla dowolnych macierzy A,B,C, A+ B=B+ A
oraz (A+B)+C=A+ (B+C).

Mnozymy macierz przez liczbe tez po prostu po wspétrzednych. Wobec tych dwdch operacji, tatwo zauwazy¢,
ze zbiér macierzy o okreslonej liczbie kolumn i wierszy stanowi przestrzen liniowa.

Aby pomnozy¢ macierze, pierwsza z nich musi mieé¢ tyle samo kolumn, co druga wierszy. Wynik bedzie miat
tyle wierszy, co pierwsza z macierzy i tyle kolumn co druga macierz. Mnozymy wiersze z pierwszej macierzy
przez kolumny z drugiej, w takim sensie, ze na miejscu w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy wynikowej
bedzie efekt mnozenia i-tego wiersza pierwszej macierzy przez j-ta kolumne drugiej macierzy, gdzie przez iloczyn
wiersza i kolumny rozumiemy iloczyny par kolejnych wartosci dodane do siebie.

Mnozenie macierzy jest laczne, czyli dla macierzy A, B,C, A-(B-C) = (A-B)-C. Ale nie jest przemienne!
Zauwaz 7z reszta, ze o ile macierze nie sa kwadratowe, to nie da sie ich pomnozy¢ odwrotnie. A nawet jak sa
kwadratowe, to moze wyjs¢ inny wynik.

4.2 Przyklad

1 2 -1 4 1-1 2+4 0 6
3 1|+ -5 2|=|3-5 -1+2|=|-2 1
2 4 0 1 240 4+1 2 5
o [ 2 3 1]_[4 62

-1 2 3] | -2 46

2 3 1] r

-1 2 3

-5 2| =
0 1 0 N
1 0 -2t

2. (=1)4+3-(=5)+1-0 2.44+3-2+41-1
(1) (1) +2-(=5)+3-0 (=1)-442-2+3-1
0-(=1)+1-(=5)+0-0  0-4+1-2+40-1
1-(=1)4+0-(=5)+(=2)-0 1-440-24(-2)-1

—17 13
| -9 3
o -5 2
-1 2
4.3 Przykladowe zadania
Oblicz:
31 2 ; ~1 4 -1 0
(=2)-| =5 2 |+| -5 0
0 10 0 1 0 1
1 0 -2



5 Wypisywanie macierzy przeksztalcenia w bazach standardowych
ze wzoru i wzoru z macierzy bazy standardowej.

5.1 Metoda

Macierz przeksztalcenia w bazach standardowych ma taka wlasno$é, ze pomnozenie wektora z prawej strony w
pionie daje warto$¢ przeksztalcenia na tym wektorze. Dlatego tez macierz przeksztalcenia ma tyle samo kolumn,
co wymiar przestrzeni argumentow, zas tyle wierszy, co wymiar przestrzeni wartosci.

Co wiecej, tatwo zauwazy¢, ze z mnozenia:

M((p)sfst - iy

gdzie €; to i-ty wektor z bazy standardowej daje i-ta kolumne tej macierzy. Zatem ta i-ta kolumna to ¢(g;).
Inaczej méwiac wspotezynniki w niej to wspédlezynniki przy x; we wzorze. Inaczej méwiac, aby wypisa¢ ma-
cierz przeksztalcenia w bazach standardowych, wypisujemy w kolumnach wspélczynniki dotyczace kolejnych
zmiennych ze wzoru. Lub tez inaczej mowigc mozemy wypisywaé¢ w wierszach kolejne wspétezynniki z kolejnych
wspolrzednych wyniku ze wzoru. Analogicznie w drugg strone.

Czyli jesli o((x1,...,2n)) = (a11Z1+ ...+ A1 nTny o, A 1T1 + - oo F QT TO

ai.1 a1 n

, ,
M(p)3 =
am,1 -+ Qmmn

s

5.2 Przyktad
Niech ¢: R3 — R?, bedzie takie, ze ¢(z,y,2) = (v — 2,22 + 3y — 2). Wtedy:

w [1 0 -1
M=y 5 -
Niech

M(y)5 =

= O N
\
—

Wtedy ¢: R? — R* oraz (z,y) = (z,2x + 3y, —y,x + y).

5.3 Przykladowe zadania
Znajdz macierz M (¢)3! dla:
o 0 RP = R? o((2,y,2) = (x +y,—2,3y + 2),
e p:R* =R, p((z,y,2,t) =2 —y+ 2 — 2,
o p: R* = R3 (w1, 22, 23,74)) = (201724, —73 + T2, 432 + 23 — 201724).

Znajdz wzér na ¢, jesli:

. 1 -1 2
o M(gb)@i = 0 1 1 )
(1 -1
. 0 0
3 1




6 Operacje na przeksztalceniach liniowych

6.1 Metoda

Przeksztalcenia mozna do siebie dodawaé (jesli maja te sama przestrzen argumentéw i wartosci), mnozy¢ przez
liczbe oraz skladaé (jesli przestrzen wartosci jednego z nich to przestrzen argumentéw drugiego).
W sktadaniu chodzi o to, ze najpierw stosuje jedno przeksztalcenie, a potem do jego wyniku drugie, a wiec

(¢ 0 9)(v) = (¥(¢(v)).

6.1.1 Metoda pierwsza: na wzorach

W przypadku dodawania i mnozenia przez liczbe, po prostu dodajemy do siebie wzory lub mnozymy wzor przez
liczbe.
W przypadku sktadania podstawiamy jeden wzér do drugiego.

6.1.2 Metoda druga: na macierzach

Jest to metoda ogdlniejsza, bo moze my nie tylko poradzié¢ sobie ze wzorem (czyli macierza w bazach standar-
dowych), ale tez z macierzami w innych bazach. Dodawanie przeksztalcen to dodawanie ich macierzy (musza
byé w tych samych bazach). Mnozenie przez liczbe, to mnozenie macierzy przez liczbe. Skladanie przeksztalcen
to mnozenie macierzy. Tu bazy musza sie zgadza¢ w nastepujacy sposéb:

Mo ¢)S =M)g - M(¢)5.

6.2 Przyktad
Jesli o((z,y)) = (—z, —2y),¥((z,y)) = (0, 22), to (¢+2¢)((x,y)) = (—=x,4x—2y). Liczac to samo na macierzach
dostajemy:
o [-1 0 00] [-1 o0
M(¢+2w)si{ 0 _2}+2~[2 0]{ 4 _2}
Jedli ¢: R — R? i ¢((x,9,2)) = (v — 2,2x + 3y — 2) oraz ¢: R? — R?* zadane wzorem ¢ ((a,b)) =

(=b,a +b,—2a — b,3a). A zatem (¢ o ¢)((x,y,2)) = Y(&((z,9,2)) = ¥(((x — 2,22 + 3y — 2)) = (-2 —
3y + 2,3z + 3y — 2z, —4x — 3y + 3z, 3z — 3z). Liczac to samo na macierzach dostajemy:

0 -1 2 -3 1

w_| 1 1| [rto-1]_| 3 3 -2
Mod)u=| 5 2 3 -1 | | -4 -3 3
30 3 0 -3

6.3 Przykladowe zadania

1. Znajdz wzér na 1 o (¢ — 3¢), gdzie ¢: R* — R2, 9((a,b,c,d)) = (2a + b, —a + ¢ + 3d), ¢, p: R? — R4,
(b(('ray)) = (.’L‘ - y?va —.17,2-1'), @((l‘vy)) = (—31} -y + 22%07 _2y)

2. Zmajdz M(¢p o (¢ —3p)), jesli : V — W, ¢,p: U — V oraz A to baza U, B — baza V i C — baza W, a
1 -1 1 1 0 1
5. Cc _ B _ B _
takzeM(w)B_|:0 1 :|7M(¢)A_|:2 1:|5M(¢)A_|:_2 1:|



7 Znajdywanie macierzy zmiany bazy (macierzy identyczno$ci)

7.1 Metoda

Jest pewna specjalne przeksztalcenie liniowe, ktére nazywamy identycznoscia, ktére nic nie robi. Na przyktad
w przestrzeni R® to id((x,y,2)) = (z,y,2). A zatem, jesli mamy dwie bazy A oraz B, oraz macierz M (id)5 i
przemnozymy z prawej przez te¢ macierz wspolrzedne wektora v w bazie A to w wyniku otrzymamy wspétrzedne
nadal wektora v (bo id(v) = v), ale w bazie B. Czyli macierz M (id)5 to macierz zmiany bazy z A na B.

Zatem w macierzy M (id)i w kolumnach znajda sie wspélrzedne kolejnych wektoréw z bazy A w bazie B.
Mozemy te wspdlrzedne znalezé zgadujac, lub rozwiazujac uklady réwnan (maja taka sama lewa strone, wiec
mozna je zapisa¢ w jednej macierzy).

Szczegodlnie beda nam sie przydawaé macierze zmiany bazy z bazy standardowej na dana baze i z danej bazy
na baze standardowa. Obczajmy wiec, jak je policzy¢.

Najpro$ciej macierz z danej bazy na baze standardowa. Znajdzmy M (id)% (baza z przykladu powyzej).
Po przemnozeniu z prawej strony przez wektor 1,0,0 dostaniemy po prostu pierwsza kolumne tej macierzy. Z
drugiej strony to pierwszy wektor z bazy A ma w niej wspétrzedne 1,0,0, czyli to co dostaniemy jest po prostu
wspOlrzednymi tego wektora w bazie standardowej, czyli tym wektorem. A zatem po prostu w i-tej kolumnie
tej macierzy jest i-ty wektor z naszej bazy.

Teraz w druga strone — z bazy standardowej na dang baze. Policzmy M (id)5,. Oczywiscie tym razem, tatwo
zobaczy¢, ze w kolumnach maja znalezé sie wspolrzedne wektoréw z bazy standardowej w danej bazie.

7.2 Przyktad
Niech A = {(2,3),(-1,2)}, za$ B = {(2,1),(—1,2)}. ZnajdZzmy najpierw M (id)5. W tym celu trzeba znalezé

wspOlrzedne wektoréw z bazy A w bazie B. Rozwiazujemy dwa uklady réwnan (zapisujac je w jednej macierzy).

2 —1|2 -1 _ 1 213 2 o
1 2|3 2 |[WrTWl o9 gl _p |Y2TWL

1 2[3 2 1 2] -3 -2 1 0|7/3 0
{0 38 3}“’1'(_1)’“’2'1/3[0 1|83 1 ]M[o 1] 8/3 1}

Wiec wspélrzedne to 7/3,8/3 oraz 0,1, czyli

M(id)5 = [ ;;g (1) } :

2 -1
3 2 |-
Natomiast chcac obliczyé M (id)B, musimy znalezé wspétrzedne wektoréw z bazy standardowej: (1,0) =
2/5(2,1) — 1/5(—1,2) oraz (0,1) = 1/5(2,1) + 2/5(—1,2), zatem:

o[ 2 48]

Mamy takze od razu, ze:
M(id)%

7.3 Przykladowe zadania
Oblicz M(id)8, M(id)%} oraz M (id)5, dla
e A=1{(1,2,3),(1,1,0),(-1,0,3), B={(0,1,1),(1,0,1),(0,1,0)},
e A=1{(2,0,1,7),(1,0,1,0),(0,0,1,2),(0,0,—1,-1)}, B={(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1)}.



8 Zmiana baz macierzy przeksztalcenia

8.1 Metoda
8.1.1 Metoda pierwsza: liczymy wspoélrzedne

No dobrze, zalézmy zatem, ze mamy wzor przeksztalcenia ¢, jak wyzej (lub jego macierz w bazach standardo-
wych) oraz bazy A i B.

W tym celu zauwaz, ze jeSli wezme pierwszy wektor z bazy standardowej i przemnoze go z prawej strony
(pionowo) przez macierz M (qﬁ)ﬁ, to z jednej strony otrzymam po prostu pierwsza kolumne tej macierzy. Z drugie;j
strony to wlasnie pierwszy wektor v; z bazy A ma w tej bazie wspolrzedne 1,0,0. A zatem wynik mnozenia
to wspolrzedne wektora ¢(v1) w bazie B i jest to pierwsza kolumna szukanej macierzy. Podobnie znajdujemy
kolejne kolumny — i-ta, to wspélrzedne ¢(v;) w bazie B, gdzie v; to i-ty wektor a bazy A.

8.1.2 Metoda druga: mnozymy przez macierz zmiany bazy

Dostaliémy do reki nowe narzedzie do zmieniania baz w macierzy przeksztalcenia, czyli macierz zmiany bazy.
Poniewaz id o ¢ 0 1d = ¢, mamy ze:

M(@)] = M(ido ¢ o id)§ = M(id)Z - M(9)§ - M(id)5.

A zatem w szczegdlnodei:
M(9)5 = M(id)5, - M(9)3f - M(id)¥

i w ten sposéb majac macierz przeksztalcenia w bazach standardowych mozemy wyliczy¢ jego macierz w bazach
od A do B.
W druga strone:
M ()3t = M(id)§ - M(¢)3 - M(id)%.

Za to, gdy chcemy zmieni¢ tylko jedna z baz, dostajemy odpowiednio
M(¢)g = M(id)¢ - M()5.

oraz

8.2 Przyktad

Niech na przyklad: A = ((1,1,1),(1,0,—1),(1,0,0)) oraz B = ((2,3), (-1, —1)). Chcieliby$my wyliczy¢ macierz
M(gb)ﬁ. Najpierw zrébmy to pierwsza metoda.

Zatem do dziela: ¢((1,1,1)) = (1 —=1,24+3 — 1) = (0,4) i szukamy wspélrzednych tego wektora w bazie B:
(0,4) =4(2,3) 4+ 8(—1,—1), a zatem szukane wspélrzedne to 4,8 i jest to pierwsza kolumna szukanej macierzy.

ZnajdZzmy druga kolumne — to samo tylko z drugim wektorem z bazy A. ¢((1,0,—-1)) = (1—(-1),2—(-1)) =
(2,3) i jego wspolrzedne w bazie B to oczywiscie 1,0. I trzecia kolumna: ¢((1,0,0)) = (1,2) ma wspélrzedne w
bazie B: (1,2) = (2,3) + (—1,—1), czyli 1,1.

A zatem:

4 1 1
B _
M(¢)A - |: 8 0 1 ] :
Metoda z mnozeniem przez macierze zmiany bazy, mamy, co nastepuje.
1 1 1
M(id)%=1 0 0
1 -1 0
Policzmy M (id)5,. Oczywiscie tym razem, tatwo zobaczy¢, ze w kolumnach maja znalezé¢ si¢ wspoirzedne

wektoréw z bazy standardowej w danej bazie. Trzeba je policzyé (1,0) = —(2,3) — 3(—1,—1) oraz (0,1) =
(2,3) +2(—1,—1). A zatem:

M(id)B = [ :é ; }

Mamy teraz:
M(9)4 = M(id)5, - M(¢)3; - M(id)%,

10



czyli

11 1
5_[ -1 1 10 -1 _
M(¢)A_[32 2 3 -1 17018 B
7130.}(1)(1)7411
1161 L 10l 01|

Co sie oczywiscie zgadza z tym, co policzyliSmy wczesniej inna metoda.

8.3 Przykladowe zadania

e Niech A = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B = {(0,1),(1,-1)} oraz ¢: R® — R? bedzie zadane wzorem
o((a,b,¢) = (a+2b,—a — b — 3c). Znajdz M(p)5.

e Niech A = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B = {(0,1), (1,-1)} oraz ¢: R? — R? bedzie takie, ze M(¢)5 =

1 01 S .
[ 1 2 0 ] Zmnajdz wzér opisujacy .
e Niech V bedzie przestrzenig liniowa, za$ ¢: V — V przeksztalceniem liniowy oraz A, B pewnymi ba-
1 0 2
zami przestrzeni V. Wiadomo, ze M(gp)j =-13 0 oraz macierz zmiany bazy z A na B to
1 2 -1

= =N
W = W

1
1 |. Obliczyé¢ M(p)5
6

o Niech A = {(1,0,—1,0),(3,1,-2,0),(2,0,0,1), (~1,2,4,0)}, B = {(2, 1), (5,.3)},
C = {(1,0,1),(=2,1,-3),(=5,3,—9)} oraz niech ¢: R* — R? ¢: R? — R? i ¢: R? — R3 beda zadane
tak, iz:

2 0 |,

Oblicz M ((¢ + 2¢) 0 $))$-
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9 Woyliczenie odpowiednich wspoélrzednych wartosci majgc dang ma-
cierz przeksztalcenia i wspéirzedne argumentu

9.1 Metoda

Macierz przeksztalcenia ¢ w bazach A i B stuzy wlasdnie do tego, ze, jesli pomnozymy ja z prawej strony przez
wspoélrzedne wektora v w bazie A, to jako wynik dostaniemy wspélrzedne wektora p(v) w bazie B.

9.2 Przyktad

Niech ¢: V — W oraz A niech bedzie baza V, B baza W, oraz niech M(¢)5 = [ 1 :f —01 le . Niech
wektor v ma w bazie A wspdlrzedne 1,1,2,0. Obliczmy wspélrzedne ¢(v) w bazie B:

1 -2 0 1] -1

1 -1 -1 4 T -2 |7

SN ==

Czyli wspolrzedne te to —1,2.

9.3 Przykladowe zadania

Niech ¢: V' — W oraz A niech bedzie baza V, B baza W. Niech wektor v ma w bazie A wspoélrzedne 1, —1,2.
Oblicz wspdlrzedne ¢(v) w bazie B, gdy:

-M(w)’ﬁ:ﬁ) j (5)}

cwon=[8 0 1)
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10 Liczenie wyznacznika macierzy 2 x 213 x 3

10.1 Metoda

Natychmiast z definicji wyznacznika dostajemy:

a b
cd‘adbc,
a zatem:
a boc I m k m kol
kIl m|=a LT A +c - =
oy = y Y

= a(lz — my) — b(kz — mz) + c(ky — lz) = alz 4+ bma + cky — amy — bkz — clx.

10.2 Przyktad

1 2 3
=3 =2 —1 |=1:(=2)-042:(=1)-043(=3)-1—1-(—1)-1—2-(—3)-0—3-(=2)-0 = 0+0—9+1-0—0 = —8.
0 1 0

10.3 Przykltadowe zadania

Policzy¢ wyznaczniki macierzy:

-1 0 3
3 -2 0
1 1 1
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11 Liczenie wyznacznika metodg rozwiniecia Laplace’a

11.1 Metoda

Wyznacznik macierzy ma sens dla macierzy kwadratowych — i jest zdefiniowany rekurencyjnie: det[a] = a and

(1171 1.2 e ain
det as i @22 N as n _
Gp,1 Ap2 ... Gpn
=ai1 det Al,l —a1,2 det ALQ +a1,3 det Al’g —...x ai,n det Al,m7

gdzie A; ; to macierz A z wykreSlonym i-tym wierszem i j-ta kolumna. Czyli (wyznacznik oznaczamy det lub
poprzez napisanie zamiast nawiaséw macierzy moduléw).

Definicja podana wyzej jest tylko szczegdlnym przypadkiem ogélnego faktu zwanego rozwinieciem Laplace’a.
Zamiast korzystaé¢ z pierwszego wiersza, mozemy do generowania wiersza uzy¢ dowolnego wiersza lub kolumny
(najlepiej tego z duza liczba zer). Czyli:

ai,i 1,2 . ai,n
as 1 as o ... Qa2
det | “21 92 o =
Gp,1 Ap2 ... Gpn
= (—1)Z (am det Ai,l — Q3,2 det Ai’g + ;3 det Ai73 —...x Qi n det Alm) s

dla dowolnego wiersza w;. Analogiczny fakt jest oczywiscie prawdziwy dla kolumn.

11.2 Przyklad
Uzywajac definicji:

1 0 2 0
2 3 0 —1]_
3 -1 -1 0 |~
0 1 -1 =2
3 0 -1 2 0 -1 2 3 -1 2 3 0
=1/ -1 -1 0 |=0[3 -1 0 |[+2[3 -1 0 =03 -1 —1|=
1 -1 -2 0 —1 =2 0 1 =2 0o 1 -1

=1-0-0+2-19-0=38

Uzywajac rozwiniecia Laplace’a w ponizszej macierzy, zdecydowanie optaca si¢ policzy¢ rozwinigcie wzgledem
trzeciej kolumny:

> 0 9 o1
=(-1)2-(-1)-]{3 -1 1 [=10

3 -1 0 1 0 1 o

0 1 0 =2

11.3 Przykladowe zadania

Policzy¢ wyznaczniki macierzy:

1 -1 2 0
2 3 0 1
4 1 -1 0
0 1 1 2
31 =2 0
2 0 0 1
41 -1 1
01 2 =2

14



12 Liczenie wyznacznika macierzy sprowadzajac ja do postaci tréj-
katnej
12.1 Metoda

Zauwazmy najpierw, ze z faktu o rozwinieciu Laplace’a wynika w szczegdlnosci, ze jesli macierz ma zerowy rzad
(lub kolumne), to jej wyznacznik wynosi zero.

Rozpatrzmy teraz rézne operacje na wierszach macierzy, ktore lubimy wykonywac. Postugujac si¢ rozwinie-
ciem Laplace’a mozna udowodnié, ze zamiana dwéch wierszy ze sobg mnozy wyznacznik przez —1 —
rzeczywiscie liczac rozwiniecie wzgledem pierwszej kolumny zmienia sie (by¢ moze) znaki przy sumowaniu ale i
zmienig si¢ miejscami wiersze tez wiersze w macierzach minorowych, z ktérych co$ wykresliliSmy.

Od razu widaé za to z rozwiniecia Laplace’a, ze przemnozenie wiersza przez liczbe, mnozy wyznacznik
macierzy przez te liczbe — mozna to zobaczy¢ wypisujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem tego wiersza.

A zatem przemnozenie macierzy przez pewng liczbe mnozy wyznacznik przez te liczbe tyle razy ile jest
wierszy w macierzy, czyli:

det(aA) = a" det A,

gdzie macierz A jest macierza n X nj/pi

Zauwazmy tez, ze wyznacznik macierzy, ktéra ma takie same dwa wiersze, to 0, poniewaz — zamieniajac te
dwa wiersze ze soba nie zmieniamy macierzy, a mnozymy wyznacznik przez —1, czyli det A = — det A, a zatem
det A = 0. Zatem ze wzgledu na regule zwigzana z mnozeniem wiersza przez liczbe, jesli dwa wiersze macierzy
sg liniowo zalezne od siebie, to wyznacznik tej macierzy to 0.

Réwniez z rozwiniecia Laplace’a od razu widaé, ze jesli macierze A, B, C réznig si¢ tylko i-tym wierszem w
ten sposob, ze ten wiersz w macierzy C' jest suma i-tych wierszy z macierzy B i C, to wyznacznik C' to suma
wyznacznikéw A i B. Uwaga! Latwo widaé, ze z reguly det(A + B) # det A + det B!

W koficu mozemy wiec zbadaé, jak wyznacznik macierzy zmienia podstawowa operacja na wierszach, czy-
li operacja dodania do jednego wiersza innego przemnozonego przez liczbe. Wtedy mamy tak naprawde do
czynienie z wlasnie opisana sytuacja — wynikowa macierz to macierz C, w ktéra rézni sie od macierzy A i B
tylko wierszem, do ktorego dosumowujemy inny. Macierz A to oryginalna macierz, a macierz C' to macierz A
w ktorej zamiast wiersza do ktérego sumujemy jest wiersz, ktory dodajemy przemnozony przez liczbe. A zatem
det A = det B + det C, ale C ma dwa liniowo zalezne wiersze, a zatem det C' = 0 i det B = det A. A zatem
operacja dodania do danego wiersza innego przemnozonego przez liczbe nie zmienia wyznacznika.

Na koniec mnozenie macierzy. Kazda z powyzszych operacji mozna zapisa¢ jako mnozenie przez macierz.
Np. zamiana 2 i 3 wiersza w macierzy 3 X 3, to przemnozenie przez macierz:

1 00
0 0 1
L0 1 0 |
przemnozenie 3-ciego wiersza przez 4, to: ) )
1 00
01 0
L0 0 4 |
dodanie do drugiego dwa razy pierwszego, to:
[1 0 0]
2 1 0
L0 0 1 |

Nie trudno zauwazy¢, ze tak sie sktada, ze nawet w przypadku wielowymiarowym taka macierz zamiany wierszy
ma wyznacznik (—1), macierz powiazana z pomnozeniem wiersza przez liczbe a, wyznacznik a, za$ macierz
dodania do wiersza innego przemnozonego przez liczbe, wyznacznik 1. A zatem mnozenie przez te macierze
(nazywane elementarnymi) mnozy macierz przez ich wyznaczniki. Co wiecej kazda macierz da sie uzyskaé przez
przemnozenie przez siebie macierzy elementarnych, co daje nastepujacy wazny wniosek:

det(A - B) = det A - det B.

Z rozwinigcia Laplace’a, jak sie przyjrzeé, to latwo widaé, ze wyznacznik macierzy w postaci schodkowej
(zwanej czesto dla macierzy kwadratowych, postacia tréjkatna), jest réwny iloczynowi jej wyrazéw na przekatne;j.

Poniewaz wiemy, jak zmieniaja wyznacznik operacje na wierszach, mozemy sprowadzi¢ macierz do postaci
schodkowej, policzy¢ jej wyznacznik, i odtworzy¢é wyznacznik oryginalnej macierzy, co szczegdlnie dobrze sie
sprawdza przy duzych macierzach, np. 5 x 5.
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12.2 Przyklad

1 2 0 3 1
2 6 2 0 2
3 9 1 1 -1 |wy—2wi,ws— 3wy, ws —wi,ws — W
1 2 0 3 4
1 2 0 1 1
1 2 0 3 1
0 2 2 —6 0 1
0 3 1 -8 —4 |wy:-=
000 0 3 |—32
000 -2 0
1 2 0 3 1 1 2 0 3 1
011 -3 0 01 1 -3 0
0 3 1 -8 —4 |w3—3wg,wg—ws| 0 0 -2 1 —4
0 0 0 O 3 00 0 -2 0
000 -2 0 00 0 0 3
A zatem wyznacznik koncowej macierzy to 1-1-(—2) - (—2) -3 = 12. Po drodze raz zamienialiSmy wiersze, raz
mnozyliSmy przez ;, a zatem wyznacznik poczatkowej macierzy, to % = —24.i/p},

2

12.3 Przykladowe zadania

Policzy¢ wyznacznik sprowadzajac do postaci tréjkatne;j

6 -1 2 0 1
6 3 0 1 1
9 3 -3 6 =3
0 0 1 -2 -1
0 1 1 0 -1
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13 Liczenie wyznacznika macierzy w postaci blokowej

13.1 Metoda

Z tego, ze wystarczy policzy¢ wyznacznik przez sprowadzanie do postaci schodkowej, tatwo wynika zasada o
wyznaczniku macierzy w postaci blokowej, czyli macierzy sktadajacej sie z 4 blokéw, z ktérych lewy dolny to

Wyznacznik takiej macierzy, to det A - det B.

16 5]
zera, czyli 0o B |

13.2 Przyklad

1 2 0 3 1
2 6 2 0 2 1 2 0 3 4
3911 —-1|=2 6 2 ‘ 11 ‘
00 0 3 4 3 9 1
00 0 1 1
13.3 Przykladowe zadania
Policzy¢ wyznaczniki:
-1 3 0 2017 1
2 6 2 0 2018
1 0 1 2016 -1
0 0 0 -3 4
0 0 0 -1 2
[1 2 0 3 1 2017 0 2017 O |
2 6 2 0 20 2017 0 2017
3 9 1 1 -1 2017 0 2017 0
1 2 0 3 4 0 2017 0 2017
1 2 0 1 1 2017 0 2017 0
00 0 0 O 1 -1 2 0
00 0 0 O 2 3 0 1
00 0 0 O 4 1 —1 0
0000 0 0 1 1 -2 |
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14 Liczenie wyznacznika macierzy korzystajgc ze znanych faktéw

14.1 Metoda

Wszystkie fakty, z ktérych mozna korzysta¢ wymieniliSmy wyzej, dla przypomnienia wymieniam je ponizej.

Zauwazmy najpierw, ze z faktu o rozwinieciu Laplace’a wynika w szczegdlnosci, ze jesli macierz ma zerowy
rzad (lub kolumne), to jej wyznacznik wynosi zero.

Rozpatrzmy teraz rézne operacje na wierszach macierzy, ktore lubimy wykonywacé. Postugujac sie rozwinie-
ciem Laplace’a mozna udowodnié, ze zamiana dwéch wierszy ze sobg mnozy wyznacznik przez —1 —
rzeczywiscie liczac rozwiniecie wzgledem pierwszej kolumny zmienia sie (by¢ moze) znaki przy sumowaniu ale i
zmienig si¢ miejscami wiersze tez wiersze w macierzach minorowych, z ktérych co$§ wykresliliSmy.

Od razu widaé za to z rozwiniecia Laplace’a, ze przemnozenie wiersza przez liczbe, mnozy wyznacznik
macierzy przez te liczbe — mozna to zobaczy¢ wypisujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem tego wiersza.

A zatem przemnozenie macierzy przez pewna liczbe mnozy wyznacznik przez te liczbe tyle razy ile jest
wierszy w macierzy, czyli:

det(aA) = a" det A,

gdzie macierz A jest macierza n X nj/pj,

Zauwazmy tez, ze wyznacznik macierzy, ktéra ma takie same dwa wiersze, to 0, poniewaz — zamieniajac te
dwa wiersze ze sobg nie zmieniamy macierzy, a mnozymy wyznacznik przez —1, czyli det A = — det A, a zatem
det A = 0. Zatem ze wzgledu na regule zwiazana z mnozeniem wiersza przez liczbe, jesli dwa wiersze macierzy
sg liniowo zalezne od siebie, to wyznacznik tej macierzy to 0.

Réwniez z rozwiniecia Laplace’a od razu widaé, ze jesli macierze A, B, C réznig sie tylko i-tym wierszem w
ten sposob, ze ten wiersz w macierzy C jest suma i-tych wierszy z macierzy B i C, to wyznacznik C' to suma
wyznacznikéw A 1 B. Uwagal Latwo widaé, ze z reguly det(A + B) # det A + det B!

W konficu mozemy wiec zbadaé, jak wyznacznik macierzy zmienia podstawowa operacja na wierszach, czy-
li operacja dodania do jednego wiersza innego przemnozonego przez liczbe. Wtedy mamy tak naprawde do
czynienie z wladnie opisana sytuacja — wynikowa macierz to macierz C, w ktéra rézni sie od macierzy A i B
tylko wierszem, do ktoérego dosumowujemy inny. Macierz A to oryginalna macierz, a macierz C' to macierz A
w ktorej zamiast wiersza do ktérego sumujemy jest wiersz, ktory dodajemy przemnozony przez liczbe. A zatem
det A = det B + det C, ale C' ma dwa liniowo zalezne wiersze, a zatem detC' = 0 i det B = det A. A zatem
operacja dodania do danego wiersza innego przemnozonego przez liczbe nie zmienia wyznacznika.

Na koniec mnozenie macierzy. Kazda z powyzszych operacji mozna zapisa¢ jako mnozenie przez macierz.
Np. zamiana 2 i 3 wiersza w macierzy 3 X 3, to przemnozenie przez macierz:

1 0 0
0 0 1
L O 1 -
przemnozenie 3-ciego wiersza przez 4, to: ) )
1 0 0
01 0
L0 0 4 |
dodanie do drugiego dwa razy pierwszego, to:
[1 0 0]
2 1 0
L0 0 1 |

Nie trudno zauwazy¢, ze tak sie skltada, ze nawet w przypadku wielowymiarowym taka macierz zamiany wierszy
ma wyznacznik (—1), macierz powiazana z pomnozeniem wiersza przez liczbe a, wyznacznik a, za$ macierz
dodania do wiersza innego przemmnozonego przez liczbe, wyznacznik 1. A zatem mnozenie przez te macierze
(nazywane elementarnymi) mnozy macierz przez ich wyznaczniki. Co wiecej kazda macierz da sie uzyskaé przez
przemnozenie przez siebie macierzy elementarnych, co daje nastepujacy wazny wniosek:

det(A- B) = det A - det B.
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14.2 Przyklad

Niech
1 2 0 3 1
2 6 2 0 2
A=13 9 1 1 -1
1 2 0 3 4
1 2 0 1 1
oraz
1 2 0 3 1
2 6 2 0 2
B=|13 911 -1
1 2 0 3 4
1 2 0 3 1
PoliczyliSmy wczedniej, ze det A = —24. Natomiast det B = 0, poniewaz ma dwa takie same wiersze.

W takim razie det(A/2) = —24/2° = —24/32 = 3 /4.
A takze: det(A- B) = (—24)-0=0.

14.3 Przykladowe zadania

Dla macierzy zdefiniowanych wyzej policz:

det(24),
det(A?).
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15 Liczenie macierzy odwrotnej

15.1 Metoda

Macierz odwrotna do macierzy kwadratowej A, to macierz B, taka ze A- B = I, gdzie I to macierz jednostkowa
(tzn. z jedynkami na przekatnej i zerami poza przekatna). Macierz odwrotng oznaczamy A~!. Poniewaz det A -
B = det A - det B oraz detI = 1, dostajemy, ze det A~ = deiA. Stad tez wiemy, Zze macierz odwrotna moze
istnie¢ tylko gdy det A # 0 i takie macierze nazywamy odwracalnymi.

Jak policzy¢ macierz odwrotna? PowiedzieliSmy ostatnio, ze operacje na wierszach prowadzace do postaci
schodkowej zredukowanej, to tak naprawde przemnozenie macierzy przez jakas macierz. Wiec wyobrazmy sobie,
ze sprowadzamy do postaci schodkowej zredukowanej macierz zlozona z macierzy A oraz I obok siebie: [A|I].
Poniewaz A bylo macierza kwadratowa i det A # 0, to otrzymamy po lewej stronie macierz jednostkowa, czyli
dostaniemy macierz [I|B]. Ale zauwazmy, ze jesli C' to macierz operacji na wierszach, ktére wykonalisémy, to
C - [A|I] = [I|B]. A zatem C - A = I oraz C - I = B. Z pierwszego réwnania wynika, ze C' = A~!. Z drugiego,
7ze B=C = A~'. A zatem po prawej stronie otrzymaliémy macierz odwrotng do A.

15.2 Przyklad

Chcemy policzy¢ macierz odwrotna do macierzy:

1 2 1
A=1| 2 5 2
-1 -2 0
Do dzieta:
1 2 1|1 0 O 1 2 1|1 0 O
2 5 210 1 0 |w—2w,wg+w, | 0 1 0|-2 1 0 [w —ws
-1 -2 00 0 1 0 0 1|1 01
1 2 0] 0 0 -1 1 0 0] 2 -1 -1
01 0|-21 0 |w—-2w]| 0 1 0]-2 1 0
0 0 1|1 0 1 0 0 1|1 o0 1
A zatem:
2 -1 -1
ATl =] 2 1 o0
1 0 1

15.3 Przykladowe zadania

Jesli macierz jest odwracalna, znajdz jej macierz odwrotna.

[enll R

1 1
1 0
10

== W N =
NN O O N
OO~ NO SO NO
_ W= O W W W= O Ww
—

[T VT
NN O DN
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16 Liczenie konkretnego wyrazu macierzy odwrotnej

16.1 Metoda

Chcac wyliczy¢ niecala macierz odwrotng do macierzy A, a tylko konkretny element, warto skorzystaé z metody
prowadzacej przez tak zwana macierz dolaczona AP. Otéz macierz dolaczona to macierz w ktérej w j-tym
wierszu, i-tej kolumnie jest wyznacznik macierzy A;j;, czyli macierzy A z wykreslonym i-tym wierszem i j-
ta kolumna (uwaga: ten napis nie zawiera bledu, wchodzi w gre transpozycja) przemnozony przez (—1)+7.
Prawdziwy jest nastepujacy fakt:

L AP
det A”
16.2 Przyklad
Niech jak poprzednio
1 2 1
A= 2 5 2
-1 -2 0

Chcac wyliczyé wartoéé w drugim wierszu, w pierwszej kolumnie macierzy A~!, wykreslamy z A druga
kolumne i pierwszy wiersz, liczymy wyznaczniki i mamy:

2
-1 0

-1 -2

co sie zgadza z tym, co policzyliémy inna metoda!

16.3 Przykladowe zadania

Uzywajac tej metody wylicz takze:
e warto$¢ w drugim wierszu, w trzeciej kolumnie,
o warto$¢ w trzecim wierszu, w drugiej kolumnie,

macierzy A~!, dla macierzy A z powyzszego przykladu.
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17 Rozwigzywanie ukladu réwnan przy pomocy wzoréw Cramera

17.1 Metoda

Jesli mamy uktad n réwnan z n niewiadomymi mozemy zbadaé go korzystajac ze wzoréw Cramera. Niech A
bedzie macierza ukladu réwnan bez kolumny wspélczynnikéw wolnych, zaé A; macierza A, w ktérej zamiast
i-tej kolumny wstawiono kolumne wyrazéw wolnych, wtedy:

e jesli det A #£ 0, to uklad jest oznaczony i rozwiazanie jest dane wedlug wzoru x; = %‘3{4 J1ig,
e jedli det A = 0, ale nie wszystkie wyznaczniki det A; sa réwne 0, to uklad jest sprzeczny,j/liy,
e jesli det A = 0 oraz dla kazdego i, det A; = 0, to uktad moze by¢ nieoznaczony, ale tez moze by¢ sprzeczny

— nie wiadomoj/lij,

17.2 Przyklad

Rozwiazmy w ten sposéb uktad:

r+2y+z=1
22+ 5y + 2z = —1
—z—2y=0
A zatem:
1 2 1
A= 2 5 2
-1 -2 0

Poniewaz det A = 1, to uklad jest oznaczony. Aby wyliczy¢ pierwiastki liczymy wyznaczniki:

1 2 1

detA;=| -1 5 2|=6
0 -2 0
1 1 1

det Ay =| 2 -1 2|=-3
-1 0 0
1 2 1
-1 -2 0

-3

A zatem x = —6,y:T:—37z:%:1'

17.3 Przykladowe zadania

Zbadaj nastepujace uktady metoda wzorow Cramera. Jesli uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie, wylicz je ta
metoda.

r+2y+z=1
20 +5y+22=-1
3x+Ty+3z2=1

20 + 5y — 10z = -1
rz+3y—22=0
—x+5z2=33
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