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1 Szukanie pierwiastkéw wielomianow

1.1 Metoda

Jedli stopien wielomianu > 2 zgaduje pierwiastek sprawdzajac liczby catkowite w okolicy zera. Niech znalezio-
ny pierwiastek to a. Korzystajac z Tw. Bezout dziele méj wielomian ,pod kreska” przez dwumian (z — a),
otrzymujac nowy wielomian stopnia o jeden mniejszego od wielomianu wyjsciowego, z ktérym postepuje znow
podobnie.

Jak juz otrzymam w ten sposéb wielomian stopnia drugiego znajduje jego pierwiastki liczac A.

1.2 Przyktad

Znajde pierwiastki wielomianu w(z) = z* — 23 — 2122 4+ 2 + 20. Zgaduje z latwoscia, ze pierwiastkiem tego
wielomianu jest 1, rzeczywiscie w(l) =1 —1—21+ 1+ 20 = 0. Dziele w(x) przez (z — 1):

a® 402 21z —20

2t 2% 2127 4 420 :(z-—1)
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0z  —2122
03 —0z2
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—2122 421z
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Otrzymuje wiec wielomian v(z) = 23 — 212 — 20. Zgaduje, Ze jego pierwiastkiem jest —1. Istotnie —1 + 21 = 0.
Dziele wiec v(x) przez x + 1.

- —20
3 4022 21z —20 :(x+1)
x4
-2 21z
—? —T
—20x -20
—20x —-20

0

Otrzymuje tréjmian kwadratowy 22 —x — 20 i moge policzy¢ juz jego pierwiastki wprost. A = (—1)2 —4(-20) =

81, wigc 1 = 352 = —4 oraz x5 = 142 = 5. Wobec tego ostatecznie w(z) = (z — 1)(z + 1)(z + 4)(z — 5) i

pierwiastki to —1,1, —4, 5.

1.3 Przykltadowe zadania

Znalezé pierwiastki wielomianu z* + 823 — z? — 682 + 60.



2 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych metodg sprowadzania
do postaci schodkowej zredukowanej

2.1 Metoda

Zapisujemy uktad réwnan w postaci macierzy wpisujac kolejne wspétczynniki i wyraz wolny w kolejnych wier-
szach macierzy. Macierz sprowadzamy do postaci schodkowej a nastepnie schodkowej zredukowanej wykonujac
w pewnej sensownej kolejnosci ciag operacji, sktadajacy sie z trzech operacji dozwolonych:

e dodanie do ustalonego wiersza innego wiersza pomnozonego przez pewna liczbe,
e zamiana dwéch wierszy miejscami,
e pomnozenie pewnego wiersza przez liczbe niezerowa.

Postaé¢ schodkowa charakteryzuje si¢ tym, ze kazdy wiersz zerowy znajduje sie ponizej kazdego wiersza niezero-
wego oraz dla kazdego wiersza pierwszy wyraz niezerowy jest bardziej na prawo od takiego wyrazu w wierszu
powyzej. Do macierzy schodkowej dochodzimy uzyskujac w kolejnych operacjach kolejne zera pod planowanymi
schodkami w kolejnych kolumnach od lewej do prawej. Do eliminacji pod danym schodkiem wykorzystujemy
operacje pierwsza polegajaca na odjeciu od wiersza tego wiersza, na ktérym ma byé schodek pomnozonego
przez taka liczbe, by w zadanym miejscu wyszlo 0. Zamieniamy wiersze miejscami i mnozymy przez liczby w
celu uproszczenia rachunkéw.

Po osiagnieciu postaci schodkowej dazymy do postaci zredukowanej mnozac wiersze w ten sposob by mie¢ liczbe
1 na wszystkich schodkach i odejmujac w przeciwna strone, co poprzednio (od dolu do géry) tak, aby nad
schodkami pojawilty sie same zera.

Mozliwe beda trzy sytuacje:

e uklad okaze sie sprzeczny (nie ma rozwiazan) — poznajemy to po réwnaniu z ostatniego niezerowego
wiersza, gdy wszystkie wspélczynniki sa réwne 0, a wyraz wolny nie,

e uklad jest oznaczony (ma jedno rozwiazanie) — gdy w kazdej kolumnie (z wyjatkiem kolumny wyrazéw
wolnych) wspélczynnikéw jest schodek — pozostaje nam wtedy to rozwiazanie wypisac,

e w przeciwnym przypadku uklad ma wiele rozwiazan i wypisujemy rozwigzanie ogdlne, odczytujac uktad
z macierzy schodkowej zredukowanej i przenoszac niewiadome bez schodka na prawa strone.

2.2 Przyklady

1.
2¢ + 5y — 10z = -1 2 5 —10] -1
r+3y—22=0 — 1 3 -2 0 W1 > Wa
=Y
—x+52 =33 =10 5 |33
1 3 =210 1 3 =210
2 5 —10| —1 w272w1,w3+w1 0 -1 —-6|-1 w3+3w2
-1 0 5 33 0 3 3 |33
1 3 =210 1 1 3 -2]0
0 -1 —6 -1 wsy -+ (—1)711.)3 . (—15> 0 1 6 1 w1 + 211)3,102 - 6w3
0 0 -—=15| 30 00 1 1|-2
1 3 0|4 1 0 0| —43
01 0|13 |wg—3wy| 0 1 0| 13
0 0 1]-2 0 0 1| -2

Wobec tego uklad jest oznaczony i jego rozwiazaniem jest wektor (—43,13, —2).



2a—3b+5c—d=2 2 _3
—8a +12b—26c+6d=4 — | -8 12 726 wo + 4wy, w3 — 3wy
6a — 9b+ 18¢ — 4d = —4 6 -9
2 -3 5 —-1|-=2 2 — 5 —1| -2
0 0 -6 2 |—4 |wr«w3]| 0 0 3 =1 2 | ws+2ws
0 O 3 -1 2 0O 0 -6 2 |—4
3 5 _1|_
2 -3 5 —1|-2 R A A A .
O 0 3 -1/ 2 w1~§,w2-§ 0 0 1 —3| 3 w1—§w2
0O 0 0 O 0 —==(0 0 0 O 0 =
1 -2 o 1 1_8
0 02 1 _3% %3 _ {a =-3+3b-3d
2 1
0 0 0 010 c=3+3d

Wiec rozwiazanie jest kazdy wektor postaci (—% + %b — %d, b, % + %d, d) dla dowolnych b,d € R.

3$1+£2+1‘3—6 1 1 6
—2r1 —x3 = — -2 0 —-1|—-4
Sws + 2w1, 3wsg — dwi, wy — 2w
521 + 322 + 23 = 10 |: 3 1 10 2 1 3 1, %4 1
621 + 819 — 13 = 13 8§ —1]13
3 1 1|6 3 1 1 1|6 31 116
0 2 —1f0| g |02 o 02 —1)0
0 —4 2 |0 |WBTWWa=2 4 o o |0 |¥VBT®] 0 0 01
0O 6 -3]|1 00 0|1 0 0 010

Mamy posta¢ schodkowa — w tym wypadku nie ma sensu jej redukowaé, poniewaz patrzac na ostatni
niezerowy wiersz widzimy, ze uklad jest sprzeczny (0 =1).

2.3 Przykladowe zadania

Rozwiaza¢ ponizsze uklady réwnan.

x4+ 229 + 423+ 24 =0
—3x1+ 22+ 3x3+ 514 =0
5x1+ 222 +Tx3=0

a—b+c=2
2b—c=1
—a+b—c=0
—a+8b+Tc=—4

3r+2y+3z2=4
T+y+z=38
5x+3y+6z=9



3 Znalez¢ wspétczynniki wielomianu danego stopnia zadanego przez
wartosci

3.1 Metoda

Majac zadane wartoéci w punktach podstawiamy nasze wiedzg¢ po kolei do ogdlnego wzoru wielomianu (a,z" +
an_12" "1+ ...+ a1 + ag) za kazdym razem otrzymujac réwnanie, w ktérym niewiadomymi sa wspélezynniki
ag, . - ., Gn. Wystarczy wigc rozwiazaé otrzymany uklad réwnan liniowych.

Czasem zadanie moze sugerowaé wykorzystanie wzordéw Viete’a, dla wielomianu stopnia drugiego (axs +

bx + ¢) mamy bowiem:
I —+ o = —g
T1xg = < ’

a

ktére daja tez réwnania liniowe na wspoélczynniki, jesli znamy sume lub iloczyn pierwiastwéw. Wtedy zawsze
na koncu trzeba sprawdzié, czy te pierwiastki rzeczywiscie istnija.

3.2 Przyktad

Czy istnieje wielomian w(z) = az? + bz + ¢ drugiego stopnia taki, ze w(—3) = 2, w(1) = —2 oraz ma dwa
pierwiastki rzeczywiste, ktorych iloczyn wynosi —8. Jesli tak podac¢ wspdlezynniki.
Z kolejnych trzech faktéw podanych w zadaniu otrzymuje nastepujace réwnania.

9a —3b+c=2
a+b+c=-2
8a+c=0

Rozwiazuje:

1 1 1 |-2

1
0 —-12 -8 20 wa - 1 0 -3 -2 5 3w3 — 8’LU2
o -8 —7116 |——| 0 -8 —7]|16
1 1 1| -2 1 1 1 1 1] - 9
0o -3 -2 5 wa - (—3) , W3 -+ (—5> 0 1 % —g w1 — W3, Wy — gwg
0 0 -5/|8 00 1|-%

110 *§ 10 0| ¢
0 1 0] —¢ w —w 010—§
00 1|-3 00 1|-3
Tym samym a = %,b = —%,c = —%. Sprawdzmy czy ma pierwiastki rzeczywiste A = 29—5 +4- % = ‘2% > 0.
Zgadza sie, wiec szukany wielomian to %mQ — %x — %.
3.3 Zadania
1. Znalez¢ wspélezynniki wielomianu w(z) 3. stopnia, takiego, ze w(0) = —1,w(1) = 3,w(2) = 7,w(-1) = 5.
2. Zmalez¢ wspdlezenniki wielomianu w(x) 2. stopnia, takiego, ze w(—1) = 4,w(2) = —2, posiadajacego

pierwiastki rzeczywiste, ktorych suma wynosi 2.



4 Okresli¢ dla jakiej wartosci wspolczynnika uktad jest sprzeczny,
dla jakich ma jedno rozwigzanie (jest oznaczony)

4.1 Metoda

Sprowadzamy macierz ukladu do postaci schodkowej (nie ma potrzeby redukowaé) i patrzymy jaki musi by¢
zadany parametr. Przypomne, ze uklad jest sprzeczny, gdy ostatni wiersz niezerowy ma zera poza ostatnia
kolumna, zas uklad jest oznaczony, jesli jest niesprzeczny i w kazdej kolumnie z wyjatkiej ostatniej mamy
schodek.

4.2 Przyklad

Sprawdze dla jakich s,¢ € R uktad
3x1+x2+2x3=06
—2x1 —x3=—4
521 + 3x2 + 3 = 10
6x1 4+ (5b—t)ze —a3 =15

jest sprzeczny, a dla jakich oznaczony. Sprowadzam do postaci schodkowej:

3 1 116 3 1 1 6
2 0 —1]|-4 0 2 —1| o0
1 5 3 1 |10 | 3wzt 2wy, 3wy —dwi,wa —2wi | o, o 0 w3 + 2wo, wg — tws

6 2—t —1| s 0 t -3|s—12
31 1 6 31 1 6
02 -1 0 _ 02 -1 0
00 0 0 WUl g 0 3-t]s—12
0 0 —3—1|s—12 00 0 0

Uktad jest oznaczony, jesli kazda kolumna z wyjatkiem kolumny wyrazéw wolnych ma schodek. W naszym
wypadku jest tak tylko wtedy, gdy t # —3. Wtedy niezaleznie od s uklad ma jedno rozwigzanie. Je$li natomiast
t = —3, to moga zajs¢ dwie sytuacje — albo s = 12 caly ten wiersz jest zerowy (i wtedy uklad ma nieskoriczenie
wiele rozwiazan), albo s # 12 i wtedy rozwazany wiersz generuje sprzecznosé. Ostatecznie:

t # —3 = uklad jest oznaczony,
t = —3,s # 12 = uklad jest sprzeczny,

t = —3,s = 12 = uklad jest niesprzeczny i nieoznaczony.

4.3 Zadania

Sprawdzi¢ dla jakich s,t € R uktad
20 + 5y — sz = —1
r+3y—22=0
—r+5z=t

jest sprzeczny, a dla jakich oznaczony.



5 Sprawdzié¢, czy wektor jest kombinacjg liniowg zadanego ukladu
wektoréw

5.1 Metoda

Bede sprawdzal, czy wektor 8 = (b1,...,b,) jest kombinacja liniowa uktadu wektoréow aq = (ai1,...a1n), a0 =
(ag1y...a2n)y ...y ap = (ag1,...agy). Jedli tak jest, to z definicji kombinacji liniowej istnieja takie wspétezynniki
ClyeoosChy 7€ (b1, ..., bn) = c1(a11,...a1n) +ca(azt, ... agn)+. ..+ cp(akt, ... agn). Ta réwno$é oznacza réwnosci
na poszczegdlnych wspoélrzednych, czyli dostajemy uktad rownan:

a1i1€1 + az21Co +...+ Ap1Cr = b1

a12€1 + a22¢o + ...+ agacy = by

a1nC1 + G2nC2 + ... + apncr = by,

— uklad n réownan, w ktérym niewiadomymi sa wspotczynniki ¢; ... c, — wobec tego wektor 3 jest kombinacja
liniowa zadanych wektorow, jesli wspomniany ukltad réwnan jest niesprzeczny.

Inaczej méwiac nalezy wpisa¢ w kolejne kolumny macierzy wektory ai, s, ..., ak, 3, sprowadzi¢ macierz do
postaci schodkowej i zobaczy¢, czy ostatni wiersz niezerowy nie generuje sprzecznosci.

5.2 Przyktad

Sprawdze, czy wektor (6,—4,10,13) jest kombinacja liniowa wektoréw (3,-2,5,6),(1,0,3,8),(1,—1,1,—1) .
Whpisujac wektory w kolumny otrzymuje macierz, ktora zostata juz sprowadzona do postaci schodkowej w
przyktadzie 3. z zagadnienia 2.

3 1 116 31 116
2 0 —1]|-4 02 —11]0
5 3 1]10| 7 loo0 o]l1
6 8 —1]13 00 010

Otrzymalem wiec uklad sprzeczny, co oznacza, ze rozpatrywany wektor nie jest kombinacja liniowa zadanego
uktadu wektorow.
5.3 Zadania

1. Sprawdzié¢, czy wektory (1,2,1,2,1,3), (7,7,1,4,1,1) sa kombinacjami liniowymi ukladu wektoréw
(1,3,1,2,5,3), (4,5,1,3,3,2).

2. Dla jakich wartosci parametru r € R wektor (r,8,6) jest kombinacja liniowa wektoréw (3,4,5), (1,4,4),
(7,4,7).



6 Sprawdzié, czy uklad wektoréw jest liniowo niezalezny

6.1 Metoda
6.1.1 Metoda pierwsza

Uktad wektoréw nie jest liniowo niezalezny, jesli przy pomocy niezerowej kombinacji liniowej da sie otrzymacd
z niego wektor zerowy. Odpowiednikiem tworzenia takich kombinacji liniowych jest to, co robimy w ramach
dozwolonych operacji z wierszami macierzy, gdy sprowadzamy jg do postaci schodkowej — tam tez dazymy do
uzyskania jak najwiecej zer w najnizszym wierszu. Uda nam si¢ to zawsze, o ile to w ogdle mozliwe.

Stad metoda — wpisujemy zadane wektory w wierszach macierzy i sprowadzamy do postaci schodkowej. Jesli
ostatni wiersz jest niezerowy uktad wektoréw byt liniowo niezalezny, a jesli jest zerowy, to uktad wektoréw jest
liniowo zalezny.

6.1.2 Metoda druga

Uktad wektoréw ag, ..., jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy jesli a1y + ... + agar = 0, to
a; = ... = ar = 0. Czyli jesli jedynymi wspétczynnikami w kombinacji liniowej dajacej wektor zerowy sa
wspoélczynniki réwne zero. Podobnie jak poprzednio réwnanie wektorowe ajag + ... + agar = 0 daje nam
uktad réwnan na wspotczynniki aq,...,ax, jesli zapiszemy rownanie dla kolejnych wspolrzednych wektoréw.
Pytanie brzmi wiec, czy uklad réwnan zadany przez macierz, ktérego kolejne kolumny g, s, ..., ar,0 ma
jakie$ rozwiazanie poza rozwiazaniem zerowym (ktére ma w sposob oczywisty). Czyli inaczej méwiac czy ten
uktad jest nieoznaczony.

Podsumowujac, aby sprawdzié¢ liniowa niezaleznos¢ uktadu wpisujemy w kolumny kolejne wektory i jako kolumne
wyrazow wolnych zera, sprowadzamy do postaci schodkowej i patrzymy, nasz uklad jest oznaczony. Jesli jest,
to dany uklad wektoréw jest liniowo niezalezny, jesli nie jest — to nie.

6.2 Przykltady

1. Sprawdze, czy uklad wektoréw (2,-3,5,—1,—2),(—8,12,—-26,6,4), (6, —9,18,—4, —4) jest liniowo nie-
zalezny. Uzyje pierwszej metody. Wpisuje wektory w wiersze macierzy i zauwazam, ze macierz t¢ juz
sprowadzalem do postaci schodkowej w przyktadach w zagadnieniu 2.

2 -3 5 -1 =2 2 -3 5 -1 =2
-8 12 -26 6 4 —-...—» |0 0 3 -1 2
6 -9 18 —4 -4 0 0 0 O 0

Otrzymatem wiersz zerowy, wiec rozpatrywany uklad nie jest liniowo niezalezny.

2. Sprawdze, czy uklad wektoréw (2,1, —1),(5,3,0),(—10,2,5) jest liniowo niezalezny uzywajac 2. metody.
Whisuje zadane wektory oraz wektor zerowy w kolumny. Podobna macierz sprowadzatem juz do postaci
schodkowej w przyktadach w zagadnieniu 2.

2 5 —-101]0 1 3 =210
1 3 -2/0|—-...—-|0 -1 —-610
-1 0 5 |0 0 0 -15|0

Otrzymaltem schodek w kazdej kolumnie poza kolumna wyrazéw wolnych — uktad rownan wiec jest ozna-
czony, a badany uklad wektoréw jest liniowo niezalezny.

6.3 Zadania

Sprawdzi¢ liniowa niezaleznos¢ uktadéw wektorow:
e (1,0,2),(2,3,1),(4,3,5),
i (15 717 17 13 72)7 (43 4; 747 74) 0)7 (33 13 37 717 3)’ (717 Oa 15 07 0)7 (Oa 717 07 13 O)



7 Znalezé wspolrzedne wektora w bazie

7.1 Metoda
Bede szukal wspdlrzednych wektora 8 = (by,...,b,) w bazie a1 = (a11,...a1,), @2 = (a21,...a2,),...,Qx =
(ag1,-.-akn), czyli takich wspélczynnikéw cq, ..., ¢, ze (b1,...,bn) = c1(a11,...a1n) + c2(as21, ... a2,) + ... +

ck(ag1, - - - akn). Ta réwnosé oznacza réwnosci na poszezegdlnych wspoélrzednych, czyli dostajemy, podobnie jak
wczesniej uktad réwnan:

a1l + as1ce + ...+ apicy = by

a12¢1 + agacCo + ... + axacy = bo

a1nC1 + G2nC2 + ...+ apncr = by

— uktad n réownan, w ktérym niewiadomymi sg wspotczynniki ¢; . .. . Poniewaz mieliémy do czynienia z baza
wiadomo, ze ten uklad jest oznaczony. Wystarczy go rozwiazaé i otrzymamy szukane wspotczynniki.

A wiec aby znalezé wspdlrzedne wektora w bazie wpisujemy w kolejne kolumny macierzy wektory bazy i na
koncu badany wektor i rozwiazujemy ten uklad rownan.

7.2 Przyktad
Znajde wspoélrzedne wektora (—1,0,33) w bazie (2,1, —1),(5,3,0),(—10,2,5). Wypisuje uktad réwnan:
2¢ + 5y — 10z = —1

r+3y—22=0
—x+5z=33

Rozwiazywalem juz taki uklad réwnan w 2. zagadnieniu. Rozwiazanie to (—43,13,—2) i stad wniosek, ze
(-1,0,33) = —43(2,1,-1) + 13(5,3,0) — 2(—10, 2, 5).
7.3 Zadania

Znalezé wspotrzedne wektora (1,2,3,—1,5) € R5 w bazie (1,—1,1,1,-2), (0,—1,0,0,0), (3,1,3,—1,3),
(_17()’1’070)7 (Oa_17071’0)'



8 Znalezc¢ baze i wymiar przestrzeni rozpietej przez dany uktad wek-
torow

8.1 Metoda

Zauwazmy, ze operacje dozwolone na wierszach macierzy sa odwracalne, stad wniosek, ze wykonywanie operacji
na wierszach macierzy nie zmienia przestrzeni rozpietej na tych wierszach. Wektory z wierszy macierzy postaci
schodkowej sg uktadem liniowo niezaleznym, o ile nie ma wierszy zerowych. Stad metoda — zapisujemy zadane
wektory w wierszach macierzy i sprowadzamy do postaci schodkowej. Baze badanej podprzestrzeni stanowia
niezerowe wiersze w tak otrzymanej macierzy. Wymiar to oczywiscie liczba tych wierszy.

8.2 Przyktad

Znajde baze i wymiar przestrzeni lin((2, —3,5, —1, —2), (-8, 12, —26, 6,4), (6, —9, 18, —4, —4)). Wpisuje wektory
w wiersze macierzy i zauwazam, ze macierz te juz sprowadzalem do postaci schodkowej w przyktadach w
zagadnieniu 2.

2 =3 5 -1 -2 2 -3 5 -1 =2

-8 12 -26 6 4 —...—> |0 0 3 -1 2

6 -9 18 -4 —4 0 0 0 0 O

Wobec tego baza tej przestrzeni jest uklad wektoréw (2,—3,5,—1,-2),(0,0,3,—1,2), a wymiar wynosi 2.

8.3 Zadania

Znalez¢ baze i wymiar przestrzeni rozpigtej przez nastepujace uklady wektorow:
e (1,2,1,3),(2,5,4,4),(1,3,3,1),
e (3,2,1,2),(9,6,3,6),(6,6,6,5), (6,8, 10,6),
e (1,2,1),(0,1,1),(1,3,2).
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9 Znalezé baze i wymiar przestrzeni rozwigzan zadanego uktadu
rownan jednorodnych

9.1 Metoda

Po pierwsze nalezy znalez¢ rozwiazanie ogélne tego uktadu rownan. Nastepnie kolejne wektory bazy generujemy
podstawiajac 1 za kolejnag niewiadoma wolna (te po prawej stronie réwnan w rozwiazaniu ogélnym) i zera za
reszte z nich. Oczywiscie otrzymany uklad wektoréw daje przy kombinacjach liniowych wszystkie rozwigzania.
Latwo tez sprawdzié, ze jest liniowo niezalezny.

9.2 Przyktad

Znajde baze i wymiar przestrzeni zadanej nastepujacym uktadem réwnan jednorodnych:

2a —3b+5c—d=0
—8a + 12b — 26¢c+6d =0
6a—9b+18¢c—4d =0

Rozwiazywalem juz podobny uklad réwnan w zagadnieniu 2. i wiem, ze rozwiazanie ogdlne jest nastepujace:

a=3b—1d
CZ%d

Czyli inaczej méwiac kazde rozwigzanie ma postac (%b — La,b, %d, d) dla b,d € R. Podstawiajac odpowiednio
b=1,d =0 oraz b= 0,d = 1 otrzymuj¢ wektory bazowe: (5,1,0,0), (—%, 0, %, 1).

9.3 Zadania

Znalez¢ baze 1 wymiar przestrzeni rozwiazan ukladu réwnan:

511 + 222 + 8x3 =0
6x1 — 3x2 —4x3 =0
Tx1 +4x9 + 923 =0
41 — dx9 + 423 =10

1+ 32+ 23+ 0574 =0
21‘1 + 7:172 + 9£E3 + 2564 =0
41 + 1322 + 1123+ 1224 =0

201 —x9 +x3+ 224+ 325 =0
6x1 — 3x9 + 223 +4x4 + 55 =0
6x1 — 3x9 + 43 + 8x4 + 1325 =0
4r1 — 229 + 23 + x4 + 225 =0

6 +4y+52+2w+3t=0
3x+2y+4z+w+2t=0
3x+2y—2z24+w=0

9+ 6y +2+3w+2t=0

11



10 Znalezé¢ uklad ré6wnan opisujacy przestrzen rozpietg przez zada-
ny uklad wektoréw

10.1 Metoda

Powiedzmy, ze mamy zadany uklad wektoréw z przestrzeni ay = (ai1,...,a1n), @2 = (a21,...,02,),...,Q =
(ak1, ... agn) 1 chcemy znalezé uklad réwnan opisujacy przestrzen rozpieta przez «j,...,a. Zadane wektory
musza by¢ rozwiazaniami kazdego rownania z szukanego uktadu. Wezmy wiec takie réwnanie: cyx1+. .. cpxy, = 0.
Korzystajac z informacji, ze a1, ..., o sa jego rozwiazaniami, dostajemy uklad réwnan, ktéry musza spelniaé
wspotczynniki kazdego réwnania z szukanego uktadu.

aji1c1 + agecs + ... +aipc, =0

as1¢1 + assco + ...+ aspe, =0

agic1 + agoco + ...+ agncy, =0

Rozwiazujemy wiec ten uklad réwnan i wyliczamy baze 51 = (b11,...01n),..., 08 = (bi1, ..., bin) Drzestrzeni
jego rozwigzan. Przypomne, ze jest to przestrzen wektorow, ktore oznaczaly wspélczynniki rownan w szukanym
uktadzie. Wypisuje wiec te bazowe rownania w postaci uktadu réwnan:

bllxl + blg.’EQ + ...+ blnxn =0
bo1x1 + bogxo + ...+ bopx, =0

bjrx1 +bprs + ...+ bz, =0

Otrzymany uktad jest szukanym uktadem, poniewaz wiem, ze z niego moge otrzymaé przy pomocy kombinacji
liniowych réwnan w nim wystepujacych kazde inne rownanie, ktére spetniaja wszystkie dane mi na poczatku
wektory.

A wiec w skrécie: znajduje baze przestrzeni rozwigzan ukladu réwnan jednorodnych ze wspélczynnikami
zadanymi przez koleje dane wektory (w wierszach). Kolejne wektory z bazy zadaja wspdlczynniki w kolejnych
réwnaniach szukanego uktadu réwnan.

10.2 Przyklad

Znajde uklad réwnan opisujacy przestrzen rozpieta na  ukladzie wektordéw: (2,-3,5,—1),
(—8,12,-26,6), (6,—9,18,—4). Musze wiec najpierw znalezé baze przestrzeni rozwiazan ukladu réwnan:

2a —3b+5¢—d=0
—8a + 12b — 26c+6d =0
6a—9b+18¢c—4d =0

Rozwazalem ten uktad juz w zagadnieniu 9. i wiem, ze baza przestrzeni rozwigzan sa wektory: (%, 1,0,0),
(f%, 0, %, 1). Wobec tego szukanym ukladem réwnan jest:

%x1+x2:0
7%:1714’%5834’564:0

10.3 Zadania
Znalez¢ uklady rownan opisujace przestrzenie:
lin((2,1,4),(3,5,—-1),(3,-2,13),(7,7,7), (-4, —9,6)),

lin((3,2,1,1),(5,0,2,3), (4,1,4,5), (4,1,—1,—1)),
lin((2,7,-1,2,6),(3,1,4,2,2), (4,-5,9,2,—2), (5,15, 2, 6, 14)).
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11 Uzupelnié¢ o ile jest to mozliwe baze danej podprzestrzeni do
bazy calej przestrzeni wektorami z innej danej podprzestrzeni

11.1 Metoda

Zal6zmy, ze mamy dane podprzestrzenie V,WW C R"™ i ich bazy. Chcemy uzupelnié¢ baze podprzestrzeni V' do
bazy przestrzeni R"™ wektorami z podprzestrzeni W. No to zapisuje macierz, ktérej wiersze stanowia kolejno
najpierw baza V', a nastepnie baza W. I staram sie ja sprowadzi¢ do postaci schodkowej standardows metoda
odejmujac od wiersza nizej wiersz wyzszy pomnozony przez liczbe. Nie zamieniam kolejnosci wierszy. By¢ moze
w ostatecznej postaci do postaci schodkowej bedzie brakowalo tylko zamiany wierszy. Jesli otrzymam w wyniku
mniej niz n wierszy niezerowych, znaczy, ze oczywiscie operacja taka jest niemozliwa (bazy V' i W nie rozpinaja
wspolnie calej przestrzeni). Jesli natomiast otrzymalem n wierszy niezerowych biore do szukanej bazy te wiersze
z poczatkowej macierzy, z ktérych owe niezerowe wiersze powstaly.

11.2 Przyklad

Niech baza V bedzie (1,-1,1,1,-2), (4,4,—4,—4,0), (3,1,3,—1,3), za$ baza W wektory (—1,0,1,0,0),
(0,—1,0,1,0), (—1,0,0,0,1). Uzupelnie baze przestrzeni V do bazy calej przestrzeni R® korzystajac z wek-
torow z W. Wypisuje macierz i ja przeksztalcam:

1 -1 1 1 =2 1 -1 1 1 =2 1 -1 1 1 =2
4 4 -4 -4 0 o 1 -1 -1 1 0o 1 -1 -1 1
313—13H040—49_)00—40—5
-1 0 1 0 O o -1 2 1 =2 0 0o 1 0 -1
0o -1 0 1 O 0O -1 0 -1 0 0 0 -1 -2 1
-1 0 0 0 1 o -1 1 1 -1 0o 0 0 0 O

1 -1 1 1 =2

0 1 -1 -1 1

_}0074075

o 0 0 o0 1

o o0 0 -2 -1

o 0o 0 0 O

Otrzymali$émy 5 wierszy niezerowych, wiec zadanie jest wykonalne, a wektory uzupetniajace baze V do bazy R®
to
(-1,0,1,0,0),(0,-1,0,1,0).

11.3 Zadania

Niech baza przestrzeni W bedzie (-1,0, 1,0, 0), (0, —1,0,1,0),(—1,0,0,0, 1). Zbadaé, czy mozna uzupelnié uktad
wektorow
(4,3,2,-3,-6),(1,1,—4,—1,3),(2,0, 3,0, —5) do bazy calej przestrzeni R®> wektorami z przestrzeni W.
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