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Problem galerii.

Dany jest wielokat prosty wyobrazajacy galerie sztuki.

Znajdz minimalng liczbg straznikow (tzn. punktow nalezacych do wielo-
kata) takich, ze kazdy punkt wielokata bedzie widzialny dla co najmnie;j
jednego straznika.

Definicja.
Punkt x nalezacy do wielokata F jest widzialny z punktu veF, gdy odcinek
XV jest zawarty w F.

Czasem interesuje nas tylko przypadek, gdy strzezone sg jedynie krawedzie
wielokata. Czy istnieje wielokat 1 takie ustawienie straznikow, w ktorym
caly jego brzeg jest strzezony a wnetrze nie ?



Twierdzenie.
Decyzyjny problem galerii w R? jest NP-zupelny.
Dowod.

Chcemy znalez¢ odpowiedz na pytanie, czy q straznikow wystarcza do
ochrony galerii.

Aby udowodnic, ze problem galerii nalezy do klasy NP wystarczy
zgadnaC pozycje straznikdw, a nastepnie w czasie wielomianowym
sprawdzic, czy caty wielokat jest przez nich strzezony.

W celu pokazania NP-trudnosci tego problemu, przeprowadzimy redukcje
Z problemu 3-CNF-SAT.

3-CNF-SAT <, GALERIA

W tym celu, dla danej 3-CNF-formuty logicznej skonstruujemy galerie,
ktora moze by¢ strzezona przez q straznikow wtedy 1 tylko wtedy, gdy
formutla jest spetniona.

Literalom, klauzulom 1 zmiennym wyst¢pujacym w formule przypisujemy
nastepujgce fragmenty brzegu galerii.



Fragment brzegu galerii odpowiada-
jacy pojedynczemu literatowi. n

Fragment brzegu galerii odpowiada-

jacy pojedynczej klauzuli. n

Pozycja n odpowiada wartosci lite-

ratu false, a pozycja t wartosci true. ¢

Aby punkt z byt strzezony, co najmniej Z
jeden literal w klauzuli musi miec
wartosc true.

Fragment brzegu galerii odpowiada-
Jacy zmiennej.

Aby punkt u byt strzezony, straznik F
musi znajdowac¢ si¢ w punkcie F lub T u
(wartosciowanie zmiennej).



Dodatkowe wystepy na brzegu we
fragmentach brzegu galerii odpowiada-
jacych zmiennym s3 tak umieszczone,
aby byty strzezone przez straznika
odpowiadajacego zmiennej lub straz-
nika odpowiadajacego wartosci literatu
zawilerajacego ta zmienng lub jej ne-
gacje.

Kazdemu literatlow1 odpowiadajg dwa
wystepy, po jednym w kazdej odnodze
brzegu galerii odpowiadajacej warto-
sciowaniu zmiennej. Wszystkie wy-
stepy w odnodze mogg by¢ strzezone
przez straznika umieszczonego w
punkcie odpowiadajgcym wartoscio-
waniu zmiennej.




Uktad straznikow dla formuly (x,VvX, V—=Xg) A (X VX VXA (X VXV —X5).
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Wklejajac odpowiedniki klauzul 1 zmiennych w brzeg prostokata dostajemy
dla formuty o k klauzulach 1 m zmiennych wielokat o 28k+10m+4
wierzchotkach.

Straznik w punkcie x obserwuje prostokat 1 widzi wnetrza wystepow
odpowiadajacych zmiennym. Poniewaz kazda klauzula musi by¢ speiniona,
wigc 1stnieje przynajmniej jeden straznik w punkcie zaznaczonym jako t.
Wystepy odpowiadajgce literatom sg strzezone, bo przy kazdym z nich w
jednym z wierzcholkow n lub t sto1 straznik. Wierzcholki u sg strzezone
przez straznikdw stojacych w odpowiednich wierzchotkach F lub T (w
jednym z nich zawsze stoi straznik, w zaleznosci od wartosci zmiennej).

Pozostate wystepy w elementach odpowiadajacych zmiennym, sg chronione
przez straznikOw w punkcie odpowiadajacym wartosci zmiennej lub w
punktach okreslajacych wartosci literatow zawierajgcych tg zmienna.

Zatem wielokat mozna ochroni¢ z pomocg 3k+m+1 straznikow wtedy 1
tylko wtedy, gdy dana formuta o k klauzulach 1 m zmiennych jest speiniona.



Lemat.

Liczba straznikow w galerii o n wierzcholkach jest nie mniejsza od 1 1 nie
wiegksza niz n.

Dowaod.
Jest oczywiste, ze musi by¢ co naymniej jeden straznik.
Gdy umiescimy straznikow w wierzchotkach wielokata to bedg widzie¢

calg galerie.

Czy straznicy umieszczeni w wierzchotkach bryly troywymiarowej zawsze
chronig cate wnetrze bryty ?



Twierdzenie.

Do pilnowania galerii potrzeba i wy-
starcza | n/3] straznikow.

Dowaod.

Przykiad ,,grzebienia” (z waskimi
potaczeniami migdzy z¢bami) pokazuje,
ze taka liczba straznikOw jest
konieczna.

Z triangulacji wielokata wynika, ze mo-
zemy pokolorowac jego wierzchotki
trzema kolorami tak, aby zadne dwa
wierzcholki o tym samym kolorze nie
sgsitadowaly ze sobag.

Na mocy zasady Dirichleta minimalny
zb10r wierzchotkow o tym samym
kolorze ma moc nie wicksza niz | n/3.

Stawiajgc straznika w kazdym z tych
punktow wykazujemy, ze liczba ta jest
rowniez liczbg wystarczajaca.
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Ochrona wypuktych podzbioréw zbiorow
punktow.

Definicja.

Niech P bedzie zbiorem punktéw na pta-
szczyznie. Zbior S nazywamy zbiorem k-
wypuktych straznikow, gdy kazdy wy-
pukty k-kat o wierzchotkach z P zawiera
w swolm wngetrzu straznika z S.

Problem.

Niech k > 3 bedzie liczba catkowita. Dany
jest zbior P n punktdéw na plaszczyznie w
potozeniu ogdlnym. Jaki jest minimalny
rozmiar zbioru k-wypuktych straznikow
dla zbioru P ?



Definicja.

Niech k > 3 bedzie liczbg catkowita. Przez G,(n)
oznaczmy najmniejszg liczbe s taka, ze kazdy zbior
n punktow na ptaszczyznie P ma zbior k-wypuktych
straznikOw rozmiaru s.

Lemat.
G, (n) <G, 1(n) <.... £ G4(n).

Twierdzenie.

Jesli punkty ze zbioru P tworzg wielokat wypukty,
to G;(n) = n-2.
Dowaod.

Zauwazmy, ze dla dowolnego k > 3 nie moze by¢
mniej straznikéw niz | (n-2)/(k-2) ] (bo mozemy po-
dzieli¢ wielokat na roztgczne podwielokaty). Z dru-
giej strony, niech i-ty straznik s; (1 <1i<n) nalezy do
przeciecia Ap,pip,NAP;.1PiPi..- Wiedy dowolny
trojkat Ap;pipy (j < 1<k) zawiera straznika s;.




[luminacje.

Problem.

Dany jest wielokat o n wierzchotkach 1 m zrodet swiatta o okreslonych
parametrach (np. kacie oswietlenia). Czy mozna tak rozmiesci¢ zrodia
Swiatta, aby caty wielokat byt oswietlony ?

Twierdzenie.

Kazdy tréjkat mozna oswietli¢ trzema lampami o kacie oswietlenia /6,
umieszczonymi w jego wierzchotkach.

Dowaod.

Niech A ABC bedzie danym trojkatem. Prowadzimy okre¢gi przechodzace
przez punkt A (odpowiednio B, C) i styczne w B (odpowiedniow C, A) do
prostej zawierajgce] BC (odpowiednio CA, AB).



Niech ZACB ma rozwartos¢ o < 7w/2 (o >
n/2). Wtedy ZBCS ma rozwarto$¢ n/2-a
(a-1t/2). Zatem kat sSrodkowy #BSC ma
rozwartos¢ 2o (2m-20), a kat wpisany
/BXC oparty na tuku nieprzecinajacym
(przecinajacym) trojkat ma rozwartos¢ -
a=mn- ZLACB.

Podobnie mozna pokazac, ze ZAXC ma
rozwarto$¢ - ZBAC, a kat ZBXA ma
rozwarto$¢ © - ZABC.

Poniewaz suma tych katow wynosi 2,
wigc wszystkie trzy okregi przecinajg si¢
w jednym punkcie.

Ponadto niech ZXBC ma rozwartos¢ o.

Wtedy kat Z/XCB ma rozwartos¢ « - o -(7
- Z/ACB) = ZACB - 6 = a - 9, czyli kat
ZXCA ma rozwartos¢ 0. Podobnie mozna
pokazac, ze kat ZXAB ma rozwartosc o.
Zatem trojkat ABC mozna oswietli¢
trzema lampami o kacie oswietlenia 0.




Dla trojkata rownobocznego
odpowiednie katy & wynosza 7/6.

Mamy dwa przypadki zalezne od
liczby katéw o rozwartosciach
wickszych od 7/3.

,,Rozciggamy” trojkaty po jednym
wierzchotku, az otrzymamy
interesujgcyg nas postac.

Gdy zaczynamy ,,rozciggac”
trojkat, katy malejg (punkt
przeciecia okregow przesuwa si¢ w
jednym kierunku na okregu, ktory
si¢ nie zmienia).

Zatem rozwartos¢ kata oswietlenia
O nie przekracza m/6.

Pierwszy przypadek (jeden kat
wickszy od 7/3).




Drugi przypadek (dwa katy
wicksze od 1t/3).




Grafy tukowe.

Definicja.

Dla danego zbioru tukow na okrggu de-
fintlyyemy graf tukowy, ktorego wierz-
chotki etykietowane sg etykietami tukow,
a krawe¢dz miedzy dwoma wierzchotkami
Istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy prze-
ciecie tukow jest niepuste.

Definicja.

Minimalnym pokryciem klikami
nazywamy pokrycie wszystkich
wierzchotkow grafu minimalng liczbg
jego podgrafoéw, z ktorych kazdy jest
klika.

Rozwigzanie nie musi by¢ jednoznaczne.




Znajdywanie minimalnego pokrycia
Klikami.

Definicja.
Dla uporzadkowanego zgodnie z ruchem
wskazowek zegara ciggu tukoOw na okrggu

definiuyjemy funkcje NEXT. Wartoscig
funkcj1t NEXT dla tuku 1 jest tuk j taki, ze

- poczatek j lezy po koncu 1,

- odleglos¢ katowa koncow 1 oraz j jest
najmniejsza sposrod wszystkich tukow
majgcych poczatek po koncu i.

Funkcja NEXT odpowiada grafowi skiero-
wanemu, w ktorym kazda spdjna sktadowa

ma doktadnie jeden cykl (by¢ moze
wielokrotnie ,,nawini¢ty” na okrag).




Niech F bedzie spdjng sktadowa grafu
funkcji NEXT.

Fakt.

Jesli caly F nie jest klika, to cigg kolejnych
koncow tukoéw odpowiadajacych wierz-
chotkom grafu funkcji NEXT lezacym na
cyklu, liczony az do pierwszego zapetlenia
(na okrggu), okresla punkty wyznaczajace
minimalne pokrycie klikami. Kliki tworza
tuki zawierajace wyznaczone konce.

Twierdzenie.

Znalezienie minimalnego pokrycia klikami
dla n uporzadkowanych tukéw na okregu
wymaga czasu O(n).

Dowdd.

Wyznaczenie funkcji NEXT oraz znale-
zienie cyklu w grafie funkcji NEXT
wymaga czasu O(n).




Grafy tukowe mozna wykorzysta¢ w
uproszczonym problemie rozgtaszania: dany
jest nadajnik oraz odbiorcy poza obszarem
nadawania (kota). Nalezy znalez¢

minimalng liczb¢ przekaznikoéw o danej

mocy umozliwiajgca odbior wszystkim
odbiorcom (o ile to mozliwe). W tym
przypadku kazdemu odbiorcy
przyporzadkowujemy tuk odpowiadajacy S
potozeniu przekaznikOw na brzegu obszaru ¥
nadawania pokrywajgcych swoim zasiggiem \
danego odbiorce. Aby rozwigzac problem
wystarczy znalez¢ minimalne pokrycie

klikami dla tak okreslonego zbioru tukow.

~o -
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Ciagi Davenporta-Schinzela.

Definicja.
Rozpatrzmy rodzine [ = {f} funkcji kawalkami ciagtych okreslonych na R.

Krzywa ue(x) = max{f,(x)} nazywamy obwiednig gorna, a krzywa le(x) =
min{f (x)} nazywamy obwiednig dolng dla danej rodziny funkc;ji.

Obwiednie mozemy znalez¢ np. faczac metode ,,dziel 1 rzadz” oraz zamia-
tanie. W ten sposob najpierw znajdujemy obwiednie dla matych podzbiorow
rodziny funkcji I. Obwiednie te sg funkcjami kawatami ciggtymi, ktorych
kolejne czgsci tworzg fragmenty funkcji z I. Suma przedziatow
wystepowania poszczegdlnych funkcji wyznacza podziat dziedziny
okreslonosci obwiedni. Nastepnie stosujgc zamiatanie z kolejnych par
obwiedni tworzymy z nich jedna.



Definicja.

Niech U=(u,, u,, ..., U,,) bedzie ciagiem o
nastepujgcych wtasnosciach:

u, € {1, 2, ..., n} dla kazdego 1,

U; # U,,, dla kazdego 1 <m,

Nie istnieje podciag indeksow (i;) dlugosci
s+2 taki, ze

1<, <1, <...<lg,<m,

a=u,,gdziex € {iy, I3, Ig, ...},
b=uy,,gdziey € {iy, Iy, Ig, ...},
1<a#b<n.

(tzn. w ciggu U nie ma podciggu o dlugosci
s+2 sktadajacego si¢ z przemiennie wyste-
pujacych dwoch wartosci).

Cigg U posiadajacy powyzsze wlasnosci na-
zywamy (n,s) ciggiem Davenporta-Schinzela
| 0znaczamy przez DS(n,s). Maksymalna dhu-
gos¢ ciggu DS(n,s) oznaczamy przez A(n) .

L N
T
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W powyzszej definicji elementy ciggu U mozemy interpretowac jako kolejne
fragmenty obwiedni tworzonej przez zbior n funkcji. Jesli dowolne dwie

funkcje przecinajg si¢ ze soba (z punktu widzenia zewngtrznego obserwatora)
nie wiecej niz s razy, to rozmiar takiej obwiedni jest ograniczony przez A (n).

Fakt.

Zachodza nastepujgce rOwnosci:

2() =N, Ay(n) = 0(N), Ag(n) = OMa(n)) , Ay(n) = O(n2¢),
Ogolnie:

A(n) = O(n a(n)¥), gdzie x = O( a(n)s3)is> 3,

asea(N) = Q0 ),

gdzie a(n) jest odwrotnoscig funkcji Ackermanna.

Lemat.

Stosujac metode ,,dziel 1 rzadz” mozemy obliczy¢ DS(n,s) dla danego zbioru
funkcji kawatkami ciggltych w czasie O(A((n) log n). Ponadto dla s=3 mozemy
to zrobi¢ w czasie O(n log n).



Graf widzialnoSci.

Dany jest zbior S zawierajacy n nieprze-
cinajgcych si¢ odcinkOw na ptaszczyznie.
Zalézmy, ze zadne trzy konce odcinkdéw nie
sg wspotliniowe.

Definicja.

Graf widzialnosc1 W = (V, E) dla zbioru S
definiujemy nastepujgco:

V jest zbiorem koncow odcinkow z S,
natomiast do E nalezg odcinki z S 1

wszystkie krawedzie o koncach z V, ktorych
wngetrza nie przecinajg odcinkéw z S.

W szczegdlnoscit mozemy rozpatrywac graf
widzialnosci dla zbioru odcinkow bedacych
krawedziami wielokata.



Lemat.

Graf widzialno$ci moze mie¢ rozmiar kwadratowy, wigc algorytm znajdujacy ten
graf wymaga w pesymistycznym przypadku czasu Q(n?), gdzie n jest liczba
odcinkow w zbiorze S.

Skonstruujemy algorytm dzialajacy w czasie O(n?).

Definicja.

Niech r(p,a) oznacza polprosta zaczepiona w p 1 tworzaca kat a z 0sig x-6w (lub
y-6w), seg(p) oznacza odcinek o koncu w p, a P zbior koncow odcinkow z S.
Dla kazdego punktu p € P definiujemy funkcje widzialnosci:

vis(p,*): [0,%) > S U D w nastepujacy sposob:

- vis(p,a) = <, gdy r(p,o) zawiera seg(p) lub nie przecina zadnego odcinka z S,
- vis(p,a) =s, gdy s jest odcinkiem z S-{seg(p)}, ktorego punkt przeciecia z
r(p,o) lezy najblizej p.

Z pomocg funkcji vis( ) tatwo mozemy stworzy¢ graf widzialnosci.



NiechO <o, <a,<oz<m.

r(p,a,) przechodzi przez q oraz w kacie
miedzy r(p,o,) 1 r(p,o3) nie ma innych
koncow odcinkow z S niz q.

Mamy 4 przypadki:

1.

vis(p,a,) # seg(q), p jest blizej q
niz przecigcie r(p,a,) 1 Vis(p,o.,).
Wtedy vis(p,a,) :=seg(q) I kra-
wedz (p,g) nalezy do W.

vis(p,a,) = seg(q). Wtedy vis(p,a,
:=Vis(q,a,) 1 krawedz (p,q) nalezy
do W.

seg(p) = seg(q) nie powoduje
zadnych zmian grafu W.

vis(p,a,,) # seg(q) i p jest blizej
przeciecia r(p,a.,) 1 vis(p,o;) niz q.
Nie wptywa to na postac¢ grafu W.

N
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Algorytm znajdywania grafu widzialnosci.

Zatozmy, ze w P nie ma trzech punktow /
wspotliniowych. / f

A

for kazdy p € P do oblicz vis(p,0) (po y);

b
analizuj wierzchotki uktadu prostych a
dualnych do P stosujac algorytm
przyrostowy wzgledem malejacych
wspotczynnikow kierunkowych prostych; /

wykorzystujac poznane wiasnosci funkcji
vis( ) stworz graf W dodajac lub nie J
krawedz (p,q) dla v; = D(p) N D(q); 14

E=EUS; 1 1
return (P,E); 8

= [
)

D(a) D(b)

O
S
O
9
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Twierdzenie.
Algorytm znajduje graf widzialno$ci w czasie O(n?).
Dowdd.

Analizowane s3 wszystkie pary wierzchotkow z P.

Na mocy wczesniejszych rozwazan dotyczgcych funkcji vis( ) kazda krawedz
z E-S jest znajdywana.

Poczatkowe wartosci funkcji vis( ) mozna obliczy¢ w czasie O(n?).
Tworzenie uktadu prostych, sortowanie punktow przeci¢¢ w uktadzie oraz
analiza kolejnych wierzchotkéw wymagaja czasu O(n?), proporcjonalnego do
rozmiaru danych.

W przypadku wystgpienia w P co najmniej trzech punktow wspotliniowych,
analizujemy punkty takze w porzadku topologicznym (krawedzie w uktadzie
prostych sg zorientowane w lewo — wszystkie punkty przeci¢¢ poprzedzajace
punkt przeciecia wielu prostych sg analizowane wczesniej, a stosujgc
podwojnie faczong liste krawedzi analizujemy kolejne pary wierzchotkow we
wlasciwej kolejnosct ).



Dzi¢kuje za uwage.



Cwiczenia.

1. Znajdz wielokat 1 takie ustawienie straznikow, ze widzg oni kazdy punkt
brzegu, ale nie kazdy punkt wnetrza wielokata.

2. Znajdz wieloscian, w ktorym ustawienie straznikOw we wszystkich
wierzchotkach nie zapewnia kontroli nad kazdym punktem wieloscianu.

3. Wielokatem prostokatnym nazywamy wielokat, ktérego krawedzie sg
poziome 1 pionowe. Podaj przyktad pokazujacy, ze do ochrony wielokata o n
wierzchotkach czasem potrzebne sa | n/4.| kamery.

4. Przypusémy, ze dany jest wielokat prosty P o n wierzchotkach wraz ze zbio-
rem przekatnych, ktore dzielg P na wypukle czworokaty. Jak wiele kamer wy-
starcza do ochrony P ? Dlaczego nie przeczy to twierdzeniu o galerii sztuki ?

5. Jak wyznaczy¢ funkcje NEXT w czasie O(n), gdy dany jest porzadek
koncow tukow ?



6. Wykaz, ze graf funkcji NEXT wskazuje minimalne pokrycie klikami.

7. Dane sg 3 (odpowiednio 4) reflektory rzucajace snop Swiatla o rozwartosci
120° (odp. 90°) kazdy. Udowodnij, ze reflektory te mozna ustawi¢ w dowolnych
3 (odp. 4) danych punktach ptaszczyzny tak, aby cata ptaszczyzna byla
oswietlona.

Wiasnos¢ ta zachodzi dla dowolnego naturalnego n.
8. Oszacuj A,(n).
9. Jak udowodni¢ twierdzenie o strefie z pomocg ciggéw Davenporta-Schinzela ?

10. Jakie sg oszacowania na rozmiar obwiedni zbioru:
- parabol o pionowej 0sl,

- kot o jednakowym promieniu,

- k6t 0 r6znym promieniu,

- odcinkow.



11.Stworz graf widzialnosci dla zbioru nieprzecinajacych si¢ odcinkdéw S
analizujac wierzchotki odcinkéw podobnie jak w DFS-ie |
wykorzystujac funkcje widzialnosci vis( ).



