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Przeciecie potptaszczyzn.

Problem.
Danych jest n polplaszczyzn. Znajdz ich czes¢ wspolna.

Czescig wspolng potplaszczyzn jest obszar wypukly (ograniczony lub nie).

Twierdzenie.

Rozwigzanie tego problemu mozna znalez¢ w czasie O(n log n) 1 jest to czas
optymalny.

Dowaod.

Przecigcie potptaszczyzn mozemy znalez¢ stosujgc np. algorytm przyrostowy
(dolny 1 gorny tancuch przecigcia zapisujemy w zbalansowanym drzewie BST).
Dodajemy kolejne polptaszczyzny, badajgc czy 1 w jakich punktach ich brzeg
przecina wygenerowang wczesniej ¢zeS¢ wspolng.

Optymalnos¢ pokazujemy poprzez redukcje problemu sortowania. Dany ciagg
liczb {x{, X,, ..., X} zastepujemy poiptaszczyznami o réwnaniach y > 2X:X-X:?,
ktorych brzegi sa styczne do paraboli y = x2. Cigg krawedzi czeSci wspolnej tych
potptaszczyzn jednoznacznie okresla porzadek w ciggu (x;).



Przeciecie wielokatéw wypuktych.

Problem.

Dane sg dwa wielokaty wypukie A1 B w
postaci ciggu kolejnych wierzchotkow.

Znajdz A N B.
Algorytm (zamiatanie).

scal gorne 1 dolne tancuchy obu wielokgtow
w jednag liste, otrzymujgc posortowany ciag
wszystkich wierzchotkow ;

zastosuj algorytm znajdywania przecigé
odcinkow, zapamigtujgc punkty przeciec
aktywnych krawe¢dzi w dodatkowej pamieci
(zamiast kopca);

podczas zamiatania w kazdym punkcie
zdarzen sprawdz, czy nalezy on do czesci
wspolnej 1 stworz gorny i1 dolny tancuch
przecigcia ;




Lemat.

Przecigcie dwoch wielokatow wypuklych mozemy znalez¢ w czasie O(n),
gdzie n jest sumg liczby wierzchotkoOw badanych wielokatow.

Dowaod.

Wierzchotkami czesci wspolne) mogg by¢ wierzchotki wielokatow lub
punkty przeciecia ich krawedzi.

Brzegi wielokatdw moga przecinac si¢ w co najwyzej n punktach (kazde
przeciecie odpowiada zmianie kolejnosci krawedzi — mozna je
przyporzadkowac¢ wierzchotkowi ,,na zewnatrz”). Krawedz jednego
wielokata moze przecinac brzeg drugiego w co najwyzej dwoch punktach.
Liczba pamigtanych osobno (w odrebnej stalej pamigcei) punktow przeciec
aktywnych krawedzi nie przekracza dwoch.

Czas okreslenia nast¢pnego zdarzenia jest staty.

Struktura stanu ma staty rozmiar w kazdym potozeniu miotly.

Czas sprawdzenia, czy punkt zdarzenia nalezy do przeciecia oraz aktualizacji
struktury stanu jest staty.

Zatem 1aczny czas zamiatania wynosi O(n).



Problem wywazania.

Dla danej (zorientowanej) prostej Kk i zbioru
punktow S, zbior punktow lezacych po
lewej (po prawej) stronie prostej k oznacza-
my jako SL(k) (odpowiednio SP(K)). Punkty
lezace na proste) mozemy rozdziela¢ dowol-
nie.

Problem.

Pragniemy znalez¢ prostg k taka, ze sumy
odlegtosci od k punktow z S lezacych po
kazdej ze stron tej prostej s3 rOwne, tzn.

Zo st d(P.K) = Z; spa d(P,K), gdzie d(p,k)
oznacza odleglos¢ punktu p od prostej k.




Ustalmy kierunek prostej k. Zauwazmy, ze
wyraz wolny w rownaniu prostej k jest
srednig wyrazow wolnych prostych
rownoleglych do k 1 przechodzacych przez
punkty ze zbioru S.

W przestrzeni dualnej proste rownolegte
odpowiadajg punktom o tej samej wspot-
rzednej x-owej. Zatem dla kazdej wartosci
X wspotrzedna y-owa punktu D(k) jest
srednig wspotrzednych y-owych punktow
nalezacych do prostych odpowiadajacych
punktom z S.

Srednia z funkcji liniowych jest funkcja
lintowa, wiec zbior rozwigzan problemu
wywazania tworzy w przestrzeni dualne;j
prosta.
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Whniosek

Wszystkie proste bedace rozwigzaniami problemu wywazania w przestrzeni
pierwotne] przechodzg przez ten sam punkt.

W ten sposob pokazaliSmy, ze rozwigzaniem problemu wywazania jest
prosta zawierajaca srodek masy zbioru S.

Lemat.

Rozwigzanie problemu wywazania dla zbioru n punktow na ptaszczyznie
mozna znalez¢ w czasie O(n).



Problem mediany.

Pragniemy znalez¢ takie proste, ktore dzielg
dany zbi6r n punktow na plaszczyznie S na
polowy, tzn. oddzielaja | (n+1)/2] punktow z
S od reszty. Punkty lezace na prostej dzielacej
rozdzielamy dowolnie.

Mozemy ten problem sformutowac takze w
nastepujacy sposob:

dla danego kierunku znajdz prosta, dla ktore;j
osiggane jest : miny oq, Zpes d(P1) -

Fakt.

Dla danego kierunku prostej istnieje doktad-
nie jedno rozwigzanie, gdy liczba punktow w
S jest nieparzysta. Dla parzystej liczby punk-
tOw rozwigzanie nie musi by¢ jednoznaczne.




W przestrzeni dualnej obrazem rozwig-
zania sg zbiory punktow, ktore wzdtuz
0Sl y-OW majg powyzej i ponizej tyle sa-
mo prostych odpowiadajgcych punktom
ze zbioru S, tzn. punkty z (L(n+1)/2-1)-
szego poziomu lub znajdujace si¢ miedzy
(L(n+1)/2J-1)-szym a | (n+1)/2)-tym
poziomem.

Lemat.

Zb16r wszystkich median jesteSmy w
stanie wyznaczy¢ w czasie O(n?).

v




One-line problem.

Znajdywanie najwezszego pasa, w ktorym
zawiera si¢ dany n-elementowy zbior S.
Problem ten jest znany jako one-line pro-
blem - szukanie prostej minimalizujacej od-
legtos¢ od niej najdalszego punktu S, tzn.
szukamy prostych, dla ktorych osiggane
jest: miny o6 Max, . s d(p,l) .

Brzegi pasa muszg by¢ styczne do otoczki
wypuklej zbioru S (w przeciwnym razie
moglibySmy zmniejszy¢ szerokos¢ pasa).

Definicja.

Pary przeciwlegltych wierzchotkow otoczki
wypuklej (tzn. punkty stycznosci pasa) na-
zywamy punktami antypodycznymi.



Lemat

Otoczka wypukta o n wierzchotkach ma co najwyzej n par punktow
antypodycznych.

Dowaod.

Obrot pasa o m oznacza, ze jego brzegi byty styczne do otoczki we wszy-
stkich jej punktach. Zmiana punktow stycznosci oznacza zmiang pary punk-
tow antypodycznych.

Szerokos¢ pasa jest okreslona przez iloczyn dlugosci odcinka tgczacego
punkty antypodyczne 1 sinus kgta mi¢dzy tym odcinkiem a brzegiem pasa.

Whiosek.

Pas ma minimalng szerokosc¢, gdy kat migdzy odcinkiem tgczacym punkty
antypodyczne a brzegiem pasa jest najmniejszy, tzn. gdy proste wyzna-
czajgce brzegi pasa sg w potozeniach skrajnych. Zatem jedna z prostych musi
zawieraC bok otoczki wypukie;.



Algorytm

znajdz otoczke wypukiy ;

znajdz punkty antypodyczne ;

oblicz minimalne szerokosci pasow dla
kazdej pary punktow antypodycznych ;
znajdz minimalng szerokos¢ 1 potozenie
pasOw bedacych rozwigzaniem problemu;

Lemat.

One-line problem mozna rozwigza¢ w
czasie O(n log n) lub w czasie O(n), gdy
dana jest otoczka wypukta zbioru S .

Whiosek.

Jesli otoczka wypukta zbioru S ma n
wierzcholkow, to istnieje co najwyzej n
roznych rozwigzan problemu.

Av’\'
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Na podstawie wczesniejszych rozwazan
mozemy rowniez stworzy¢ algorytm roz-
wigzujacy one-line problem metoda duali-
zacjl.

znajdz uktad prostych w przestrzeni dulane;j
odpowiadajacy zbiorowi S ;

oblicz dolng 1 gobrng obwiednig ;

znajdz odleglosci wierzchotkow obwiedni
od przeciwlegtych krawedzi ;

oblicz szerokosci pasow odpowiadajgce
wyznaczonym odleglosciom ;

znajdz minimalng szerokos¢ pasa ;

Lemat.

Stosujac dualizacje mozemy rozwigzac
one-line problem w czasie O(n log n).

v
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Dwuwymiarowe programowanie liniowe.

Problem.

zminimalizuj wartos$¢ funkcji ax + by
w punktach nalezacych do obszaru wyzna-
CZONEgo przez nieroOwnosct:

aXx+by+c <0,dlai=1.2,..,n.

Obszar, w ktorym badamy funkcj¢ ax+by
jest przecigciem potptaszczyzn. Jest
wypukty 1 nazywamy go obszarem
dopuszczalnym.

Funkcja ax + by przyymuje stalg wartos¢ na
prostej ax + by + ¢ = 0, gdzie c jest stalg.

Zatem naszym zadaniem jest znalezienie
prostej ax + by + ¢ = 0 stycznej do danego
obszaru dopuszczalnego, dla ktorej wartos¢
wyrazu wolnego ¢ bedzie najwigksza (tzn.
wartos¢ funkcji ax + by bedzie
najmniejsza), jesli takie c istnieje.

Minimalizowana funkcja: -x-y.

Warunki brzegowe:

y-6 <0, X-8 <0,
-X+2 <0, -x+y-2<0,
-2X+y <0, -3x+y+1 <0,
2X+y-18 <0, 3x+y-26 <0,
3x+y-28 <0, y-8 <0,
-X-y+2 < 0.

A




Przeksztatlcamy plaszczyzne tak, aby proste
odpowiadajgce wartosciom badanej funkcji
byty rownolegle do osi x-0w : Y = ax+by,
X =X.

W tym uktadzie wspotrzgdnych problem
przyjmuje postac (bez utraty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze b = 0):

zminimalizuj Y, gdy

o; X+B;Y+c; <0,

gdziei =1, 2, ..., noraz a; =a, - (a/b)b; oraz
B; = bi/b.

Dzielimy warunki definujace obszar, w kto-
rym badamy funkcje na trzy grupy (wzgle-
dem indeksu i): I, 1, 1, w zalezno$ci od
tego, czy B; jest dodatnia, uyjemna lub réwna
Z€ero.

Wtedy u, < X <u,, gdzie u; = max{-c/o;: I €

Minimalizowana funkcja: Y .
Warunki brzegowe:
-X-Y-6 <0, X-8 <0,
-X+2<0, -2X-Y-2<0,
-3X-Y <0, -4X-Y+1<0,
X-Y-18<0, 2X-Y-26<0,
2X-Y-28<0, -X-Y-8<0,
Y+2 <0.

1
K U, U,

\4
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Niech 6; = -au/B; 1 v; = -Ci/B; dlai e 1, U |
Wtedy odpowiednie potplaszczyzny sg okre-
Slone przez nierownosci postact Y < 0;X + v,
dlai e l,orazY >,X + y;dlai € |.. Zatem
badany obszar znajduje si¢ miedzy tamanymi
zdefinowanymi w nastepujacy sposob:
F,=min{o;X +v;:1 € 1.} oraz
F=max{o;X+vy,:1 €|}

t.amana F, (F.) jest dolng (gérng) obwiednig
funkcji indeksowanej przez zbiér I, ().

Problem przyjmuje postac:
zminimalizuj F_(X), gdy F.(X) < F,(X) oraz
Uy < X<U,,

Niech B._ (B,) oznacza zbior brzegéw polpla-
szczyzn nalezacych do I (1,).

Minimalizowana funkcja: Y .

Warunki brzegowe:

Y > -X-6,

X <8,

X2>2, Y2>-2X-2,
Y >-3X, Y 2>-4X+1,
Y > X-18, Y > 2X-26,

Y >2X-28, Y >-X-8,
Y <-2.
{u, U, :

\




Szukamy punktu o minimalnej wspotrzedne;
y-owej nalezacego do obszaru okreslonego
przez F, F,, u; i u,. Korzystamy z faktu, ze

obszary ograniczone przez F_ i F, sa wypukie.
Zatézmy, ze migdzy u, I U,, F_jest ponizej F,.

Algorytm (prune and search).

while B_ nie jest dostatecznie maty do
Zgrupuj w pary proste z B_;
w kazdej parze prostych rownoleglych lub
przecinajacych si¢ poza [u,,U,] usun z B_
prosta, ktéra nie tworzy F_w [u;,U,] ;
znajdz mediane x,., punktow przecigc po-
zostalych par prostych ;
okresl kierunek wzrostu F_w X, 1 w kaz-
dej parze po tej stronie, usun z B_ prosta,
ktora jest oddzielona od minimum F_;
znajdz minimum dla F_na B_;

\4




Twierdzenie.

Problem programowania liniowego w R? mozna rozwigza¢ w czasie O(n),
gdzie n jest liczbg warunkow brzegowych.

Dowaod.

Przecigcie F, 1 F_ jest wypukle, wigc istnieje tylko jedno minimum (by¢ moze
przyjmowane przez wiele punktow tworzgcych poziomg krawedz obszaru do-
puszczalnego po zamianie zmiennych).

Usuwane proste oddzielane sg od F_ przez proste tworzgce z nimi pare.
Punkt x., znajdujemy w czasie liniowym.

Kierunek monotonicznosci F_w punkcie X, znajdujemy w czasie O(|B_|) anali-
zujac wartosci prostych z B. w tym punkcie (prosta o maksymalnej wartosci
wyznacza kierunek monotonicznosci).

Poniewaz z co najmniej potowy par prostych usuwamy jedng z nich, wiec wy-
konujac jedng petle algorytmu zmniejszamy rozmiar zadania co najmniej o 1/4.

W malym zbiorze B. znajdujemy minimum F_ w stalym czasie.

Zatem zlozonos¢ algorytmu jest opisana rownaniem rekurencyjnym T(n) =
T(3n/4) + O(n), co daje w wyniku T(n) = O(n).



Gdy miedzy u, 1 U,, minimum F_nie jest ponizej F,, t0 powyzsza metoda
znajdujemy ekstrema F. 1 F,, a nastepnie badamy przecigcia na
monotonicznych kawalkach.

Wspotczynniki kierunkowe prostych tworzacych jeden brzeg rosna, a
drugi — maleja.

Tworzymy pary prostych z F_(F,), znajdujemy wspolng median¢ punktow
przecie¢, badamy potozenie skrajnych prostych i usuwamy te proste (co
najmniej ¥4 wszystkich), ktore nie tworza brzegu obszaru dopuszczalnego
(sprawdzamy, czy dla pozycji mediany istnieje obszar dopuszczalny - w
zaleznos$ci 0d tego przesuwamy si¢ W odpowiednim kierunku).

Gdy pozostanie dostatecznie mato potptaszczyzn, sprawdzamy istnienie
obszaru dopuszczalnego i znajdujemy minimum (jesli istnieje).

Tak jak poprzednio, mozemy to zrobi¢ w czasie liniowym ze wzgledu na
taczny rozmiar F_i F,.



Minimalny okrag opisany na danym zbio-
rze punktow.

Problem.

Znajdz punkt, dla ktorego maksymalna
odlegtos¢ do punktow z danego zbioru S
jest minimalna, tzn. punkt spetniajgcy
nastepujgcy warunek:

minqeRxR maxpeS d(p,CI)

Rozpatrzmy najpierw nieco prostszy pro-
blem, w ktorym srodek okregu lezy na da-
nej prostej k.

Fakt.

Okrag przechodzacy przez punkty a1 b ma
srodek na prostej k w punkcie przecigcia z
symetralng odcinka ab.




Algorytm

while zbior S nie jest dostatecznie maty do
pogrupuj punkty ze zbioru S w pary;
znajdz zbior P przecie¢ symetralnych od-
cinkOw tworzonych przez pary z prosta k;
wyznacz median¢ m zbioru P;
oblicz minimalny promien okrggu o srod-

ku w m zawierajacego zbidr S 1 znajdz

wyznaczajace go punkty z S;

If rzuty prostopadte tych punktéw na pro-
sta k znajdujg si¢ po obu stronach m
then return znaleziony okrag
else usun z S punkty bedace blizszymi

m koncami odcinkéw, ktorych sy-

metralne przecinajg k po przeciw-

nej stronie m niz punkty na okregu;
oblicz okrag opisany na S;




Fakt.

Jesli rzuty punktéw wyznaczajacych okrag znajdujg si¢ po tej samej
stronie punktu m, to przesuwajgc srodek okregu w ich kierunku zmniej-
szamy promien okregu. Jesli rzuty sg po obu stronach m, to jakiekolwiek
przesuni¢cie Srodka zwieksza jego promien.

Lemat.

Algorytm znajduje minimalny okrag zawierajacy n-elementowy zbior S o
srodku na danej prostej w czasie O(n).

Dowaod.

Wykonanie jednej petli (tworzenie par, znalezienie symetralnych 1 ich
punktow przecigcia z prosta, znalezienie mediany 1 minimalnego okregu o
srodku w tym punkcie, usuniecie zb¢dnych punktow) wymaga czasu pro-
porcjonalnego do liczby elementéw w zbiorze S (wszystkie te operacje
wykonujemy w czasie liniowym).

Za kazdym razem usuwamy z S co najmniej 1/4 punktow. Zatem ztozo-
nos¢ algorytmu jest opisana rownaniem rekurencyjnym T(n) = T(3n/4) +
O(n), co daje w wyniku T(n) = O(n).



Algorytm dla przypadku ogolnego.

while zbior S nie jest dostatecznie maty do
podziel S na pary 1 stworz z nich odcinki;
wyznacz symetralne odcinkow;
znajdz mediane a,, wspotczynnikow ka-
towych symetralnych i przyjmij ja jako o$

X-OW;
pogrupuj symetralne w pary o nieujem-
nych i niedodatnich wspotczynnikach;

znajdz mediang Yy,, y-owych wspotrzed-

v

nych punktow przecig¢é par prostych (dla
prostych rownolegtych do a, - poziom
jednej z nich);

znajdz minimalny okrag o srodku na
prostej y=y,, i potptaszczyzne, w ktorej
promien okregu maleje;



Algorytm dla przypadku ogdlnego cd.

If okrag jest optymalny then KONIEC,;
znajdz mediang X, X-owych wspotrzed- 3
nych punktow przecie¢ par prostych na-
lezacych do przeciwnej potptaszczyzny niz
srodek szukanego okregu;
znajdz minimalny okrag o srodkuna X I
potptaszczyzne, w ktorej promien okregu
maleje;
dla punktow przecigc prostych nalezacych
do obszaru bedacego przecieciem potptasz-
czyzn, w ktorych promien okrggu rosnie,
znajdz proste, ktore nie przecinajg obszaru
X bedacego przecigciem potptaszczyzn, w
ktorych promien okrggu maleje, 1 usun wy-
znaczajacy ja punkt blizszy obszarowi X
oblicz okrag opisany na S;

v




Uwaga.
Uznajac kierunek a, za nowg os x-Ow nie dokonujemy zadnych przeksztatcen
ptaszczyzny, a jedynie modyfikujemy wspotrzedne punktow.

Fakt.

Jesli punkty wyznaczajace okrag sg zawarte w potokregu, to zblizajac srodek
okregu zawierajgcego zbior S prostopadle do najdhuzszej cigciwy o koncach w
tych punktach, zmniejszamy jego promien.

Jedna prosta z kazdej pary prostych przechodzacych przez punkt w obszarze
przeciwlegtym do X nie przecina obszaru X.

Lemat.

Minimalny okragg opisany na n-elementowym zbiorze punktow mozna znalez¢
w czasie O(n).

Dowaod.

Wykonanie jednej petli algorytmu wymaga czasu proporcjonalnego do rozmia-
ru zbioru S. W tym czasie w |.n/4_ parach prostych usuwamy jeden z czterech
punktow je wyznaczajacych. Dostajemy réwnanie T(n) = T(15n/16) + O(n) 1
ztozonos¢ T(n) = O(n).



Problem kanapki z szynka.

Problem ten jest rozszerzeniem problemu
mediany.

Definicja.

Dane sg dwa zbiory punktow G 1 H (chleb
| szynka) w R?, odseparowane prosta (je-
den zbi6r lezy po jednej a drugi po drugie;
stronie prostej) 1 liczace odpowiednio n 1
m punktow.

Nalezy podzieli¢ oba zbiory jedng prostg
w ten sposob, aby po obu stronach proste]
byto tyle samo punktow kazdego ze zbio-
row (punkty lezace na proste] mozemy
przyporzadkowa¢ dowolnej z potplasz-
czyzn lub ,,zjes¢”).




Bez utraty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze
prosta oddzielajgca dane zbiory punktow
jest 0s13 y-ow uktadu wspoétrzednych oraz
liczby n 1 m sg nieparzyste.

Lemat.

Rozwigzanie problemu zawsze istnieje.
Dowaod.

Rozpatrzmy mediany osobno dla kazdego
ze zbiorow. Potozenie kazdej z tych pro-
stych zmienia si¢ w sposoOb ciagty oraz
(zaktadajac, ze sg to proste zorientowane)
ich wzajemne polozenie zmienia si¢ po
obrocie o . Zatem istnieje taki kierunek,
ze obie mediany pokryjg si¢.




W celu znalezienia potozenia pokrywaja-
cych si¢ median wykorzystamy przestrzen
dualng, w ktorej problem sprowadza si¢ do
badania przecig¢ dwoch famanych odpo-
wiadajacych medianom obu zbiorow.

Fakt.

Poniewaz punkty ze zbioru G maj3 ujem-
ne a punkty ze zbioru H - dodatnie wspot-
rzedne x-owe, wiec odpowiednie tamane
odpowiadajace medianom beda krzywymi
monotonicznymi (odpowiednio malejgca 1
rosnacy).

Whiosek.

Istnieje doktadnie jedno potozenie proste;
bedacej rozwigzaniem problemu.

v
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Rozpatrzmy nastepujacy problem pomocniczy :

Dla danej prostej t sprawdz, czy prosta t zawiera punkt przecigcia

Ks-tego poziomu zbioru prostych D(G) 1 k,-tego poziomu zbioru prostych
D(H).

Jesli odpowiedz jest negatywna, to okresl, po ktorej stronie prostej t
znajduje si¢ szukany punkt przeciecia.

Zbadamy przypadki, gdy prosta t jest pionowa, pozioma lub ma dodatni
(wyemny) wspotczynnik kierunkowy.

Do obliczenia punktdéw przecie¢ odpowiednich poziomdw z prostg t
wykorzystamy algorytm magicznych pigtek.



Prosta pionowa.

znajdz przecigcia poziomoOw z prosta;
If to ten sam punkt then return wynik
else if kg jestnatwyzejniz k,,
then przecigcie jest na prawo od t
else przeciecie jest na lewo od t;

Prosta pozioma.

Niech m,, m,, m,; (odpowiednio n;, n,, n,)
beda prostymi powyzej 1 ponizej t oraz
przecinajacymi prosta t.

If kg <m,ork,<n,
then przecigcie jest powyzej t
else if kg= m-m,+1 or k; > n-n,+1
then przecigcie jest ponizej t
else podobnie jak dla pionowej;




Prosta skosna.

Gdy prosta t nie jest ani pionowa, ani po-
zioma, to w zaleznosci od jej wspotczynni-
ka kierunkowego (dodatniego lub ujem-
nego) prosta ta ma tylko jeden punkt prze-
ciecia z jednym z poziomow.

Znajdujemy ten punkt i prowadzimy przez
niego prostg pionowa t’. Odpowiedzi dlat1
t’ sg takie same.

Niech L =D(G) u D(H) a |, bedzie me-
diang (wzgledem wspoiczynnika kierunko-
wego) w zbiorze L.

Niech L, oznacza zbior prostych o wspot-
czynnikach kierunkowych mniejszych niz
ma prosta |l ., L, - zbior prostych rownole-
gtych do 1, i L; zbior pozostatych prostych.




Algorytm.

while zbioér L nie jest dostatecznie maty do
znajdz prosta | . 1 okresl zbiory L;;
potacz w pary proste nalezace do zbio-
row Ly 1 Ly, tworzae zbior L, ;
zrzutu) punkty przeciecia kazdej pary
prostych nalezacych do L, na 08 x-0w ;
znajdz median¢ multizbioru rzutow 1 za-
wierajacg jg pionowa prosta t ;
If punkt przeciecia poziomow kg 1 ky le-
Zy na prostej t
then return wynik
else okresl potptaszczyzne U, do kto-

rej nalezy punkt przeciecia poziomows;

v

v




znajdz na prostej t multizbior R przecigc
t z prostymi z L, oraz rzutow rownole-
gtych do 1, punktow przeciec par pro-
stych z L, nie nalezacych do U;
znajdz mediang zbioru R 1 zawierajacy ja
prosta t’ rownoleglg do 1 ;
If punkt przeciecia poziomow kg 1 ki le-
Zy na prostej t’
then return wynik
else okresl potptaszczyzne W, do kto-
rej nalezy punkt przeciecia poziomows;
usun z L proste, ktore nie przecinajg U M
W i zaktualizuj wartosci kg 1 kyy (jesli
usuwamy proste lezgce powyzej punktu
przeciecia);
oblicz punkt przecigcia poziomow ;

v

v




Twierdzenie.

Problem kanapki z szynka mozna rozwigza¢ w czasie O(n).
Dowdd.

Zbior L, ma moc min (|L,|, |L[). Niech |L| <|L,|. W kazdej parze prostych z
L, przecinajacych si¢ poza U, jedna omija U N W. Mozemy usung¢ rowniez
proste z L, lezace poza W. Zatem wyknujac jedng petle mozemy zmniejszy¢
rozmiar zadania o (|L,|/2 + [L,[)/2 = |L /4 + |L,|/2 > |Ly|/4 + |L,|/2 = |L,|/8 +
3|L,[/8 + (|L4| + |L,|)/8 = |L,|/8 + 3|L,|/8 + |L,|/8 > |L|/8.

Z1ozonos¢ algorytmu mozna opisa¢ rownaniem T(n) = T(7n/8) + O(n), co daje
w wyniku T(n) = O(n).



Dzi¢kuje za uwage.



Cwiczenia.

1. Po n rownolegtych torach kolejowych jedzie n pociggow ze statymi
predkosciami vy, ..., V. W czasie t=0 pociagi maja pozycj¢ k, ..., k.. Podaj
algorytm dzialajacy w czasie O(n log n) wyznaczajacy wszystkie pociagi,
ktore w pewnym czasie sg na prowadzeniu.

2. Podaj przyktad wielu cie¢ na rowne czesci w przypadku pomieszanych
zbiorOw punktow w problemie kanapki z szynka.

3. Jak w linlowym czasie podzieli¢ dwiema prostymi zbior 4n punktoéw na
plaszczyznie na cztery rOwne czesci ?

4. Udowodnij, ze jesli punkty wyznaczajgce okrag sa zawarte w potokregu, to
zblizajac srodek okregu zawierajgcego zbior S prostopadle do najdiuzsze;
cigciwy o koncach w tych punktach zmniejszamy jego promien.



5. Pokaz, ze w algorytmie znajdywania minimalnego okregu opisanego na
danym zbiorze punktow, jedna prosta z kazdej pary prostych przechodza-
cych przez punkt w obszarze przeciwleglym do X nie przecina obszaru X.

6. Punkt x jest nazywany centralnym punktem zbioru n punktow P, gdy
zadna otwarta potplaszczyzna omijajaca X nie zawiera wiecej niz 2n/3
punktow ze zbioru P. x nie musi naleze¢ do P.

Pokaz, ze dla kazdego zbioru czteroelementowego istnieje punkt centralny.



