Geometria obliczeniowa
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Dalizacja biegunowa.

Definicja.

Dualizacjq biegunowg nazywamy przeksztal-
cenie D : R? — R? przyporzadkowujace punk-
tow1 o wspotrzednych (a,b) prostag o rownaniu
ax +by+1=0.

Przeksztatcenie to ma nast¢pujace wlasnosci:

- Punkty sg przeksztatcane na proste (mozna
tez przypisac¢ punkt prostej, bo proste
odpowiadajace punktom nalezagcym do danej
prostej sg wspolpekowe).

- Jesli punkt p jest odlegly od srodka uktadu
wspotrzednych ¢ o d, to odpowiadajgca mu
prosta k jest odlegta od punktuco 1/d a
punkty p 1 ¢ wyznaczaja prostg prostopadia do
k (c lezy miedzy p i k).
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Dualizacja liniowa.

Definicja.

Dualizacjg liniowg nazywamy przeksztat-
cenie D : R? — R? przyporzadkowujace
punktowi (a,b) prostg o réwnaniu y = ax-b.
Dziedzing przeksztatcenia nazywamy
przestrzeniq pierwotng a zbi0r obrazow
nazywamy przetrzeniq dualng.

Podobnie mozemy zdefiniowac przeksztal-
cenie prostych (niepionowych) w zbior
punktow plaszczyzny.

Przyktad.

Obrazem dualnym punktu p nalezacego do
paraboli y = 0,5%? jest styczna do tej para-
boli w punkcie p.
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Witasnosci dualizacji liniowe;:
- Punkty sg przeksztalcane na proste (a pro-
stym mozna przyporzadkowac punkty).

- Przeksztalcenie D jest roznowartosciowe 1
jest wlasng odwrotnoscia, tzn. D(D(x)) = x,
gdzie x jest punktem lub prosta (r6zng od
pilonowej) oraz rozrozniamy przestrzen
pierwotng 1 dualng (gdybysmy traktowali
obie przestrzenie jako R?, to np. podwojne
ztozenie przeksztalcatoby punkt w pek
prostych).

- Punkt p nalezy do prostej k wtedy 1 tylko
wtedy, gdy punkt D(k) nalezy do proste;j

D(p).

- Punkty p; naleza do prostej k wtedy i tylko
wtedy, gdy proste D(p;) przecinaja si¢ w
punkcie D(k) (tworza pegk prostych)

- Jesli punkt p lezy powyzej prostej k, to
punkt D(k) lezy powyzej prostej D(p) 1 vice
VErsa.
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Sortowanie biegunowe zbioru n punktow
na ptaszczyznie.

Problem.

Niech S bedzie zbiorem n punktow na
ptaszczyznie. Dla kazdego punktu ze zbio-
ru chcemy znalez¢ porzadek biegunowy
pozostatych punktow ze zbioru S.

Znalezienie w przestrzeni dualnej ciggu
kolejnych przecig¢¢ prostej odpowiadajace;j
punktow1 p z pozostalymi prostymi jest
rOwnowazne znalezieniu porzadku
wzgledem wspotczynnikow kierunkowych
peku prostych przechodzacych przez punkt
p i1 odpowiednie punkty ze zbioru S. Aby
otrzymac porzadek biegunowy wystarczy
w takiej sytuacji sprawdzi¢ jedynie, po
ktorej stronie punktu p (lewej czy prawej)
znajdujg si¢ punkty wyznaczajgce kolejne
proste.
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Fakt.

Rozwigzanie problemu wymaga co naj-
mniej czasu kwadratowego, gdyz wynik
ma rozmiar (n?).

Definicja.

Podziat ptaszczyzny prostymi nazywamy
uktadem prostych. Obszary uktadu pro-
stych sgsiadujgce z dang prosta nazywa-
my strefq tej prostej.

Twierdzenie (strefowe).

Z1ozonosc¢ strefy dla prostej] w uktadzie m
prostych wynosi O(m).

Dowaod.

Zalozmy, ze prosta k definiujgca strefe
jest pozioma. Rozpatrzmy krawedzie
strefy powyzej (ponizej) k.




Lewymi (prawymi) krawedziami obszaru
nazywamy krawedzie, ktore sg wyznaczane
przez proste przecinajace k z lewej (prawe;))
strony odpowiedniego obszaru.
Uporzadkuymy lewe (prawe) krawedzie zgo-
dnie (przeciwnie) z ruchem wskazowek zega-
ra. Kazdej niesgsiadujgcej z k krawedzi przy-
piszmy punkt przeciecia z k prostej zawiera-

jace] krawedz poprzedzajaca ja w porzadku.

Zauwazmy, ze takie przyporzagdkowanie jest
jednoznaczne.

Krawedziom sgsiadujacym z k przypisujemy
ich koniec na k.
Poza skrajnie lewym (prawym) punktem

przeciecia prostych z k kazdy punkt zostat wy-
brany dwukrotnie.

Prostg k przecina co najwyzej (m - 1) pro-

stych. Zatem zlozonos¢ strefy szacuje si¢
przez 2(2(2(m-1)-1)) = 8m - 12. /7



Algorytm przyrostowy.

w przestrzeni dualnej stworz duzg ramke z
podwoinie faczong listg krawedzi ;
for kazdy punkt z S do
oblicz prostg dualng k tego punktu;
znajdz punkty przeciecia {1, r} ramki z
k 1 zacznij podziat od [ ;
while nie doszlismy do r do
przejdz po krawedziach przecinanego
obszaru strefy prostej k do jej
kolejnego punktu przeciecia ;
podziel obszar 1 aktualizuj liste ;
for kazdy punkt z S do
analizujac kolejne przecigcia na jego
prostej dualnej stworz porzadek biegu-
nowy, uwzglednij kierunek pionowy ;
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Twierdzenie.

Odpowiednie porzadki biegunowe dla zbioru
n punktow na ptaszczyznie mozna znalez¢ w
czasie O(n?).

Problem prostej przecinajgcej (stabbing line)
w R,

Definicja.
Dany jest zbior n odcinkdéw na ptaszczyznie.

Problem: Czy istnieje prosta przecinajaca
wszystkie odcinki ? Jesli tak, to okresl zbior
prostych przecinajgcych.




Fakt.

Zb10r prostych przecinajacych odcinek ab w
przestrzeni dualnej przyymuje posta¢ pod-
wojnego klina, ktorego ramiona s3 wyzna-
czane przez proste D(a) i D(b).

Whiosek.

Aby rozwigzac problem wystarczy okreslic
w przestrzeni dualnej czgs¢ wspolng klinow
odpowiadajacych danym odcinkom.

Fakt.

Czes¢ wspolna n podwojnych klinow od-
powiadajgcych danym odcinkom moze miec
co najwyzej n spojnych sktadowych (utozsa-
miajgc punkty w nieskonczonosci, otrzymu-
jemy jedna sktadowa mniej). Sktadowe sg
wypukte (co nayjwyzej dwie nieskonczone).
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Lemat.

Liczba krawedzi wszystkich sktadowych jest
liniowa.

Dowad.

Podobny do dowodu twierdzenia strefowego.
Dzielimy brzeg sktadowych na co najwyzej
cztery zbiory wzgledem punktow skrajnych:
NE, SE, SW, NW. Rozpatrzmy np. zbior NE.
Analizujgc kazda sktadowg od lewej strony
stwierdzamy, ze poza co najwyzej jedng
krawedzig dla kazdego obszaru (pierwsza,
ktora moze naleze¢ do prostej zawierajace]
rowniez krawedzie z innych sktadowych),
pozostalte pojawiaja si¢ jako pierwsze na
roznych prostych. Zatem rozmiary zbiorow
NE, SE, SW, NW szacuje si¢ przez sume
liczby sktadowych 1 prostych (kazda prosta
moze tworzy¢ krawedz w dwoch zbiorach),
czyli 4n+4n. Stad liczba krawedzi wszystkich
sktadowych nie przekracza 8n.




Algorytm dziel 1 rzadz

podziel zbior S na mate podzbiory ;

znajdz w przestrzeni dualnej czgsci
wspolne grup klinow odpowiadajacych
podzbiorom zbioru S ;
while nie znaleziono przecigcia
wszystkich klinow 1 zadne z przecie¢ nie
jest puste do
scalaj parami wyniki czastkowe
zamiatajac kolejne spojne sktadowe
przecie¢ dualnych obrazow
podzbiordéw S ;
return przeciecie wszystkich klindw ;
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Lemat.

Czes¢ wspolng przecig¢ dwoch grup klindbw mozna znalez¢ w czasie
proporcjonalnym do sumy rozmiaréw danych przecigc.

Dowaod.

Kliny sg monotoniczne wzgledem osi1 x-Ow, wiec ich przeciecia rowniez.
Dlatego tatwo mozemy okresli¢ porzadek wierzchotkow przecie¢ wzdtuz
0si X-0w, czyli strukture zdarzen. Do struktury stanu naleze¢ bedg aktu-
alnie przecinane przez miotl¢ krawedzie danych przeciec. Zatem rozmiar
struktury stanu jest staty. Sprawdzenie, czy aktywne krawedzie przecinajg
si¢ wymaga czasu stalego. Zatem algorytm bedzie dziata¢ w czasie
lintowym wzgledem rozmiaru danych wejsciowych.

Lemat.

Problem prostej przecinajgcej dla n odcinkdw mozna rozwigzac¢ w czasie
O(n log n).



Szukanie minimalnego trojkata.

Problem.

Dla danego zbioru S zawierajgcego n
punktow na ptaszczyznie chcemy znalez¢
trojkat o minimalnym polu 1 wierzchotkach
w punktach zbioru S.

Fakt.

Trojkat o podstawie ab ma najmniejsze
pole, gdy trzeci wierzcholek lezy na
najblizszej prostej rownolegtej do podstawy
trojkata przechodzacej przez jeden z
punktow nalezacych do S-{a,b} .

W przestrzeni dualnej prostej zawierajgce;j
podstawe ab odpowiada punkt D(a)nD(b).
Najblizszej prostej odpowiada najblizszy w
pionie punkt uktadu.

D(a)

D(b)



Algorytm

w przestrzeni dualnej stworz duzg ramke z
podwoinie faczong listg krawedzi ;
for kazdy punkt z S do
oblicz prostg dualng k tego punktu;
znajdz punkty przeciecia {1, r} ramki z
k 1 zacznij podziat od [ ;
while nie doszlismy do r do
przejdz po krawedziach przecinanego
obszaru strefy prostej k do jej
kolejnego punktu przeciecia p ;
podziel obszar 1 aktualizuj liste ;
znajdz najblizsze punktowi p w pionie
krawedzie strefy ;
oblicz pole trojkata 1 zaktualizuj dane ;
return minimalny trojkat ;
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Kazdy trojkat jest badany dwukrotnie (sprawdzamy obie podstawy przy
trzecim wierzchotku).

Gdy proste w przestrzeni dualnej sg rownolegte, to trojkat zawierajacy
odpowiednie wierzchotki moze by¢ badany jednokrotnie (w ogolnym
potozeniu punktow, w zaleznosci od kolejnosci badanych prostych).

Gdy trzy punkty sg wspotliniowe otrzymujemy trojkat zdegenerowany (w
przestrzeni dualnej trzy proste przecinajg si¢ w tym samym punkcie lub sg
roOwnolegle, ale to jest tatwe do sprawdzenia).

Sasiadujgca w pionie prostg (wyznaczajgca wysokos¢ trojkata) znajdujemy
przegladajac jednokrotnie krawedzie odpowiedniego obszaru strefy dla
badanej prostej w podwojnie taczonej liscie krawedzi. W kazdym
przypadku musimy policzy¢ rzeczywiste pole trojkata. Zatem w sumie
potrzebujemy na to O(n?) czasu.

Lemat.

Trojkat o minimalnym polu i wierzchotkach z n-elementowego zbioru S
mozemy znalezé w czasie O(n?).



Poziomy.

Definicja.
Poziomem punktu w uktadzie prostych U
nazywamy liczbe¢ prostych powyzej niego.

Algorytm

zbuduj podwodjnie 1aczong liste krawedzi
dla uktadu U 1 dostatecznie duzej ramki ;
for kazdak € U do
okresl poziom lewego punktu przecigcia
prostej k z ramka;
przejdz po prostej k obliczajgc odpo-
wiednie poziomy analizujgc nachylenia

prostych przecinajgcych k ;




Analizujgc punkt przecigcia danej prostej k z innymi prostymi, obliczamy
o ile w tym punkcie zmieni si¢ wartos¢ poziomu, tzn. roznicg¢ liczby pro-
stych przecinajacych prostg k od dotu 1 liczby prostych przecinajgcych k
od gory.

Lemat.
Poziomy dla uktadu prostych mozna obliczy¢ w czasie O(n?).

Lemat.
Poziomy nie muszg by¢ rownoliczne.

Liczba wierzchotkow poziomow skrajnych uktadu prostych jest rowna
rozmiarowi otoczki wypukiej zbioru punktéw dualnych do prostych two-
rzacych uktad (o ile nie ma krawedzi pionowych).

Dowaod.

Proste odpowiadajace punktom nalezacym do skrajnych poziomow nie
rozdzielajg zbioru punktéw dualnych do prostych tworzacych uktad (bo sg
albo ponizej, albo powyzej), czyli wierzcholtki poziomdéw skrajnych
odpowiadajg krawedziom otoczki.



Otoczka wypukta.

Znalezienie otoczki wypuktej zbioru
punktow S jest rOwnowazne znalezieniu
gornej 1 dolnej obwiedni uktadu prostych
dualnych do punktow z S.

Algorytm

oblicz zbi6r prostych dualnych D(S) ;

stworz struktury danych dla obwiedni w
postaci zrownowazonych drzew BST ;

for kazda prosta k € D(S) do
wyszukaj punkty przeciecia k z
obwiedniami ;
aktualizuj struktury danych ;
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Lemat.

Kazda prosta uktadu wystepuje w gornej (dolnej) obwiedni co najwyzej raz.
Dowaod.

Przecigcie prostej tworzacej gorng (dolng) obwiednig¢ z inng prostg implikuje,
ze polprosta znajdujgca si¢ ponizej (powyzej) prostej przecinajgcej nie nalezy
do odpowiedniej obwiedni.

Lemat.

Otoczke wypukta zbioru n punktow na plaszczyznie mozemy wyznaczy¢ w
czasie O(n log n).
Dowaod.

Punkty przecigcia kolejnej dodawanej prostej z dotychczasowymi obwied-
niami znajdujemy w czasie O(log n). Aktualizacja struktur danych (drzewa
BST dla ciggow krawedzi obwiedni) wymaga czasu O(log n) x (liczba
usuwanych krawedzi obwiedni +2). L.aczna liczba usuwanych krawedzi nie
moze przekroczy¢ liczby krawedzi wstawianych, czyli O(n). Zatem
ztozonos¢ algorytmu wynosi O(n log n).



K-zbiory.

Definicja.

Dla danego skonczonego zbioru S
punktow na ptaszczyznie k-zbiorem
nazywamy k elementowy podzbior T
zbioru S taki, ze istnieje prosta
rozdzielajaca zbiory T 1 S-T.

Problem.

Znajdz liczbe k-zbiorow dla danego
zbioru S.

Okresl wszystkie k-zbiory zbioru S.
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Fakt.

Liczba k-zbioréw zbioru S jest rowna liczbie
roznych prostych tworzacych poziomy k 1 (n-
K-1) w uktadzie D(S).

Twierdzenie (Dey 98).

Maksymalna liczba k-zbioréw zbioru n-ele-
mentowego jest O(nk/3).

Twierdzenie (Toth 01).

Maksymalna liczba k-zbioréw zbioru n-ele-
mentowego jest Q(n exp(c logl2 k)), dla pew-
nej statej c.
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Przyktad praktycznego zastosowania dualizacji liniowe;.

Renderowanie.
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Zbidér punktoéw probnych Obraz Powigkszenie obrazu




Niezgodnos¢ polplaszczyznowa.

Niech U =[0,1]x[0,1] oraz niech S bedzie zbiorem punktow probnych w
U.

Niech H oznacza zbior wszystkich domknigtych potptaszczyzn prze-
cinajagcych U oraz h € H.

u(h) = pole powierzchnih n U

ug(h) = card(h n U n S) / card(S)

As(h) = |uch) - ps(h)l

An(S) = suppcy As(h)

pEin)—=oE85



1. Wystarczy badac potplaszczyzny, ktorych brzeg zawiera punkty ze
zbioru S.

2. Wartosci ug(h) sg okreslane przez poziomy odpowiednich krawedzi
uktadu prostych dualnych do zbioru S.

3. Dla kazdej z krawedzi tatwo mozna obliczy¢ wartos¢ u(h), a co za tym
idzie Ag(h) 1 A(S).

Whiosek.

Dla danego zbioru n punktow probnych S niezgodnos¢ potptaszczyznowa
A(S) mozna obliczy¢ w czasie O(n?).



Dzigkuje za uwage.



Cwiczenia.

1. Jak uzywajac cyrkla i linijki znalez¢ punkt przeci¢cia prostych bedacych
obrazem zbioru wspotliniowych punktow przy dualizacji biegunowe;j ?

2. Jaki jest obraz stycznych do wielokata foremnego opisanego na okregu
jednostkowym o srodku w srodku uktadu wspotrzednych przy dualizacji
biegunowej ?

3. Niech L bedzie zbiorem n prostych na plaszczyznie. Opisz algorytm
dziatajacy w czasie O(n log n) obliczajacy ramke o bokach rownoleglych do
os1, ktora zawiera wszystkie wierzchotki uktadu prostych w swoim wnetrzu.

4. Niech S bedzie zbiorem n punktow, a L zbiorem m prostych na
plaszczyznie. Pragniemy ustalic, czy istnieje punkt z S lezacy na prostej z L.
Co jest dualem tego problemu ?



5. Niech S bedzie zbiorem n punktow na plaszczyznie. Opisz algorytm
znajdujacy w czasie O(n?) prosta zawierajaca najwieksza liczbe punktow z S.

6. Jaki jest obraz dualny stycznych do wielokata wypuklego w dualizacji
liniowej ?

7. Dlaczego przeksztalcenie y=ax+b <> (a,-b) jest lepsze niz y=ax+b <> (a,b) ?

8. Na ptaszczyznie dany jest obszar z przeszkodami. Czy mozna podzieli¢ ten
obszar jednym ci¢ciem nie przecinajac przeszkod tak, aby w kazdej czesci
znajdowata si¢ co najmniej jedna przeszkoda ?

9. Transformatg Hough nazywamy przeksztatcenie przypisujace prostej na
plaszczyznie pare (r,0) — jej odlegltos¢ od srodka uktadu wspotrzednych 1 kat
nachylenia do osi x-6w prostej prostopadtej do danej prostej. Jaka funkcje
tworza w przestrzeni dualnej obrazy prostych wspotpekowych ?



