Geometria obliczeniowa
Wyklad 8

Lokalizacja punktu na ptaszczyznie
1. Metoaa warstwowa

2. Metoda trapezowa

3. Metoda separatorow

4. Metoda doskonalenia triangulacji

Randomizowany algorytm znajdujacy
triangulacje Delaunay.



Problem.

Dany jest podziat D plaszczyzny (lub
jej czesci) na wielokaty proste. Stworz
struktur¢ danych, ktora dla danego
punktu p pozwoli szybko okreslac
obszar zawierajgcy ten punkt.

Ograniczony podzial mozna umiesci¢ w
odpowiednio duzym wielokacie wy-
puktym W o matej liczbie bokoéw 1 po
striangulowaniu czesci wspolnej] W 1
nieograniczonej czesci ptaszczyzny mo-
zemy ograniczy¢ naszg uwage do W.

Podobnie jak w przypadku lokalizacji
punktu w obszarach prostokatnych,
czas odpowiedzi na zapytanie o obszar
bedzie zaleze¢ od rozmiaru struktury 1
wyboru metody jej konstrukcji.







Metoda warstwowa.

Konstrukcja struktury:

Podziel przestrzen na warstwy
rownoleglymi prostymi przechodzacymi
przez wierzchotki podziatu D.

Stablicuj kolejne warstwy oraz ich
podziat.

Lokalizacja punktu:

Stosujac przeszukiwanie binarne znajdz:

- warstwe zawierajacg dany punkt,

- odpowiednig czes¢ warstwy zawierajacg
dany punkt.

Okresl obszar odpowiadajacy znalezionej
czesci warstwy.




Lemat.

Struktura danych dla n-wierzchotkowego
podziatu ptaszczyzny ma rozmiar O(n?) i
mozna j3 stworzy¢, stosujgc np. algorytm
Zamiatania, w czasie O(n?).

Dowaod.

W algorytmie zamiatania strukturg zdarzen
jest uporzgdkowana lista wierzchotkow
podziatu, a strukturg stanu - zrOwnowazone
drzewo poszukiwan binarnych przechowujace
uporzadkowany cigg krawedzi przecinanych
przez miotte. Laczny czas aktualizacji
struktury stanu wynosi O(n log n). Czas
tworzenia struktury danych dla zapytan zalezy
od rozmiaru struktury stanu (moze by¢ liniowy
wzgledem rozmiaru podziatu — zalezy od
liczby przecinanych krawedzi).

Lemat.

Czas lokalizacji punktu w n-wierzchotkowym
podziale ptaszczyzny wynosi O(log n).




Metoda trapezow.

procedure TRAPEZ(D);
posortuj wierzchotki podziatu D wzgledem y-6w;

znajdz ich mediang Y, prostag k (y =Y, 1 stworz
dla niej wezel drzewa z dwoma dowigzaniami;

rozbij D wzgledem prostej k na D, i D,;
fori:=1to2do
If istniejg krawedzie calkowicie przecinajace
D;
then rozbij D; wzdtuz tych krawedzi;
krawedziom przecinajacym D; przypisz
wezty zrdbwnowazonego poddrzewa
wezta dla prostej k, ktorego liscie
odpowiadajg tworzonym przez nie
podziatom D; (T;) ;
for kazdy podziat T; do
If T; nie jest pusty then TRAPEZ(T,
else stworz 1is¢
else TRAPEZ(D;);
return wezet dla prostej k;




Roéwnowazenie drzewa.

NiechU =Tz, T,...T, ,&,,T, Oraz

W(U) bedzie liczbg wierzchotkow
podziatu plaszczyzny zawartych w
U

Niech r bedzie takg liczba, ze
W(T)) + ...+ W(T,,) <W(U)/2
oraz W(T,) + ... + W(T,) > W(U)/2.
Wtedy e, , jest korzeniem drzewa
odpowiadajacego U, e, jego pra-
wym synem, a lewym synem e, jest
poddrzewo odpowiadajace T.,.

Pozostate dwa poddrzewa odpo-
wiadaja poczatkowemu 1 konco-
wemu fragmentowi U.

Gdy W(U) =0, U odpowiada
zrownowazone drzewo krawedzi e;
z 11$¢mi odpowiadajgcymi zbiorom
pustych trapezow T” 1 T” .



Lemat.

Niech U bedzie pasem odpowiadajagcym
ciggowi T,e,T.e, ..., ,T,, gdzie T,
oznacza I-ty fragment podziatu pasa, a ¢;
J-ta krawedz rozdzielajaca. Niech W(U)
oznacza liczbe wierzchotkéw obszaréw
podziatu ptaszczyzny zawartych w U.
Wtedy gltebokos¢ drzewa
odpowiadajacego pasowi U szacuje si¢
przez 3logW(U) +[log n1+ 3, gdzie n
jest catkowitg liczbg wierzchotkow
podziatu ptaszczyzny.

o O
Dowod. Indukcja po W(U).
@ @
Twierdzenie. 2 Q
W n-wierzchotkowym podziale pta- ® Q
szczyzny lokalizujemy punkt w czasie
() O

O(log n) stosujac strukture danych o
rozmiarze O(n log n) stworzong w @ ®
czasie O(n log n).



Metoda separatorow.

Definicja.
Separatorem nazywamy monotoniczng
wzgledem danego kierunku tamang roz-

dzielajaca podziat 1 tworzong przez jego
krawedzie.

Naszym celem jest stworzenie ciggu
separatorow (S,) takiego, ze :
- kazde dwa sgsiednie separatory wyzna-

czajg doktadnie jeden obszar nalezgcy do
podziatu D,

- kazdy obszar podziatu jest wyznaczany
przez separatory,

- wszystkie wierzchotki separatorow o
nizszych numerach lezg po tej same;j
stronie separatora 0 numerze wyzszym.

»




Zaldzmy, ze ciagg separatorow dla danego podziatu
jest stablicowany oraz ze krawedzie kazdego sepa-
ratora sg rowniez stablicowane. Rozmiar struktury
wynosi O(n?).

Wyszukujemy binarnie separator, ktory znajduje si¢
powyzej/ponizej (z prawej/lewej strony) lokalizo-
wanego punktu 1 taki, ze poprzedzajacy go separator
znajduje si¢ ponizej/powyzej (z lewej/prawej strony)
tego punktu (wyszukujemy odpowiednig krawedz
separatora 1 sprawdzamy, po ktorej stronie danego
punktu si¢ znajduje). Wyznaczamy w ten sposob
obszar zawierajacy punkt.

Lemat.

Czas lokalizacji punktu w n-wierzchotkowym
podziale ptaszczyzny wynosi O(log? n).

Rozmiar struktury pozostaje kwadratowy, nawet
gdy sagsiednie separatory mogg okresla¢ wiecej niz
jeden obszar podziatu.




Wyznaczanie separatorow.

Definicja.

Niech zbi16r wierzcholtkdéw podziatu tworzy ciag uporzadkowany wzgledem
wspotrzedne) y-owej (w przypadku rownych wartosci - wzgledem wspot-
rzednej x-owej). Wierzchotek v, jest regularny, gdy istniejg krawedzie (v;,V,)
| (V,vj) dlai <k <j. Podziat jest regularny, gdy wszystkie wierzchotki ciggu
poza pierwszym 1 ostatnim sg regularne.

Kazdy podziat mozna zregularyzowac stosujgc algorytm podobny do algo-
rytmu podziatu wielokata na wielokaty monotoniczne (tgczymy krawedzig
wierzchotek nieregularny v z pomocnikiem krawedzi sasiadujacej z v z lewe;
strony) lub triangulujgc otoczke wypukia podziatu.



Zalézmy, ze krawedzie podziatu sg skierowane od wierzchotka o mniej-
szym indeksie do wierzchotka o wigkszym indeksie. Niech IN(v) 1
OUT(v) odpowiednio oznaczajg zbiory krawedzi dochodzacych do v 1
wychodzacych z v.

Niech W(e) oznacza wage krawedzi e, czyli liczbe separatorow, do kto-
rych nalezy e.

Wtedy Wn(V) 1= Zecinwy WIE) 0raz Woyr(V) = Zecourny WIE) -

Aby wyznaczy¢ uklad separatoréw wystarczy pokazac, ze wagi mozna tak
dobrac, aby:

- waga kazdej krawedzi byta dodatnig liczbg catkowita,
- W (V) = W 1(v) dla kazdego v regularnego.

Pierwszy warunek zapewnia, ze kazda krawedz nalezy do co najmnie;j
jednego separatora. Drugi zas gwarantuje, ze separatory sg spojne 1 nie
koncza si¢ w wierzchotku regularnym.



procedure WAGI
for kazda krawedz e do W(e) = 1;
fori:=2ton-1do
V .= iI-ty wierzchotek w ciagu;
Win(V) = Zecingy W) ;
d := pierwsza z lewej krawedz wycho-
dzaca z v;
T W\ (V) > Wour(v)
then W(d) := W,y(v)- Wior(v)+ W(d);
fori:=n-1downto 2 do
V := I-ty wierzchotek w ciagu; '
Wour(V) = Zecourw) W) ;
d := pierwsza z lewej krawedz docho-
dzaca do v;
If Wor(v) > Wi (V)
then W(d) := Woyrg) - Wing + W(d);




Przykiad.

Uktad separatorow okreslanych przez wagi krawedzi.

Miedzy kolejnymi separatorami moze by¢ wigcej niz jeden obszar
(Jest 8 obszarow 1 6 separatorow)




W poprzednim algorytmie przechowywa-
lismy stablicowane separatory co znacznie
obcigzato pamigc.

Teraz stosujemy zroOwnowazone drzewo
binarne, w ktorego weztach przechowujemy
stablicowany cigg krawedzi danego
separatora nie nalezgcych do separatorow
odpowiadajacych przodkom tego separatora
w drzewie. Jesli w badanym ciggu nie ma
krawedzi separatora lezacej nad lub pod
lokalizowanym punktem, to wynik badania
jest taki sam jak poprzednio.

Lemat.

Czas lokalizacji punktu w n-wierzchotko-
wym podziale ptaszczyzny wynosi O(log? n),
przy wykorzystaniu struktury o rozmiarze
O(n) tworzonej w czasie O(n log n).




Metoda doskonalenia triangulacji. Podziat D

Zalézmy, ze dany podziatl D ma ksztalt
striangulowanego trojkata.

procedure TRIANGLE(D)

T = zbi0r trojkatow tworzacych D;

V = {etykiety trojkatow}; E = ;

while |T| > 1 do
wybierz niezalezny zbior wewnetrznych
wierzchotkow stopnia mniejszego niz 12 ;
usun z T trojkaty z tymi wierzchotkami;
usun z D wybrane wierzchotki wraz z
incydentnymi krawe¢dziami, ponownie
strianguluj D 1 dodaj nowe tréjkaty do T;
V =V U {nowe trojkaty}; E :=E U
{(N,U): N-nowy, U-usuniety, N N U = J};

return (V, E);
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Graf (V, E)




Lemat.

Liczba poziomow w grafie jest logarytmiczna,
jego rozmiar jest lintowy wzgledem liczby
wierzchotkow a kazdy wierzchotek ma stopien
ograniczony przez stalg.

Fakt.

Dla dowolnego podziatu o n wierzchotkach
czas preprocessingu wynosi O(n) (korzystajac
z algorytmu triangulacji Chazelle).

Twierdzenie.

W n-wierzchotkowym trojkatnym podziale
mozemy zlokalizowac¢ punkt w czasie O(log n)
z pomocg struktury o rozmiarze O(n)
stworzonej w czasie O(n).




Randomizowany algorytm znajdujacy
triangulacje Delaunay.

Zatozmy, ze zadne cztery punkty z danego
zbioru P = {p,, ..., p,} nie sa wspotokregowe.

Zdefintuyymy tez trzy dodatkowe punkty p_q, p.,,
P_s3, ktore beda wierzchotkami trojkata
zawierajgcego zbior P w swoim wnetrzu. W ten
sposob bedziemy mogli zastosowac¢ do opisu
struktury podwojnie 1gczong liste krawedzi.

P,

Podczas tworzenia triangulacji Delaunay trojkaty
o wierzchotkach w punktach p_, p_,, P_s,
traktujemy w szczegdlny sposob, aby nie
wplywaly na wynik. Po skonczeniu pracy
algorytmu usuwamy te punkty wraz z
incydentnymi krawedziami.

P41

R

P3



W celu znalezienia triangulacji
Delaunay stosujemy algorytm
przyrostowy.

Po dodaniu kolejnego punktu mogag
powstac trzy lub cztery nowe trojkaty,
w zaleznosci od tego, czy punkt ten
znajduje si¢ we wnetrzu aktualnego
trojkata, czy na jego krawedzi.




Definicja.

Niech Ap;p;py oraz Ap;p;p, beda trojkatami
nalezgcymi do triangulacji. Krawedz pip; jest
nielegalna (illegal edge), jesli minimalny kat w
trojkatach Ap;p;p, | Ap;p;p, Jest mniejszy od
minimalnego kata w trojkatach Ap,p,p, oraz
Ap;PyP;.-

Krawedz legalizujemy zamieniajac jg na druga
przekatna czworokata tworzonego przez trojkaty
przylegajace do badanej krawedzi.

Jesli ktory$ z nowopowstatych trojkatow nadal
ma nieclegalng krawedz, to kontynuujemy
zamiang, az do wyeliminowania wszystkich
nielegalnych krawedzi. Poniewaz kazda nowa
krawedz ma koniec w dodawanym punkcie, wigc
proces ten jest skonczony.




Algorytm (wstawianym punktem jest p,,
a badang krawedzia p;p;)

LegalizeEdge(p,,pip;, T)

If p;p; Jest nielegalna i Ap;p;py nalezy do

triangulacji

then
zastap pip; Przez poy;
LegalizeEdge(p,,p;py, T);
LegalizeEdge(p,,pyp;; T);

P,

P41

P3



Aby moc lokalizowac trojkat
zawierajacy dodawany punkt
tworzymy odpowiednig strukture
danych.

Jest to skierowany graf, w ktérym
zrodtem (wierzchotkiem o stopniu
wejsciowym 0) jest trojkat Ap_;p_,p._a,
a przy dodawaniu kolejnych punktoéw
powstajg nowe wierzchotki
odpowiadajace trojkgtom tworzonym
zarOwno przez dodanie punktu jak tez
przez zamian¢ krawedzi.

Kazdy nowopowstaly wierzcholek
struktury danych jest koncem
krawedzi taczacych go z kazdym
wierzchotkiem odpowiadajagcym
trojkatowi, z ktorego powstat.
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Algorytm znajdujacy triangulacj¢ Delaunay

zainicjuj triangulacje T jako pojedynczy trojkat Ap_1p_,p_3 zawierajacy
dany zbi6r punktéw P w swoim wnetrzu;
oblicz losowa permutacje pq, P,, - .., p, punktow z P;
forr:=1tondo
znajdz trojkat Ap;p;p, zawierajgcy punkt p,
If p, lezy wewnatrz trojkata Ap;p;p,
then legalizuj krawedzie triangulacji zaczynajac od p;p;,
Piby 1 P;Pk
else legalizuj krawedzie triangulacji zaczynajac od
pozostatych krawedzi trojkatow, na ktoérych wspolnym
boku lezy p,;

usun z T punkty p_,, P_,, P.3 Wraz ze wszystkimi incydentnymi
krawedziami;

return T



Lemat.

Kazda krawedz tworzona przy wstawianiu nowego punktu p, jest krawedzig
triangulacji Delaunay zbioru {p_;, P, P.3s Py» ---» Pr-1+ Pr}-

Lemat.

Oczekiwana liczba trojkatow tworzonych przez algorytm wynosi 9n+1.
Dowdd.

Dodawany punkt p, ma poczatkowo stopien 3 lub 4 1 tworzy tyle samo nowych
trojkatow. Przy kazdej zamianie krawedzi liczba trojkatow wzrasta o 2, a stopien
punktu p, o 1. Jesli po wszystkich zamianach p, ma stopien k, to powstaty co
najwyzej 2(k-3)+3 = 2k-3 nowe trojkaty.

Na mocy twierdzenia Eulera graf dla zbioru {p_,, p_», P35, Py, ---»> Pr.1, P,y Ma cO
najwyzej 3(r+3)-6 krawedzi. Trzy krawedzie nalezg do zewngtrznego trojkata.
Zatem suma stopni wierzchotkow z P jest mniejsza niz 2(3(r+3)-9) = 6r. Czyli
oczekiwany stopien punktu z P wynosi co najwyzej 6.

E(liczba tréjkatow tworzonych w r-tym kroku) < E(2deg p,-3) = 2E(deg p,)-3 <
< 2x6-3=09.

Dodajac trojkat zewnetrzny otrzymujemy oczekiwang liczbe tréjkatow rowng 9n+1.



Niech K(A) oznacza podzbidr punktow z P nalezacy do kota opisanego na
danym trojkacie A.

Lemat.

Jesli P jest zbiorem punktow w potozeniu ogdlnym, to E(Z, card(K(A))) =
O(n log n), gdzie sumujemy po wszystkich trojkgtach Delaunay
stworzonych przez algorytm.

Dowod.
Niech P, oznacza zbior {p,, ..., p,.1» P}, @ T, triangulacje zbioru {p_;, p.,,
P.3 Py, ---» Prgy Pr}- Dla kazdego r triangulacja jest jednoznacznie

wyznaczona. Mamy %, card(K(A)) = 2" _; (Zpcrrrg-13 Card(K(A))).

Niech t(P,,q) oznacza liczbe trojkatow AeT, takich, ze punkt q nalezy do
K(A), a t(P,,q.,p,) bedzie liczba trojkatéw AeT, takich, ze p, jest
wierzchotkiem trojkata A wpisanego w koto zawierajace q.

Kazdy trojkat stworzony w r-tej fazie algorytmu ma wierzchotek w p,,
WigC 2y crrrqr-1y CAIA(K(A)) = 2 cppr tP,0, )



Chwilowo ustalmy P,. Wtedy wartos¢ t(P,,q,p,) zalezy tylko od wyboru p,.
Poniewaz trojkat Ae T, ma wierzchotek w pewnym punkcie p nalezacym do P, z
prawdopodobienstwem nie wiekszym niz 3/r, wiec E(t(P,,q,p,)) < 3t(P,,q)/r. Stad
E(Xactrrir-1y Card(K(A))) = E(Zqcp-pr t(PHAPY)) < 3/1 Zycpopr t(P0).

Kazdy q € P-P, z jednakowym prawdopodobienstwem moze stac si¢ p,,;, wi€c
E(t(Pr’le)) = 1/(n'r) Z:qu-Pr t(Pr,CI), Czyli

E(EAeTr-T{r-l} Card(K(A))) < 3(n-r)/r E(t(Pr’le))-

Poniewaz t(P,,p,,,) 0znacza liczb¢ trojkatow AeT,, dla ktorych p,,, €K(A), wiec
sg to doktadnie te trojkaty, ktore zostang zmienione po dodaniu p,, ;.

Zatem E(Z, .11y Crd(K(4))) < 3(n-r)/r E(card(T,-T,,)).

Ale liczba trojkatow zmienionych po wstawieniu punktu p,, , jest doktadnie o 2
mniejsza od liczby trojkatow stworzonych przez wstawienie tego punktu.

Stad E(Z, .13 Card(K(4A))) < 3(n-r)/r (E(card(T,,-T,)-2).

To samo zachodzi dla dowolnego zbioru P,. Poniewaz oczekiwana liczba
trojkatow tworzonych przez wstawienie p,,; jest nie wicksza niz 6, wigc
E(Z ) crrrgony CArd(K(A))) < 12(n-r)/r, czyli

E(Z, card(K(A))) = E(Z" =y (Bpcrerqry CArd(K(A)))) < 12 =7y (n-r)/r = O(n log n).



Twierdzenie.

Triangulacj¢ Delaunay zbioru P zawierajacego n punktow na ptaszczyznie
mozna obliczy¢ w oczekiwanym czasie O(n log n) i z oczekiwanym
rozmiarem pamieci O(n).

Dowaod.

Oczekiwany rozmiar struktury danych jest liniowy.

Oczekiwany czas dzialania bez uwzglednienia czasu lokalizacji punktu jest
rowniez liniowy. Rozwazmy lokalizacj¢ punktu p,.

Czas lokalizacji wynosi O(1)+O(czas lokalizacji w trojkatach
zawierajacych p,, ktore zostaly zmienione). Trojkat Ap;p;p, moze byc¢
usuniety z triangulacji, gdy:

- nowy punkt p; wstawiono we wngtrzu lub na brzegu Ap;p;py,

- zostata zmieniona krawedz (np. p;p;) AP;P;Py.

W pierwszym przypadku Ap;p;p, byt trojkatem wezesniejszej
triangulacji, a w drugim - takim tréjkatem byt sgsiedni

trojkat (Ap;p;Py,) 1 wstawiono p,. Wtedy okrag opisany

na Ap;p;py, zawiera p; I p,. Zwigzmy koszt odwiedzenia trojkata

w trakcie lokalizacji p, z trojkgtem triangulacji zmienianym wraz z Ap;p;py.



Zatem takiemu trojkatow1 przypisujemy czasy lokalizacji (jednostkowe)
wszystkich punktow nalezacych do kota opisanego na nim.

Dla trojkata A takich punktow jest card(K(A)). Zatem oczekiwany czas
lokalizacj1 wszystkich punktéw wynosi (dlugos¢ sciezki wyszukiwania
danego punktu = liczba kot zawierajacych dany punkt; liczba kot
zawierajacych wszystkie punkty = liczba punktow zawieranych przez
wszystkie kota):

O(n) + O(Zcard(K(A))) = O(n log n).
Stad oczekiwany czas dziatania algorytmu wynosi
O(n) + O(nlogn) =O(nlogn) .



Dzigkuje za uwage.



Cwiczenia.
1. Udowodnij, ze glebokos¢ drzewa tworzonego w metodzie trapezowej jest
nie wicksza niz 3logW(U) +[ logn | + 3.

2. Udowodnij, ze rozmiar drzewa tworzonego w metodzie trapezowej wynosi

O(n log n).

3. Podaj przyktad podziatu, dla ktorego drzewo tworzone w metodzie
trapezowej ma rozmiar Q(n log n).

4. Wielokat P nazywamy gwiazdzistym, gdy zawiera punkt (centralny) p taki,
ze dla kazdego punktu qeP odcinek pq jest zawarty w P. Wierzchotki
wielokata sg kolejno stablicowane. W jakim czasie mozna sprawdzi¢, czy dany
punkt nalezy do wielokata gwiazdzistego ? (znajac punkt centralny lub nie)

5. Udowodniy, ze liczba poziomdw w grafie lokalizacji trojkatami jest
logarytmiczna, jego rozmiar jest liniowy wzgledem liczby wierzchotkow, a
kazdy wierzchotek ma stopien ograniczony przez stalg.



6. Dany jest zbior n punktow. Jak stworzy¢ strukture (czas jej tworzenia jest
nieistotny), dzieki ktore; w czasie O(log n + k), gdzie k jest liczba
rozwigzan, bedzie mozna zlokalizowac¢ wszystkie punkty oddalone od
punktu zapytania o nie wigcej niz d, gdzie k jest rozmiarem wyniku ?

7. Podaj przyktad uktadu separatorow, ktore generujag kwadratowy rozmiar
odpowiednigej struktury wzgledem liczby wierzchotkow podziatu
plaszczyzny.

8. Jak stworzy¢ drzewo uktadu separatorow w czasie O(n log n) ?

9. Udowodnij, ze kazda krawedz tworzona przy wstawianiu nowego punktu
p, jest krawedzig triangulacji Delaunay zbioru {p_;, P, P-3s P1» - -5 Pr-1s Pr}-



1. Udowodnij, ze glebokos¢ drzewa tworzonego w metodzie trapezowej jest
nie wicksza niz 3logW(U) +[ log n |+ 3.

Dowaod.
Indukcja po W(U). @
Dla W(U) = 1 jedyny wierzcholek drzewa odpowiada-

jacy poziomej prostej przechodzacej przez wierz-

chotek podziatu znajduje si¢ w korzeniu T.. e a
Poddrzewa T, oraz T” i T” sg zrdwnowazonymi
drzewami zawierajacymi co najwyzej n wierzchotkow G @

odpowiadajacych trapezom.

Zatem glebokosé calego drzewa wynosi co najwyzej | log n |+ 3 = 3logW(U)
+[logn |+ 3.

Zatozmy, ze W(U) =k 1 dla wszystkich pasow U’ takich, ze W(U’) <k

teza indukcji jest prawdziwa.

Niech pas U, odpowiada poddrzewu T,. Mamy dwa przypadkKi.

1) W(U,) £ k/2. Poniewaz dla paséw U’ i U” odpowiadajacych poddrzewom
T’ 1T mamy W(U’) <k/21W(U”)<k/2,



wiec glebokosci poddrzew T, T” 1 T, szacujg si¢ na mocy zalozenia
indukcyjnego przez 3log(k/2) + | log n|+ 3 = 3log k +| log n |, co daje
oszacowanie glebokosci calego drzewa przez 3log k +|[logn |+ 2 <
3logW(U) + [ log n ] +3.

2) W(U,) > k/2. Poniewaz W(U’) <k/21 W(U”)<k/2, wigcdlaT i T”
mamy te same oszacowania co powyzej. Korzeniem poddrzewa T, jest
(podobnie jak dla przypadku W(U) = 1) wierzchotek odpowiadajacy
poziomej prostej poprowadzonej przez mediane punktow podziatu
nalezacych do U,, wiec wagi pasOw odpowiadajgcych lewemu i1 prawemu
poddrzewu tego drzewa szacujg si¢ przez W(U,)/2 < k/2.

Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego ich giebokos¢ szacuje si¢ przez
3log(k/2) +[log n|+ 3 =3log k +[ log n1, co daje oszacowanie glebokosci
catego drzewa przez 3log k +[ log n |+ 3 < 3logW(U) + | log n | +3.



