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Diagramy w metrykach L dla (1<p<co).
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W metrykach L, i L  granica migedzy
dwoma obszarami Voronoi moze byc¢
famang lub potaczonymi klinami.

Diagram Voronoi moze sktadac si¢ z
odcinkow, potprostych lub prostych
pionowych, poziomych, zawartych w
prostych o wspoiczynnikach kierun-
kowych 1 lub —1 badz z obszaréw
miedzy nimi.

Ponadto nie jest prawda, ze generatory
nieograniczonych obszarow Voronoi sg
wierzchotkami otoczki wypuktej zbioru
generatorOw S oraz ze suma trojkatow
triangulacji Delaunay tworzy wielokat
wypukly.




Fakt.

Stosujac np. metode dziel 1 rzagdz mozemy znalez¢ diagram Voronoi w
metryce L, (1 < p < o) dla zbioru n punktow na ptaszczyznie w czasie

O(n log n).



Diagramy potggowe (w geometrii Laguerre).

Generatorami obszarow Voronoi sg kota,
ktore traktujemy jako punkty. Podobnie,
punkty utozsamiamy z kotami o zerowym
promieniu.

Definicja.

Niech C,; bedzie kotem o §rodku w (x;,Y;) i
promieniu r; a p=(x,y) punktem na ptaszczyz-
nie, wtedy d* (C;,p) = (X - x))* + (Y - y)* - 14,
czyli kwadrat odleglosci kota od punktu
(,,potega’) jest kwadratem dtugosci odcinka
stycznego o koncu w danym punkcie.

W przypadku, gdy wszystkie kota maja
rOwne promienie otrzymamy diagram
Voronoi w L,.

d, (Ci,p)
i

O




Wiasnosci diagramu potegowego:
- Krawedziami diagramow sg odcinki, potproste lub proste.

- Obszarami Voronoi1 sg ograniczone lub nieograniczone wielokaty
wypukite.

- Gdy okregi kot przecinajg si¢ — wspdlna krawedz obszarow zawiera
punkty ich przecigcia.

- Przeciecie obszaru Voronoi z generujgcym go kolem moze by¢ puste.

- Mogg 1stnie¢ generatory, dla ktorych odpowiadajgcy im obszar Voronoi
nie istnieje.

Lemat.

Stosujac metodg dziel i rzadZz mozna znalez¢ diagram potegowy n-ele-
mentowego zbioru punktow na ptaszczyznie w czasie O(n log n).



Przykiad.
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Diagram wazony — addytywny.

Kazdemu punktowi p; € S przypisujemy wage
w; > 0. Wtedy obszar VVoronoi definiujemy
nastepujgco:

VD(py) == X0 iy d(piX) - W; < d(p;X) - Wi}

Krawedzie diagramu sg kawaltkami hiperbol
lub prostych. Wspdlny brzeg dwoch obszarow
moze by¢ niespOjny. Moga nie istnie¢ obszary
dla niektorych centrow.

Jesli wszystkie wagi sg roOwne, to otrzymujemy
diagram VVoronoi w przestrzeni euklidesowej.

Lemat.

Diagram wazony n-elementowego zbioru
punktow na plaszczyznie mozna znalez¢ w
czasie O(n log n) (np. metodg dziel 1 rzadz).




Diagramy Voronoi dla odcinkéw w R2.

Odleglos¢ punktu p od odcinka I definiu-
jemy jako odleglos¢ p od najblizszego
punktu nalezacego do I:

d(p,l) = minq el d(pvq) .

Krawedziami obszarow Voronoi moga
by¢ odcinki, potproste 1 fragmenty para-
bol (gdy dla punktu z brzegu obszaru
najblizszym punktem jednego z sgsiadu-
jacych odcinkow jest jego koniec a dru-
giego - punkt z jego wnetrza). Kazdy
generator nalezy do swojego obszaru.

Lemat.

Diagram Voronoi dla n odcinkow na
plaszczyznie mozna znalez¢ w czasie
O(n log n) (np. metoda dziel 1 rzadz).




Szkielety.

Szkieletem (lub osig medialng (medial
axis)) wielokata prostego nazywamy
podgraf czesci wspolnej wnetrza
wielokata 1 diagramu Voronoi dla jego
krawedzi. Jest on miejscem
geometrycznym Ssrodkow okregdw
stycznych do co naymniej dwoch punktow
na brzegu wielokata.

Twierdzenie (Chin, Snoeyink, Wang
1995).

Szkielet wielokgta prostego o n wierz-
chotkach mozna znalez¢ w czasie O(n).



Szkielet prosty. (straight skeleton)

Zalozmy, ze dany wielokat bedzie
,,obkurczac si¢” w taki sposob, ze jego
wierzchotki bedg poruszac si¢ wzdtuz
dwusiecznych katow wyznaczanych przez
proste zawierajgce boki wielokata.

Mamy dwa rodzaje zdarzen, ktore powodujg
zmiang kierunku poruszania si¢ wierzcholka:

- zdarzenie krawedziowe, gdy znika
krawedz ,,obkurczajacego si¢” wielokata,

- zdarzenie rozdzielajace, gdy krawedz
,,obkurczajacego si¢”’ wielokata jest rozbijana
przez wierzcholek poruszajacy sie w
przeciwnym Kierunku.

Suma sladow wierzchotkow wielokata
tworzy szkielet prosty.




Wiasnosci szkieletu prostego.
1. Krawedzie szkieletu prostego sg odcinkami.
2. Szkielet prosty dzieli wielokat na wielokaty monotoniczne.

Lemat.

Jesli P jest wielokatem prostym o n wierzchotkach, to szkielet prosty tego
wielokata sktada si¢ z co nayjwyzej 2n-3 krawedzi.

Twierdzenie (Cheng, Mencel,Vigneron 2016)

Szkielet prosty dla n-kata prostego na ptaszczyznie z r katami o rozwartosci
wiekszej niz m mozna obliczy¢ w czasie O(n logn log r + r¥/3+),

Dla n-kata monotonicznego mozna zrobi¢ to w czasie O(n log n) (Das et al.
2010).



Rozpoznawanie obrazu.

Dla danego obrazu mozemy tworzy¢ mniej lub bardziej doktadne
szkielety zmieniajac parametry, ktore odpowiadajg minimalnemu
promieniow1 kota wpisanego we wnetrzu obrazu lub odlegtosci miedzy
1is¢mi drzewa.

(a) p=4 (b) p=50 (c) p=150

[W.-P. Choi et al. Pattern Recognition 36 (2003)]



Diagramy Voronoi wyzszych rzedow.

Definicje.

Niech S={p,, ..., p,} bedzie zbiorem n
punktow na ptaszczyznie. Dla kazdego
podzbioru T < S okreslamy uogolniony
obszar VVoronoi zawierajacy punkty

ptaszczyzny, dla ktorych punkty z T sg
blizej niz punkty z S-T, tzn.:

VD(T) = {X: V1 ges 7 d(p.X) < d(0.0)}-
Inaczej:

Niech V(p,q) := {x: d(p,x) <d(q,x)}.
Wtedy VD(T) == N 1 gest V(P.O)-




Definicja.
Diagram Voronoi rzedu k jest zbiorem

uogolnionych obszaréw Voronoi dla k-
podzbiordéw zbioru S, tzn.

VD(S) = Urcs, r=x VD(T).

Lemat.

Dla n-elementowego zbioru S liczba
obszarow Voronoi wszystkich rzedow
wynosi O(n3).

Dowodd.

Kazdy wierzchotek diagramu dowolnego
rzedu jest wyznaczany przez co najmnie]
trzy punkty z S. Kazde trzy punkty z S
wyznaczajq wierzchotek co najwyzej
dwoch diagramow (rzedu rownego
liczbie punktow z S wewnatrz okregu
opisanego na danych trzech punktach + 1
lub 2). Diagramy sg planarne, wigc
liczba obszarow jest liniowa wzgledem
liczby wierzchotkow.




Niech T,, T,, T, oznaczaja zbiory
generatorOw obszarow Voronoi
sgsiadujgcych z danym wierzchotkiem. W
diagramie Voronoi k-tego rzedu mozemy
wyrdzni¢ dwa rodzaje wierzchotkow:

- wierzchotek bliski, gdy | T, + T, + T;| =
k+2 (dla k < n-1),

- wierzchotek daleki, gdy | T, + T, + T3 | =
k-2 (dla 1< k),

gdzie + oznacza r6znice symetryczna.

Odpowiada to sytuacji, gdy wewnatrz kota

Wyznaczanego przez trzy punkty z S
znajduje si¢ odpowiednio k-1 lub k-2
punktow z S.




Z diagramu Voronoi k-tego rzedu
mozemy stworzy¢ diagram (k+1)-Szego
rzedu w nastepujacy sposob:

Z wierzchotkow bliskich prowadzimy
krawedzie bedace przedluzeniem
dotychczasowych krawedzi diagramu,
ktore sg usuwane.

W ten sposob wierzchotki bliskie stajg sig
wierzchotkami dalekimi. Wierzchotki
dalekie znikaja w kolejnym kroku. A
przecigcia nowych krawedzi tworzg nowe
wierzchotki bliskie.



Lemat.

Liczba wierzchotkow bliskich w diagramie Voronoi k-tego rzedu dla n-
elementowego zbioru S punktdw na ptaszczyznie jest ograniczona z gory
przez 2k(n-1) - k(k-1) - Zk._,v;, gdzie v; jest liczbg nieograniczonych
obszarow w VD;(S).

Twierdzenie.

Diagram Voronoi k-tego rzedu dla n-elementowego zbioru S punktow na
plaszczyznie mozna wyznaczy¢ w czasie O(k?n log n).

Dowaod.

Stosujemy metode zamiatania. Poniewaz liczba wierzchotkdéw bliskich w
VD;(S) jest rzedu O(ni), wiec przejscie do VD;,,(S) wymaga czasu O(in
log n). Zatem Xk._,O(in log n) = O(k?n log n).

Whniosek.

Algorytmem tym mozemy znalez¢ diagramy Voronoi wszystkich rzedow
w czasie O(n3 log n).



Fakt.

Istnieje algorytm (Edelsbrunner-Seidel) znajdujacy diagramy Voronoi
wszystkich rzedow w optymalnym czasie O(n?).

Fakt.

Dla n-elementowego zbioru S punktow na ptaszczyznie ztozono$¢ VD, (S)
wynosi O(k(n-k)) i mozna taki diagram znalez¢ w czasie O(n log3n + k(n-k))
(w niektorych przypadkach — szybcigj).

Fakt.

Diagram Voronoi (n-1)-szego rzgdu dla n-elementowego zbioru S punktoéw na
plaszczyznie nazywamy diagramem Voronol najdalszych punktow. Ma on
lintowy rozmiar 1 moze by¢ znaleziony w czasie O(n log n).

Definicja.
Triangulacj¢ nazywamy triangulacjg Delaunay k-tego rzedu, jesli okrag opi-
sany na dowolnym trojkacie zawiera w swoim wnetrzu co najwyzej k centrow.

Taka triangulacja nie musi by¢ 1 zwykle nie jest jednoznaczna.



Definicja.
Dla danego zbioru P zawierajacego n punktow w R™ B-szkieletami G
nazywamy rodzing grafow o wierzchotkach z P, parametryzowang przez
wartos¢ [, takich, ze dwa punkty X,y € P sg potaczone krawedzig, gdy zaden
inny punkt z P nie nalezy do obszaru R(X,y,[3), gdzie:

1. Dla B =0, R(X,y,) jest odcinkiem Xy .

2. Dla 0 < B <1, R(X,Y,B) jest czescia wspdlng
dwoch kul o promieniu d(x,y)/2[3, ktorych
brzegi zawieraja oba punkty x 1.

B=0,85




3.Dlal < B <w, R(X,Y, B) jest czescig wspdlng dwoch kul o promieniu
Bd(x,y)/2 i srodkach odpowiednio w punktach (1-B/2)x+(p/2)y oraz
(B/2)x+(1-B/2)y.

4. Dla B = oo, R(X,Y,}) jest nieskonczonym pasem prostopadtym do proste;j
przechodzacej przez x 1y, ktorego brzeg zawiera x 1.
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I
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Zastosowania. |

Rozpoznawanie obrazu. @
D 0
W ! }/
- .

(mii.stanford.edu/research/comptop/references/abe.pdf)



Wiasnosci 3-szkieletow.

B-szkielet dla zbioru punktow P i B = 1 nazywamy grafem Gabriela (GG(P))

(Gabriel,Sokal 1969), a dla B = 2 nazywamy grafem relatywnego sgsiedztwa
(RNG(P)) (Toussaint 1980).

Twierdzenie (Kirkpatrick,Radke 1985).
MST(P) c RNG(P) c GG(P) « DT(P)

(




Konstrukcja B—szkieletow.

Twierdzenie (Supowit 1983).
RNG(P) w R? mozna znalez¢ w czasie O(n log n).

Twierdzenie (Matula,Sokal 1984).
GG(P) w R? mozna znalez¢ w czasie O(n log n).

Twierdzenie (Jaromczyk,Kowaluk 1987)
B—szkielety (dla 1 < < 2) w R? mozna wyznaczy¢ z DT(P) w czasie O(n).



Dla kazdego wierzchotka v z danego
zbioru V konstruujemy $ciezki P=(eq,
.. ,&,), takie, ze

- e, jest krawedzig przeciwlegla do v
w pewnym trojkacie DT(V),

- v eliminuje krawedz e, dla 1 <1 <s,

- krawedzie €, oraz e,;,, naleza do tego
samego trojkata w DT(V).

Taka $ciezke nazywamy Sciezkg
eliminacji dla v.

Poniewaz wierzchotek moze
eliminowac tylko dluzsza krawedz
sposrod pozostatych dwoch krawedzi w
odwiedzanym trojkacie, mozemy
wyznaczy¢ uogolnione sciezki
zawierajace sciezki eliminacji.




Lemat.

1. Dwie $ciezki eliminacji, ktore si¢ polaczyty, nigdy sie nie rozigczaja (co
najwyzej jedna z nich konczy si¢ wczesniej).

2. Kazda eliminowana krawedz nalezy do pewnej $ciezki eliminacji.

Twierdzenie.
Gy(V) = DT(V) \ U ypuweptv) Path(v,uw).




Algorytm.

1.
2.
3.

Dla kazdego wierzchotka znajdz uogdlnione sciezki.

Polacz je w drzewa.

Analizuj kolejne sciezki eliminacji 1 sklejaj je ze sobg z pomoca
FIND-UNION (poniewaz drzewa zawierajace sciezki znane sg ,,z

gory” —mozna to zrobi¢ w czasie liniowym wzgledem analizowanych
krawedzi).

Usun z DT(V) wszystkie krawedzie nalezace do jakiejkolwiek sciezki
eliminacji.



Twierdzenie (Chazelle,Edelsbrunner,Guibas,Hershberger,Seidel,Sharir 1990).
GG(P) w R3 moze mie¢ Q(n?) krawedzi.

v

Fakt.
RNG(P) w R™ dla m > 3 moze mie¢ (n?) krawedzi.




Niech L(u,v) oznacza dtugos¢ najkrétszej Sciezki w grafie taczacej wierz-
cholki u i v spdjnego grafu G w R?, a D(u,v) oznacza odlegtos¢ migdzy uiv.
Wspotczynnik rozpiecia DL (dilation) grafu G definiujemy jako

DL =max ;) . ¢ L(u,v)/D(u,v) .

——

D(u,v)

Twierdzenie (Keil,Gutwin 1992).
Wspotczynnik rozpiecia DT(P), gdzie [P| =n, wynosi O(1).

Twierdzenie (Bose,Devroye,Evans,Kirkpatrick 2002).
Wspotczynnik rozpigcia RNG(P), gdzie |[P| = n, wynosi Q(n).
Wspodtezynnik rozpiecia GG(P), gdzie |P| = n, wynosi O(n'/?).



Grafami sasiedztwa (proximity graphs) dla zbioru punktow P nazywamy
grafy, w ktorych istnienie krawedzi miedzy dwoma punktami z P zalezy

od spelnienia odpowiedniego warunku geometrycznego.

Grafy definiowane przez rozne obszary.

grafy bez czworokatow

v
)

-

) ©> *@ —O

grafy bez trojkatow

grafy acykliczne grafy planarne



Dzigkuje za uwage.



Cwiczenia.

1. Przy zalozeniu, ze zadna prosta o wspotczynniku kieunkowym 1 lub -1 nie
zawiera dwoch centréw wykaz, ze w metryce L, diagram Voronoi najdalszego
punktu zbioru n-elementowego S (n > 4) sktada si¢ zawsze z co najwyzej
czterech obszarow.

2. Podaj przyktad, ze generatory nieograniczonych obszarow w metryce L;
moga nie by¢ wierzchotkami otoczki wypuktej, a triangulacja Delaunay nie
musi tworzy¢ wielokgta wypuktego.

3. Podaj przykiad uktadu punktéw w metryce L, dla ktorych brzeg obszaru ma
niezerowe pole.

4. Czy moze nastgpi¢ rozspojnienie wspolnego brzegu sgsiednich obszarow w
diagramach w metryce L, ?



5. Udowodnij nastepujgce wlasciwosci diagramu potggowego:
- krawedziami diagramu sg fragmenty prostych,
-mog3 istnie¢ generatory, dla ktorych obszar nie istnigje.

6. Niech S bedzie zbiorem n (by¢ moze przecinajacych si¢) jednostkowych
okregow na plaszczyznie. Chcemy obliczy¢ otoczke wypukla S.

- (*) Podaj algorytm obliczania otoczki wypuktej w czasie O(n log n) w
przypadku, w ktorym okregi z S maja r6zne promienie.

7. Podaj przyklad, ze wspolny brzeg sasiadujgcych obszarow addytywnego
diagramu wazonego moze by¢ niespojny.

8. Dane sg zbiory A 1 B punktdéw na ptaszczyznie tworzacych dwa zbiory
punktow dominujacych rozdzielone prostg (kolejnos¢ punktow w
kazdym zbiorze jest znana). Znajdz w czasie lintowym wzgledem sumy
rozmiarOw zbioroOw pare¢ najblizszych punktow z A 1 B w metryce L;.



