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Podwdjnie taczona lista krawedzi.

Niech D bedzie podziatem ptaszczyzny na
wiclokatne obszary. Z kazda krawedzig
zwigzmy dwie przeciwnie zorientowane
(po obu stronach przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara) potkrawedzie.

Podwodjnie tgczona lista krawedzi sktada
si¢ z powigzanych ze sobg trzech zbiorow
rekordow:

- potkrawedzi pamigtajagcych wskazniki do

sciany lezgcej z lewej strony, nastepnej,
poprzedniej 1 sgsiednie) potkrawedzi dla tej
sciany oraz poczatku potkrawedzi,

- Sciany pami¢tajacych wskazniki do pew-

nej potkrawedzi na jej zewnetrznym brze-
gu oraz do wybranych potkrawedzi $cian

zawartych-w-danej,

- wierzchotka pamigtajacych jego wspot-

rzedne 1 wskaznik do dowolnej krawedzi
zaczynajacej si¢ w nim.




Georgy Feodosevich VVoronoi
(I"'eopruit ®eonocheBry BopoHoi,

28.04.1868 — 20.11.1908).

Urodzony na Ukrainie. Studiowatl
w Sankt Petersburgu. W latach
1894-1905 oraz 1908 pracowat na
Uniwersytecie Warszawskim i
Politechnice Warszawskiej.

Boris Nikolaevich Delaunay
(bopuc Hukonaesuu [lenone,

15.03.1890 — 17.07.1980). Mate-
matyk i alpinista. Nazwisko odzie-
dziczyt po francuskich przodkach.




Definicje.

Niech S={p,, ..., p,} bedzie zbiorem n
punktow na ptaszczyznie. Dla kazdego z
punktow nalezacych do S okreslamy obszar
Voronoi zawierajacy punkty ptaszczyzny,
dla ktorych dany punkt jest najblizszy
sposrod punktdéw z S, tzn.:

VD(p)={X: Vi d(p;X) < d(p,X)J-

Inaczej:

Dla kazdej pary punktow z S okreslamy
podziat ptaszczyzny na dwa obszary:

V(pi,p;)={x: d(p;,x) < d(p;,x)} oraz
V(p;,p)={x: d(p;,x) < d(p;,x)}. Wtedy
VD(pi)= niyV(Pip)).

Lemat.

Obszar Voronoti jest wielokgtem wypuktym
(czasem nieograniczonym).




Brzegi obszarow Voronoi tworzg diagram
Voronoi.

Zaldézmy, ze zadne cztery punkty ze zbioru
S nie sg wspolokregowe.

Triangulacjq Delaunay nazywamy graf
dualny do diagramu Voronoi, ktérego
wierzchotkami sg punkty z S a krawedzie
tacza wierzchotki odpowiadajace sgsiednim
obszarom Voronoi.

Triangulacj¢ Delaunay mozemy rowniez
rozpatrywac bez zadnych ograniczen dla
zbioru S. Jednakze wtedy triangulacja

moze by¢ wyznaczona niejednoznacznie.

W ten sam sposob mozna zdefiniowac
diagram Voronoi 1 triangulacje Delaunay w
wyzszych wymiarach.




Wiasnosci diagramu Voronoi.

1. Do kazdego obszaru Voronoi nalezy do-
ktadnie jeden punkt z S. Punkty z S nazy-
wamy generatorami (centrami)
odpowiednich obszarow Voronoi.

2. Diagram Voronoi jest grafem planar-
nym. Ma n $cian 1 O(n) krawedzi (rowng
liczbie krawedzi triangulacji Delaunay).
3. Wierzcholek v diagramu Voronoi (tzn.
punkt nalezacy do brzegu trzech lub wie-
cej obszaréw Voronoi) jest srodkiem
okregu C(v) przechodzacego przez punkty
z S generujace sgsiednie obszary. Zatem
okragg C(v) jest opisany na odpowiednim
trojkacie nalezagcym do triangulacji
Delaunay. W wyzszych wymiarach beda
to sfery opisane na sympleksach.




Wiasnosci triangulacji Delaunay.

1. Jest to (z definicji) graf planarny o n
wierzchotkach.

2. Kazdy trojkat odpowiada wierzchot-
kow1 diagramu Voronoi. Kazda krawedz
triangulacji odpowiada krawedzi diagra-
mu. Brzegiem triangulacji jest otoczka
wypukta zbioru S.

3. Okrag przechodzacy przez dwa punkty
Pi,P; € S, ktory nie zawiera w swoim
wnetrzu innych punktow z S, istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy odcinek p;p;
nalezy do triangulacji Delaunay.

4. Triangulacja Delaunay w R? maksy-
malizuje minimalny kat w triangulacji.

5. Triangulacja w RY zawiera O(n' 921)
sympleksow.




Definicja.

Minimalne drzewo rozpinajace MST(S)
rozpiete na punktach z S jest drzewem o
wierzchotkach w S 1 minimalnej wadze

krawedzi (sumie ich dlugosci).

Lemat.

Minimalne drzewo rozpinajace MST(S)
rozpiete na punktach z S jest podgrafem
triangulacji Delaunay DT(S).

Dowaod.

Zalozmy, ze tak nie jest. Niech krawedz
ab nalezy do MST(S) i nie nalezy do
DT(S). Wtedy okrag o srednicy | ab |
zawiera w swoim wnetrzu punkt p € S.
Odcinki ap oraz bp sa krotsze od

ab . Zatem krawedz ab mozemy zasta-
pi¢ jednym z nich otrzymujac drzewo o
mniejszej wadze, co jest sprzeczne z

ab € MST(S).




Majac triangulacje Delaunay dla danego zbioru punktéw na ptaszczyznie
mozemy na zbiorze krawedzi triangulacji zastosowac algorytm Prima lub
algorytm Kruskala znajdywania minimalnego drzewa rozpinajacego w

grafach.

Lemat.

Minimalne drzewo rozpinajace MST(S) rozpiete na punktach z S mozna
znalez¢ w czasie O(n log n).

Dowad.

Powyzsze algorytmy dzialajg odpowiednio w czasie O(|E| + |V| log |V])
oraz O(|E| log |V]), co przy |E| = O(|V]) daje ztozonos¢ O(|V| log |V)).



Przykiad.




Algorytm przyrostowy

for kazdy p € Sdo
znajdz obszar w VD(S’), do ktorego
nalezy p;
korzystajgc z podwojnie tgczonych list
krawedzi oblicz obszar Voronoi dla p
wzgledem S’ 1 zaktualizuj diagram;
S” =S U {p}

Lemat.
Algorytm przyrostowy znajdujacy dia-
gram Voronoi wymaga czasu O(n?).



Algorytm dziel 1 rzgdz

uporzadkuj zbior S wzgledem x-owej wspol-
rzednej, a nastepnie podziel go na male grupy
kolejnych punktow;
znajdz diagramy Voronoi dla kazdej grupy ;
while zbior S jest podziclony do
for kolejne pary podziatow do
znajdz styczne do otoczek wypuktych
podziatow ;

znajdz przeciecia symetralnych stycz-
nych z pierwszymi zewnetrznymi kra-
wedziami znanych diagramow Voronoi ;
korzystajac z podwojnie taczonych list
krawedzi znajdz tamang wyznaczajaca
reszte krawedzi wspolnego diagramu
Voronoi rozdzielajacych podziaty ;



Przyktad zastosowania podwdjnie tgczonych list krawedzi.




Lemat.

Czas potrzebny do znalezienia tamanej okreslajace) krawedzie diagramu
Voronoi migdzy dwoma tgczonymi zbiorami punktow jest lintowy
wzgledem sumy rozmiarOw tych zbiorow.

Lemat.

Stosujgc metode dziel 1 rzgdz mozemy stworzy¢ diagram Voronoi dla n-
elementowego zbioru S punktow na ptaszczyznie w czasie O(n log n).



Algorytm zamiatania (Fortune)

Niech miotta bedzie rownolegla do osi x-
ow. Bedziemy sledzi¢ zmiany krzywej B,
ktorej kazdy punkt jest w takiej samej
odlegtosci od miotty jak od najblizszego
punktu ze zbioru S.

Lemat.

Krzywa B sktada si¢ z fragmentow para-
bol 1 jest monotoniczna wzgledem kie-
runku prostej zamiatajace;.

Dowaod.

Migjsce geometryczne punktow jedna-
kowo odlegtych od prostej 1 od punktu
jest parabolg. Krzywa B jest obwiednig
sumy parabol. Poniewaz kazda z parabol
jest monotoniczna wzgledem kierunku
prostej zamiatajacej, wiec krzywa B tez.




Zauwazmy, ze wierzchotki krzywej B

wyznaczajg krawedzie diagramu Voronoi.

Krzywa B zmienia si¢, gdy:

- miotta osigga kolejny punkt ze zbioru S,
dzigki czemu powstaje nowy fragment
krzywej B, ktorego konce wyznaczajg
brzeg odpowiedniego obszaru Voronoi ,

- miotta jest styczna do okregu opisanego
na trojkacie z triangulacji Delaunay zbio-
ru S, co sprawia, ze jeden z fragmentow
krzywej B znika - punkt, w ktorym to
nastepuje jest wierzchotkiem diagramu
Voronoi dla zbioru S.

Opisane sytuacje nazwijmy zdarzeniem
punktowym 1 okregowym.

...............




Strukturg zdarzen bedzie kopiec H.

Rozmiar zbioru zdarzen jest liniowy wzgledem rozmiaru zbioru S (jest lintowo
wiele zdarzen okregowych). Poczatkowo kopiec zawiera uporzadkowane
wzgledem y-Ow wspoétrzedne punktow z S.

Pozycja zdarzenia okrggowego jest obliczana, gdy na krzywej B pojawia si¢
nowa trojka kolejnych fragmentow krzywej. Nie kazda taka trojka okresla
zdarzenie — istotne sg tylko trojki odpowiadajace trojkatom triangulacji
Delaunay. Jednakze do kopca H wstawiamy wszystkie potencjalne zdarzenia
okrgegowe — ,,falszywe” sg usuwane, gdy przestaje istnie¢ tworzaca je trojka
fragmentow krzywej B (wskutek zniknigcia lub pojawienia si¢ jakiegos
fragmentu).

Natomiast w strukturze stanu T przechowujemy fragmenty krzywej B, jako liscie
zrownowazonego drzewa poszukiwan binarnych, ktérego wezty odpowiadajg
wspolnym wierzchotkom sgsiednich fragmentow krzywej B (odpowiadajacych
poddrzewom). Wraz z fragmentami krzywej B pami¢tane sg punkty je
wyznaczajace oraz inne informacje (np. tworzone zdarzenia okregowe).



procedure HANDLEPOINT(p)
If T = then T :={p}; return;
znajdz tuk a krzywej B lezacy nad p;
If o0 z sgsiadami generowat zdarzenie
okrgegowe q, ktore nie nastgpi

then usun q z kopca H ;
zastagp w T 1i$¢ a przez poddrzewo
opisujagce zmiany na B 1 zrownowaz T ;
stworz nowe rekordy do opisu krawedzi
diagramu Voronoi;

sprawdz, czy p z punktami odpowia-
dajacymi tukom B sgsiadujgcym z
nowopowstatym tukiem wyznacza

zdarzenie okregowe — jesli tak, to zapisz

jew H;

procedure HANDLECIRCLE

usun z T tuk, ktory przestaje istniec, a
z H wszystkie zwigzane z nim
zdarzenia okregowe;

zrownowaz drzewo T;

dodaj wierzchotek diagramu Voronoi 1
stworz rekordy dla nowych krawedzi ;
sprawdz, czy punkty odpowiadajace
sgsiednim tukom krzywej B
zajmujacym miejsce usuni¢tego tuku
wyznaczajg zdarzenie okrggowe — jeslh
tak, to zapisz je w H;



Algorytm zamiatania

stwoOrz pustg strukture T;

wstaw zdarzenia punktowe do kopca H;
while H nie jest pusty do

if nowe zdarzenie jest punktowe 0o — é—1 A\ - N
then HANDLEPOINT(p) =t
else HANDLECIRCLE; —

Lemat.

Algorytm zamiatania dziata w czasie

O(n log n) 1 uzywa O(n) pamigci.




Algorytm rzutowania na paraboloide.

Umies¢my badang ptaszczyzne w przestrzeni
trojwymiarowej jako z = 0. Rozpatrzmy
paraboloide z = x° + y? i zrzutujmy na nia
rownolegle do os1 z-Ow punkty ze zbioru S.
Zauwazmy, ze obrazy okregdw nalezacych do
z = 0 beda wspolptaszczyznowe. Jesli punkt
(x,y) lezy na okregu o rownaniu (x - a)? + (Y -
b)?=R?, to x?+ y?= 2ax +2by + R?- a2- b?,
wigc jego obraz (x,y,z) nalezy do ptaszczyzny
z = 2ax + 2by + R2—a?— b2,

Rzuty okregdw opisanych na trojkatach
triangulacji Delaunay wyznaczajg ptaszczyzny,
ktore nie rozdzielajg zbioru S’ obrazow
punktow z S, czyli zawierajg Sciany otoczki
wypuklej zbioru S’.

Zatem rzuty Scian otoczki wypukiej zbioru S’
wyznaczajg triangulacje Delaunay zbioru S.




Lemat.

Stosujgc rzutowanie na paraboloid¢ n-elementowego zbioru S punktow na
plaszczyznie mozemy znalez¢ diagram Voronoi tego zbioru w czasie

O(n log n).

Dowad.

Otoczke wypukta w R® mozemy znalez¢ w czasie O(n log n). Rzutowanie
odbywa si¢ w czasie linlowym. Zatem metoda ta pozwala znalez¢ triangu-
lacje Delaunay (diagram Voronoi) w czasie O(n log n).

Fakt.
Metode t¢ mozemy rowniez stosowa¢ w wyzszych wymiarach.
W przestrzeni o rozmiarze d > 2, mozemy znalez¢ diagram Voronoi

n-elementowego zbioru punktéw w czasie O(n 9/2 1),



Dzi¢kuje za uwage.



Cwiczenia 6.

1. Podaj algorytm znajdujacy dla kazdego punktu p € S punkt z S, ktory jest
najblizszy niego.

2. Dane sg dwa n-elementowe zbiory punktow A 1 B. Znajdz par¢ najblizszych
punktow nalezacych do roznych zbiorow.

3. Dana jest mapa ptaska o n wierzcholkach, z ktorych kazdy ma stopien 3.
Zaproponuj algorytm sprawdzajacy, czy mapa jest diagramem Voronoi
skonczonego zbioru S. Jesli tak, to stworz S.

4. Czy w algorytmie Fortune'a punkty zatamania na linii brzegu zawsze
przesuwajg si¢ w dot, gdy miotta przesuwa sie¢ w dot ?

5. Podaj przyktad, w ktorym parabola zdefiniowana przez pewien punkt p
wnosi wiecej niz jeden tuk do linii brzegu. Czy mozesz podac¢ przyktad, w
ktorym tworzy ona liniowg liczbe tukow ?



6. Udowodniy, ze liczba zdarzen okregowych w algorytmie Fortune’a jest
lintowa wzgledem liczby centrow.

7. Podaj przyktad triangulacji Delaunay w R3 rozmiaru kwadratowego.

8. Zaktadajac, ze mozemy lokalizowac potozenie punktu w czasie
subliniowym, podaj przyktad danych, dla ktorych algorytm przyrostowy
dla diagramu Voronoi dziata w czasie kwadratowym.



