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Przeszukiwanie obszarow ortogonalnych
Problem:

Dany jest zbior n punktow na plaszczy-
znie. Pragniemy znalez¢ podzbior tych
punktow, ktore zawierajg si¢ w danym
prostokacie [x;,X,]x[Y1,Y,]- Zadanie to
jest stawiane wielokrotnie dla réznych
prostokatow, ale tego samego zbioru
punktow.

Szybkie wyszukiwanie interesujgcego
nas zbioru moze by¢ utrudnione, gdy
wiele punktow ma takie same niektore
wspotrzedne (zatozenie o rozréznialnosci
wspotrzednych jest nierealistyczne ze
wzgledow praktycznych). W takiej sytu-
acji mozemy zastosowac liczby ztozone.

v




Liczby ztozone.

Zastepujemy wspotrzedne, ktore sa liczbami rzeczywistymi, przez
elementy tak zwanej przestrzeni liczb ztoZonych. Elementy tej przestrzeni
sg parami liczb rzeczywistych. Liczbe¢ ztozong dwoch liczb rzeczywistych
a 1 b oznaczamy przez (alb). Definiujemy porzadek liniowy w przestrzeni
liczb zlozonych stosujac porzadek leksykograficzny. Zatem, dla dwoch
liczb ztozonych (a,|b,) i (a,|b,), mamy

(a1]b1)<(a,lb,) < a, <&, lub (a; = a, 1 b; <D,).
Zatozmy teraz, ze dany jest zbior P zawierajagcy n punktow na
ptaszczyznie. Punkty sg rézne, ale wiele punktow moze mie¢ takie same
wspotrzedne x lub y. Zastgpujemy kazdy punkt p:=(p,.,p,) przez nowy
punkt p’:=((p,Ip,).(PyIP,)), ktory ma liczby zlozone jako wartosci
wspolrzednych. W ten sposéb otrzymujemy nowy zbior P’ zawierajacy n
punktow. Pierwsze wspodlrzedne dowolnych dwoch punktow z P’ sa
rézne. To samo pozostaje prawda dla drugiej wspotrzedne;.



Przypus¢my teraz, ze chcemy poda¢ punkty, ktore leza w obszarze
R:=[Xy,X,]x[Y1,Y,]. TO znaczy, ze musimy rowniez okresli¢ obszar zapytania w
przestrzeni liczb ztozonych. Przeksztalcony obszar  jest definiowany w
nastepujacy sposob:

R’ 1= [(Xq]-00),(X,]+00) X[ (Y]-00),(y,| +90)].
Pozostaje do udowodnienia, ze nasze podejscie jest poprawne, to znaczy, ze

punkty z P’, ktore wyliczamy =zadajac pytanie odnosnie R’, doktadnie
odpowiadajg punktom z P, ktore lezag w R.

Lemat.

Niech p bedzie punktem a R prostokatnym obszarem. Wtedyp e R< p’ € R’.
Dowod.

Niech R:=[x;,X]x[y1y,] 1 p:=(p,.p,). £ definicji, p lezy w R wtedy I tylko
wtedy, gdy X; < p,< X, I 'y; < p,<y,. Latwo mozna zobaczy¢, ze zachodzi to

wtedy I tylko wtedy, gdy (X,|-0) < (p,[p,) < (X[+o0) I (y4]-0) < (py|p,) < (Y,[to0),
czyli wtedy i tylko wtedy, gdy p’ lezy w R’.



Zauwazmy, ze nie potrzeba faktycznie pamietac przeksztatconych pun-
ktow. Wystarczy pamietac tylko punkty ze zbioru P, pod warunkiem, ze
bedziemy porownywac ich wspotrzedne w przestrzeni liczb ztozonych.

Podejscie korzystajace z liczb ztozonych mozna rowniez zastosowaé w
wyzszych wymiarach.

Reasumujgc, tam, gdzie bedzie nam to potrzebne w celu stworzenia odpo-
wiedniej struktury danych, mozemy zaktadac, ze wszystkie wspotrzedne
punktow ze zbioru P sg rozne.



Kd drzewo

Kd drzewo to drzewo binarne, ktorego liS¢mi sa
punkty z P a wezlami wewngetrznymi - proste
rownolegte do osi uktadu wspotrzednych.
Synami wezta odpowiadajgcego prostej
pionowej sg wezly odpowiadajace prostym ®
poziomym I vice versa.

Jako korzen wybieramy prostg pionowg
przechodzaca przez punkt z danego zbioru
bedacy jego mediang wzgledem wspotrzednych
X-owych. Dzielimy dany zbiér na dwa
podzbiory, do ktorych nalezg punkty
odpowiednio nie wigksze od mediany 1 wigksze

od niej (operujemy na liczbach ztozonych). ®
Nastepnie w ten sam sposob dzielimy kazdy
podzbidr wzgledem y-ow itd.

Przyjmijmy, ze pionowa (pozioma) prosta

bedzie dzieli¢ zbior punktow P na zbior P,
punktow lezacych na prawo (powyzej) od tej
prostej 1 zbior P, ;=P —P,,.



procedure BUILDTREE(P,depth) e a h
If P zawiera tylko jeden punkt 1
then return li$¢ pamigtajacy ten punkt
else if depth jest parzyste h 5 ®

then podziel P pionowa prosta ®
| na zbiory P, 1 P, d 8 [
. . @ 0
else podziel P poziomg prostg
| na zbiory P, i P,;
v, < BUILDTREE(P,,depth+1); C g
V, <~ BUILDTREE(P,,depth+1);
stworz wezel v —ojca v, 1 v, oraz

zapamig¢ta) w nim ;
returnv



Niech Is(v) (rs(v)) oznacza lewego
(prawego) syna wierzchotka v, a obszar(1) e a h
jest obszarem, ktory dzieli prosta . 1

procedure SEARCHKD(v,R)
If v jest liSciem b
then if v € R then zwrdc v
else if obszar(Is(v)) c R ds
then zwro¢ wszystkie liscie pod- ° 9.
drzewa o korzeniu w Is(v)
else if obszar(ls(v)) przecina R C g
then SEARCHKD(Is(v),R)
if obszar(rs(v)) c R

then zwrd¢ wszystkie liscie pod-
drzewa 0 korzeniu w rs(v)
else if obszar(rs(v)) przecina R
then SEARCHKD(rs(v),R




Lemat.

Kd drzewo ma rozmiar liniowy wzgledem rozmiaru zbioru 1 mozna je zbudowac
w czasie O(n log n).

Dowaod.

Czas potrzebny na stworzenie kd drzewa jest opisany przez nast¢pujace rOwnania
rekurencyjne: T(n) = O(1) dlan =1 oraz T(n) = O(n) + 2T( n/2[) dlan > 1, czyli
T(n) = O(n log n).

Lemat.

Wykorzystujac kd drzewa, znalezienie wszystkich punktow z n-elementowego
zbioru P nalezacych do danego prostokata R wymaga czasu  O(~/n +K), gdzie k
jest liczbg znalezionych punktow.

Dowaod.

Policzmy, ile poréwnan potrzebujemy w celu znalezienia obszaréw przecietych
przez brzeg prostokata R. Obszary wewnatrz prostokata zawieraja elementy
zbioru, wigc jest ich O(k).

Rozwazmy jedng z prostych zawierajgcych bok prostokata R 1 stwoérzmy réwnania
rekurencyjne na liczbe porownan po wykonaniu dwoch krokow wyszukiwania.
Maja one postaé: Q(n)=0(1)dla n=1 oraz Q(n)=3+2Q ( n/4])dlan > 1, aich
rozwigzaniem jest Q(n)=0(n?). .



Konstrukcje kd drzewa mozemy uogolni¢ rowniez na wyzsze wymiary.

Dla n-elementowego zbioru punktow P trzymamy wtedy drzewo rozmiaru
O(n), ktore mozna skonstruowa¢ w czasie O(n log n).

Czas odpowiedzi na zapytanie o punkty nalezace do prostopadtoscianu R
w d wymiarowej przestrzeni wynosi O(k+n@1/d) sdzie k jest liczba
znalezionych punktow.



Drzewa obszarow (range tree).

Drzewa obszarow tworzymy nastepujaco:

Punkty z danego zbioru P uporzadkowane
wzgledem wspoélrzednych x-owych umie-
szczamy w lisciach wzbogaconego, zrow-
nowazonego drzewa poszukiwan binar-
nych T.

Dodatkowo kazdy wierzcholek v drzewa
T wskazuje na wzbogacone, zrOwnowa-
zone drzewo poszukiwan binarnych, w
ktorym wszystkie punkty poddrzewa
drzewa T o korzeniu v uporzadkowane sg
wzgledem wspoéirzednej y-owej.

W weztach drzewa T (oraz drzew
stowarzyszonych) pamigtamy wartos¢
wspotrzedne) x (y) wyznaczajgcej podzial
na prawe i lewe poddrzewa.

{# na przykladzie nie ma struktur
stowarzyszonych dla lisci ani wartosci
wspotrzednych w weztach #}




Niech X, (Y,,) oznacza odpowiednig wspot-
rz¢dng mediany zbioru. Niech H, 0znacza
strukture stowarzyszong dla zbioru P.

procedure BUILDRT(P)
If P zawiera tylko jeden punkt v
then stworz lis¢ w T i strukture Hy,
else podziel P na dwa zbiory P, i P,
wzgledem X, ;
V| < BUILDRT(P));
Vv, <~ BUILDRT(P));
stworz Hp, zapamigta) w niej punkty
1 ich wspotrzedne y-owe (scalanie);
stworz wezet v bedacy ojecem vy 1 v,
zapami¢taj w nim x,, 1 potacz z Hp ;
returnv

{# struktur Hy, nie ma na rysunku Z uwagi
na brak miejsca, w weztach powinny byc¢
wspotrzedne zamiast etykiet punktow #}




Niech R :=[X;,X,]x[Y1,Y,] oraz v, okresla we-
zel rozejscia si¢ $ciezek poszukiwania x; 1 X,.

procedure SEARCHRT(T,R)
znajdz v, ;
If v, jest lisciem
then sprawdz czy odpowiadajacy mu
punkt nalezy do R
else v « Is(v,);
while v nie jest lisSciem do
If x; <X,
then znajdz w strukturze stowarzy-
szonej dla rs(v) punkty z R;
V <« Is(V)
else v« rs(v);
sprawdz czy punkt z liScia jest w R ;
wykonaj symetryczne operacje do
powyzszych zaczynajac od v <— Is(V,);




Lemat.

Drzewo obszarow dla n-elementowego zbioru punktéw na ptaszczyznie

wymaga O(n log n) pamigci 1 moze zosta¢ skonstruowane rOwniez w czasie
O(n log n).

Lemat.

Znalezienie z pomocg drzewa obszardéw wszystkich punktéw z n-elementowe-
go zbioru P nalezacych do danego prostokata R wymaga czasu O(k + log? n),
gdzie k jest liczbg znalezionych punktow.

Konstrukcje drzewa obszaroOw mozna roOwniez rozszerzy¢ na wyzsze wymiary.

Dla n-elementowego zbioru P w d wymiarowej przestrzeni drzewo obszarow
ma rozmiar O(n log®?! n) i mozna je zbudowaé¢ w czasie O(n log?! n).
Odpowiedz na zapytanie o punkty nalezace do prostopadtoscianu R otrzy-
mujemy w czasie O(k + log® n), gdzie k jest liczba znalezionych punktow.



Kaskadowanie (cascading).

Jesli mamy dwa uporzadkowane zbiory liczb, z ktorych jeden jest
podzbiorem drugiego, to chcac wyszuka¢ w kazdym z nich ten sam
element nie musimy tego robi¢ dwukrotnie.

Zamiast tego, tworzac zbiory mozemy dodac¢ wskazniki taczace
odpowiednie pary elementow.

A

2 (4 15] 7]10]11

W taki sam sposob mozemy okresli¢ zaleznos$ci miedzy drzewami
stowarzyszonymi w strukturze drzewa obszarow.



Warstwowe drzewo obszarow (layered
range tree).

Na ostatnim poziomie wyszukiwania
zamiast drzew stowarzyszonych stosu-
jemy tablice z dowigzaniami pomi¢dzy
nimi.

Wskazniki z komorki zawierajgcej wartosc¢
v prowadza do najmniejszej nie mniejszej
niz v wartosci w kazdym z poddrzew.
Przechodzimy z tablicy do tablicy zgodnie
ze $ciezkg wyznaczong na poprzednim
poziomie wyszukiwania okreslajac
jednoczesnie elementy nalezace do zakresu
wyznaczonego przez ostatnig badang
wspotrzedna.

Wyszukiwanie binarne wykonujemy tylko
w tablicy odpowiadajgcej momentowi
rozejscia si¢ Sciezek wyszukiwan zakresu
dla poprzedniego poziomu.




Konstrukcje warstwowego drzewa obszardw mozna réwniez rozszerzy¢ na
wWyzsze wymiary.

Lemat.

Dla n-elementowego zbioru P w d > 2 wymiarowej przestrzeni warstwowe
drzewo obszarow ma rozmiar O(n log®! n) i mozna je zbudowaé w czasie

O(n log®! n). Odpowiedz na zapytanie o punkty nalezace do prostopadto$cianu
R otrzymujemy w czasie O(k + log?! n), gdzie k jest liczba znalezionych
punktow.



Drzewa przeszukiwan priorytetowych

(priority search tree). 2' .
O 6, )
Zaldézmy, ze prostokat R jest lewostronnie Yo
nieograniczony (R := [-o0,X]x[Y,Y5] )- 3. g
O
1 to
Niech p, bedzie punktem o minimalnej x- e 7

owe] wspotrzedney, a y,,, - mediang y-
owych wspotrzednych pozostatych
punktow.

Niech Py = {p € P-{p;}: ¥, <ynm}

oraz Py ={p € P-{P1}: ¥, > Y}
Tworzymy drzewo binarne T, ktorego
korzeniem jest p, a jego synami sg ko-
rzenie drzew stworzonych odpowiednio

dla zbiorow Py i P,. W weztach przecho-
wujemy informacje o wartosciach median.




Niech v, okresla punkt rozejscia sig Sciezek
poszukiwaniay, 1Yy, , a p(v) oznacza punkt
odpowiadajacy wierzchotkowi v. 2

procedure SEARCHPST(T, R)

znajdz v, ;

for kazdy wezet v na $ciezkach poszukiwan ®

Yy, 1Y, do 4
If p(v) € R then zwrde p(v) ; 1

for kazdy wezet v na $ciezce poszukiwan y,
w lewym poddrzewie v, do

If w v $ciezka poszukiwan idzie w lewo
then wyszukaj punkty nalezace do R
w poddrzewie o korzeniu w rs(v);

for kazdy wezet v na $ciezce poszukiwan y,
w prawym poddrzewie v, do

If w v $ciezka poszukiwan idzie w prawo
then wyszukaj punkty nalezace do R
w poddrzewie o korzeniu w Is(v);




Lemat.

Drzewo przeszukiwan priorytetowych dla n-elementowego zbioru P punktow na
ptaszczyznie uzywa O(n) pamiegci 1 mozna je zbudowac¢ w czasie O(n log n).

Lemat.

Wyszukiwanie punktow nalezacych do R w poddrzewie nieodwiedzonego syna
wezlta v na $ciezce poszukiwan y, lub y, wymaga czasu O(1+k,), gdzie K,
oznacza liczbe punktéw z R znalezionych w poddrzewie.

Dowaod.

Jesli wierzchotek w poddrzewie odpowiada punktowi z R, to wszystkie punkty
lezace na Sciezce z korzenia (syna v) do w tez s3 w R. Zatem liczba sprawdzen
jest proporcjonalna do liczby znalezionych punktow + sprawdzenia dla v (gdy
nie znaleziono zadnego punktu).

Lemat.

Stosujac drzewo przeszukiwan priorytetowych mozemy okresli¢c wszystkie
punkty z P nalezace do R w czasie O(k + log n), gdzie k jest liczbg znalezionych
punktow.



Drzewo przedziatow (interval tree).

Rozwazmy teraz przypadek, gdy zamiast punktow mamy do czynienia z n-ele-
mentowym zbiorem I pionowych lub poziomych odcinkow. Chcemy znalez¢
te z nich, ktdre przecinajg prostokat R := [X,X,]x[Y1,Y,]-

Te odcinki, ktore majg przynajmniej jeden koniec wewnatrz prostokata mo-
zemy znalez¢ wykorzystujgc wezesniej omowione struktury.

Dlatego teraz bedziemy tylko bada¢ odcinki przecinajgce przeciwlegle boki
prostokata. Zalozmy, ze I jest zbiorem odcinkow poziomych.

Niech X, bedzie mediang x-owych wspotrzednych koncéw odcinkow z 1.
Zdefiniujmy: I := {[x,, X, ] € 11 X <X s Iy 1= DX € 1 Xp <X <% 1

| = {Xp:Xi € 1 X <X}

Stworzymy drzewo binarne, ktoérego korzeniem bedzie x,, a jego synami beda
mediany (o ile istniejg) wierzchotkow ze zbiorow I, I |.. Z korzeniem wigzemy

dwie uporzadkowane (ku medianie) listy odpowiednio lewych i1 prawych
koncow odcinkow nalezacych do I... To samo robimy ze zbiorami I, 1 I..



procedure BUILDIT(I)

if 1= , o
then zwrd¢ pusty 1is¢ ° o ° .
else stworz wezel v i zapamietaj w ol 00te ° 8
nim X, ; .T. .7. .9_.

oblicz I, stworz uporzadkowane listy
lewych (L) i prawych (L,) koncow
odcinkow z I 1 podiacz je do v;

Is(v) <~ BUILDIT(l));

rs(v) <« BUILDIT(l));

return:;

Niech v, oznacza mediang x,, zapamig¢tang w 4)— @)~ 9)(9)
wezle v.



Szukamy odcinkow, ktore zawieraja

dowolny punkt g e [X;,X,]. , 6
e O
procedure SEARCHIT(v,q) O
If v nie jest lisciem ol oette >
thenifq<v, —37T° =9

then badaj liste L(v) zaczynajac od
najdalszego punktu; wypisuj
odcinki, do ktorych nalezy q,
a gdy sie skoncza — zatrzymaj;
SEARCHIT(Is(v),q);

else badaj liste L,(v) zaczynajac od (1,3)
najdalszego punktu; wypisuj
odcinki, do ktorych nalezy q,
a gdy sie skoncza — zatrzymaj;
SEARCHIT(rs(v),q);

)~ HI) ()

9)(9)



Lemat.
Drzewo przedziatow dla n-elementowego zbioru I poziomych odcinkow ma
lintowy rozmiar 1 wysokos¢ O(log n). Czas konstrukcji struktury wynosi O(n

log n).

Lemat.

Znalezienie wszystkich poziomych odcinkow z n-elementowego zbioru |
przecinanych dang pionowg prostg z wykorzystaniem drzewa przedzialow
wymaga czasu O(k+log n), gdzie k jest liczbg znalezionych odcinkow.

Jesli chcemy znalez¢ poziome odcinki przecinane przez pionowy odcinek
(bok prostokata R), to zamiast list L, I L, nalezy uzy¢ np. drzew przeszukiwan
priorytetowych.

Lemat.

Wszystkie poziome odcinki z n-elementowego zbioru | przecinane danym
pionowym odcinkiem mozemy znalez¢ z pomocg drzewa przedzialow w
czasie O(k + log? n), gdzie k jest liczbg znalezionych odcinkow.



Dzigkuje za uwage.



Cwiczenia 4.
1. Jak wyszukiwa¢ punkty w jednowymiarowym obszarze ?

2. Jak zdefiniowac liczby ztozone w wyzszych wymiarach ?

3. Udowodnij, ze czas odpowiedzi w kd drzewie na zapytanie o punkty
nalezace do kostki R w przestrzeni d-wymiarowej wynosi O(k+n(@-1)/d),
gdzie d jest stalg a k jest liczbg znalezionych punktow.

4. Czesciowe skojarzenie, to zbior punktow o okreslonej jednej (lub kilku)
wspotrzedne;.

a) Pokaz, ze dwuwymiarowe kd drzewo moze odpowiedzie¢ na zapytanie o
cze$ciowe skojarzenie w pesymistycznym czasie O(n2 + k), gdzie k jest
liczbg znalezio-nych punktow.

b) Wytlumacz, jak skorzysta¢ z dwuwymiarowego drzewa obszarow do od-
powiedzi na zapytanie o czgSciowe skojarzenie. Jaki jest w efekcie czas
zapytania ?

c) Opisz strukture danych, ktora korzysta z liniowej pamieci i rozwigzuje
dwuwymiarowe zapytanie o czesciowe skojarzenie czasie O(log n + k).
Jaki jest czas tworzenia struktury i1 odpowiedzi na klasyczne zapytanie ?



5. Zbuduj drzewo obszaréw dla n-elementowego zbioru P w przestrzeni d-
wymiarowej.
a) Jaki ma rozmiar i w jakim czasie mozna je zbudowac ?

b) W jakim czasie znajdujemy odpowiedz na zapytanie o punkty nalezace do
kostki R ?

6. Niech S, bedzie zbiorem n roztacznych péiprostych pionowych, a S,
zbiorem m roziacznych potprostych poziomych. Opisz algorytm zamiatania,
ktéry policzy w czasie O((n+m) log (n+m)) liczbe przecig¢ w S; U S.,.

7. W jaki sposob stworzy¢ listy pomocnicze w drzewie przedzialow w czasie
O(nlogn) ?

8. Niech P bedzie zbiorem n punktow na ptaszczyznie posortowanych
wzgledem wspotrzednej y. Pokaz, ze z posortowania P wynika, ze drzewo
przeszukiwan priorytetowych dla punktow z P mozna zbudowa¢ w czasie

O(n).



9. Ktorg z poznanych struktur danych mozna wykorzysta¢ do obstugi
dynamicznie zmieniajgcego si¢ zbioru punktow na plaszczyznie ? Jaki
bytby czas aktualizacji takiej struktury ?



