HOZDZIAL 22. PODSTAWOWE ALGORYTMY GRAFOWE

Byw. 22,6, Graf skierowany z zad. 22.3-2 i 22.5-2.

.’.2.3-.2. Zilustruj dziatanie przeszukiwania w giab dla grafu z rys. 22.6. Zat6z
z¢ w petli for w wierszach 5-7 procedury DFS wierzchotki F:] przeglqda:
ne w porzadku alfabetycznym i kazda lista sgsiedztwa jest uporzadkowana
alfabetycznie. Podaj dla kazdego wierzcholka czas jego odwiedzenia i prze-

| (worzenia oraz sklasyfikuj kazdg krawedz.

22.3-3. l’;)zdaj strukture nawiaséw przeszukiwania w glab pokazanego na
rys. 22.4.

22.3-4. Pokaz, ze krawedZ (u, v) jest

(a) krawedzig drzewows lub krawedziag w przéd wtedy i tylko wtedy, gdy
dlu] <d[v] < fv]< flu];

(b) krawedzig powrotng wtedy i tylko wtedy, gdy d[v] <d[u] < Slul< flv]

(¢) krawedzig poprzeczng wtedy i tylko wtedy, gdy d[v] < f[v] <dlu]l< f [ul.’

22.3-5. Pokaz, ze w grafie nieskierowanym sklasyfikowanie krawedzi (u, v) jako
kl':.lW(,‘dZi drzewowej lub krawedzi powrotnej zaleznie od tego, ktéra z krawg-
dzi (u, v) lub (v, u) jest napotykana jako pierwsza podczas przeszukiwania
w glab, jest réwnowazne sklasyfikowaniu krawedzi (u, v) zaleznie od kolej-
nosci typéw na liscie typéw w schemacie klasyfikacii. ’

22.3-6. Zapisz procedure DFS nierekurencyjnie, positkujac sie stosem.

.'tl..l-7T Podaj kontrprzyktad do hipotezy méwiacej, ze jesli istnieje Sciezka od
Wlt‘l'h‘h()lku u do v w grafie skierowanym G i jeli d[u] < d[v] w przeszu-
kiwaniu w glab grafu G, to wierzchotek v jest potomkiem wierzchotka u
W zbudowanym lesie przeszukiwania w glab.

22.3-8. Podaj kontrprzyktad do hipotezy moéwigeej, ze jeli istnieje Sciezka od
wierzchotka u do v w grafie skierowanym G, to w dowolnym p:l'zcszukiwnnlu
dostaniemy d[v] < f[u].

22,39, Zmodyfikuj kod procedury przeszukiwania w glab w taki sposéb, Zeby
/.m.slu'lu wypisana kazda krawgdZ grafu skierowanego G wraz z jej typem. Po.
}uu.. jakie zmiany sy potrzebne (gdyby cokolwiek musiato II)NNVIL"VI.IHR‘HN)IW)
jezeli G jest nieskierowany, :
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22.4. SORTOWANIE TOPOLOGICZNE

22.3-10. Wyjasnij, w jaki spos6b wierzchotek u w grafie skierowanym moze z0-
sta¢ jedynym wierzchotkiem w drzewie przeszukiwania w glab nawet wtedy,
gdy wierzchotek u ma w G zaréwno krawedzie wychodzace, jak i wchodzjce.

22.3-11. Pokaz, ze przeszukiwanie w glab moze by¢ uzyte do znajdowania spaj-
nych sktadowych w grafie nieskierowanym G oraz ze las przeszukiwania
w gtab sktada sie z tylu drzew, ile spéjnych sktadowych ma G. Doktadniej,
pokaz, w jaki spos6b zmodyfikowaé przeszukiwanie w giab, zeby kazdemu
wierzchotkowi v przypisaé calkowitoliczbowy etykiete cc[v] z przedzialu
[1, k] taka, ze cc[u] = cc[v] wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchotki u oraz
v sa w tej samej spéjnej sktadowej, a k jest liczba spdjnych sktadowych
grafu G.

x 22.3-12. Powiemy, ze graf skierowany G = (V, E) jest pojedynczo spéjny, jesli
dla wszystkich wierzchotkéw u,v € V z faktu u ~» v wynika, Ze istnieje
co najwyzej jedna prosta $ciezka z u do v w G. Podaj efektywny algorytm
sprawdzania, czy dany graf skierowany jest pojedynczo spojny.

22.4. Sortowanie topologiczne

W tym podrozdziale pokazemy, w jaki spos6b przeszukiwanie w glab moze byc¢
uzyte do wykonania sortowania topologicznego acyklicznych grafow skierowa
nych, zwanych z angielskiego dagami*. Sortowanie topologiczne dagu G
(V, E) polega na uporzadkowaniu wszystkich jego wierzchotkéw w taki spo
s6b, ze jesli graf G zawiera krawedZ (u, v), to w tym porzadku wierzcholek u
wystepuje przed wierzchotkiem v. (Jesli graf nie jest acykliczny, to takie upo
rzgdkowanie nie jest mozliwe). Na sortowanie topologiczne grafu mozna spojrzec
juk na umieszczanie jego wierzcholkéw na linii poziomej w taki sposdb, zeby
wszystkie krawedzie bylty skierowane od strony lewej do prawe;. Sortowanie to
pologiczne rézni si¢ zatem od zwyczajnego sortowania omawianego w czedei 11,
Skierowane grafy acykliczne stosuje si¢ czesto do okreSlania kolejnofci wy
konywania czynno$ci. Na rysunku 22.7 wida¢ przyktadowy graf kolejnodei wyko
nywania czynnosci zwigzanych z porannym ubieraniem si¢ profesora Bumsteada,
Profesor musi zaktada¢ pewne czeéci garderoby przed innymi (np. skarpetki przed
butami). Inne czesci garderoby mogg by¢ zaktadane w dowolnej kolejnofei (np.
skarpetki i spodnie). W dagu z rys. 22.7(a) krawedZ skierowana (u, v) 0znacza,
Jo czeéé garderoby u musi zostaé zatozona przed czg¢scig v. Dowolne uporzyd
kowanie topologiczne tego grafu podaje zatem kolejnoé¢ zaktadania skladowych
ubloru, Na rysunku 22.7(b) wida¢ posortowany topologicznie dag z wierzchol

* Dag jest slowem powstalym z plerwszych liter stéw directed acyclic graph; tym zwigzlym
ukredleniem bedziemy sig odtgd ezgato postugiwad (przyp. thum,)
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v, 22,7, (n) Kiedy profesor Bumstead ma zamiar si j
‘ A [ g ste amiar si¢ ubraé, sortuje topologicznie czgsei jej
;:: ,I ; n‘l;yl. ,l::/,idn sk:(c);ozurl:u .l:jrnwg:di (1, v) oznacza cz¢§¢ garderoby 5, ktgra musi fo::azv;?{gig::
#g8¢1y v. Obok kazdego wierzchotka 54 pokazane czasy i i ia i
ipbely v . § Y Jego odwiedzenia -
M w przeszukiwaniu w glab. (b) Ten sam graf’ posortowany topologicenie. Jego “:icg;ﬁlt;(l:z:q

uporzgdkowane malejgco wzgledem czasg i Z
) ] “ASOW przetworzenia. Zauw: 7 i
skierowane prowadzy od strony lewej do prawe;j. G N

kumi'upnrzqdkowanymi na linii poziomej w taki Sposob, ze wszystkie krawedzie
- 8y skierowane od strony lewej do prawe;.

| Nastepujacy prosty algor tm stuz i i
P y algorytm stuzy do sortowania topologicznego danego
'l'()l'()l4()(31(‘Al.—S()RT(G)

Wstaw kazdy wierzchotek v na poczatek listy, kiedy tylko zostanie
przetworzony

3 return lista wierzchotkéw

t -

Na rysunku 22.7(b) wierzchotki pos iczni
’ posortowane topologicznie wystepuia w dwrot
fym porzadku wzgledem ich czaséw przetworzenia, RPN mode
Sortowanie topologiczne mozna wykona¢ w czasie OV + E), poniewns

preeszukiwanie w glab zabiera czas ©(V + E), a czas ot 0t
e , S wstawienia k
wierzchotkéw na poczatek listy wynosi O(1). nia kazdego z | V|

W celu udowodnienia poprawno§ci / /
i\ SCl Powyzszego algorytmu, uzyjemy naste-
Wjgeego lematu churuktcryzujqccgo acykliczne grafy skierowane. s .
MAT 22,11

iraf skierowany ¢ Jest grafem acyklic;
. YKlicznym witedy i tylko witedy, gdy przy prze-
sukiwaniu w glab grafu G nie pojawiajy sie krawgdzie powmmc.g il
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22.4. SORTOWANIE TOPOLOGICZNE

Rys. 22.8. Dag do ilustracji sortowania topologicznego.

DowoDp
= Zal6zmy, 7e istnieje krawedZ powrotna (u, v). Wtedy wierzchotek v jest przod-
kiem wierzchotka u w lesie przeszukiwania w glab. Zatem w grafie G istnieje
Sciezka od v do u, ktéra uzupelniona krawedzig (u, v) daje cykl.

<= Zal6zmy, ze graf G zawiera pewien cykl c. Pokazemy, ze w przeszuki-
waniu w glab grafu G pojawia sie krawedz powrotna. Niech v bedzie pierwszym
odwiedzanym wierzcholkiem z cyklu ¢ i niech (1, v) bedzie krawedzig poprzedza-
Jacq wierzchotek v w cyklu ¢. W kroku d[v] istnieje Sciezka z v do u zawierajyca
tylko biate wierzchotki. Z twierdzenia o bialej §ciezce wynika, ze wierzchotek u
staje si¢ potomkiem v w lesie przeszukiwania w glab. Dlatego (u, v) jest krawg-
dzig powrotna. ¢

TWIERDZENIE 22.12
Algorytm TOPOLOGICAL-SORT(G) sortuje topologicznie acykliczny graf skie-

rowany G.

DowoD

Zal6zmy, ze algorytm DFS jest wykonywany dla danego dagu G = (V, E) w ce-
lu policzenia czaséw przetworzenia jego wierzchotkéw. Wystarczy pokazaé, e
dla kazdej pary réznych wierzchotkéw u, v € V, jesli w grafie G istnieje krawgd?
(,v),to flv] < flu]. Rozwazmy krawedZ (u, v) badang w procedurze DFS((),
Kiedy ta krawed? jest badana, wierzchotek v nie moze by¢ szary poniewaz wiedy
v bytby przodkiem u i krawedz (u, v) byltaby krawedzig powrotng, wbrew lema-
towi 22.11. Dlatego wierzchotek v musi byé albo biaty, albo czarny. Je§li wierz-
cholek v jest biaty, to zostaje potomkiem wierzchotka u,astgd flv] < flu). Jesli
wierzcholek v jest czarny, to znaczy, ze byl juz badany i warto$¢ f[v] zostala juz
ustalona. Poniewaz badanie jest nadal prowadzone z u, jeszeze nie zostala usta-
lona wartod¢ f[u], o jak to juz zostanie zrobione, bedziemy mieli flv] « flu].
Stad dla kazdej krawedzi (u, v) w dagu mamy f[v] < flu], co konezy dowdd
iwlerdzenia, +




