17.4. TABLICE DYNAMICZNE

racji, przez size; — rozmiar tablicy po i-tej operacji, a przez ®; — odpowiedni
potencjat tablicy. Poczgtkowo mamy nutmg = 0, sizep = 0 oraz & = 0.

Jedli i-ta operacja TABLE-INSERT nie wymusza powigkszenia tablicy, to
size; = size;_|, a koszt zamortyzowany operacji wynosi

G=c¢+ 9 —Piy
=1+ (2 num; — size;) — (2 - num;_; — size; 1)
=1+ (2 - num; — size;) — 2(num; — 1) — size;)
=3

Jezeli natomiast i-ta operacja powoduje powigkszenie tablicy, to wéwczas mamy
size; = 2 - size;_y 1 Size;_y = num;_) = Rum; — 1, skad wynika, ze size; =
—2 . (num; — 1). Tak wiec koszt zamortyzowany jest réwny

G=c+P—Pi
= num; + (2 - num; — size;) — (2 - num;_ — size;_1)
= nuny; + (2 - num; — 2 - (num; — 1)) — (2(num; — 1) — (num; — 1))
= num; + 2 — (num; — 1)
=3.

Na rysunku 17.3 s pokazane wartosci nun;, size; Oraz ®, jako funkcje i. Zwrd¢
uwage, jak jest ,zuzywany” potencjal na zaplacenie za operacje’ powigkszenia
tablicy.

17.4.2. Powiekszanie i zmniejszanie tablicy

W ramach implementacji operacji TABLE-DELETE wystarczy usuwaé podany ele-
ment z tablicy. Jesli jednak wspétczynnik zapelnienia tablicy bardzo si¢ zmniej-
52y, dobrze bedzie zmniejszy¢ rozmiar tablicy, aby nie zawyza¢ nadmiernie ob-
szaru niewykorzystanej, lecz zajgtej pamigci. Zmniejszanie tablicy jest podobne
do jej powigkszania: gdy liczba elementéw maleje poniZej pewnej granicy, przy-
dziclamy tablicy nowy, mniejszy obszar pamigci i kopiujemy jej zawarto$é do
fepo nowego obszaru, Pamigé zajmowana dotychczas przez tablice zostaje w ten
spos6b zwolniona i zwrécona do systemu zarzadzania pamiecig. Bedziemy dazy¢
do zachowania nastepujacych dwéch wiasnosci:

e waspGlezynnik zapelnienia tablicy dynamicznej jest ograniczony z dofu przez
pewng staly,

e koszt zamortyzowany kazdej operacji na tablicy jest ograniczony z gory przez
staliy,

Przyimujemy, ze koszt mozna mierzyé za pomocy liczby elementarnych operaciji
watnwienin ub usuniget
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Rys. 17.3. Wynik dziatania ciggu n operacji TABLE-INSERT na liczby: num; elementow w tallicy

size; komorek w tablicy oraz potencjal ®; = 2 - num; — size;, mierzone po wykonaniu | (¢
operacji. Cienka linia oznacza num;, przerywana linia pokazuje size;, a gruba linia — potencjal b,
Zauwazmy, Ze tuz przed powigkszeniem tablicy warto$¢ potencjatu jest réwna liczbie elementon
w tablicy, mozemy wigc za jego pomocg oplacié koszt skopiowania wszystkich elementéw do nowe|
tablicy. Zaraz potem potencjat maleje do 0, lecz jego wartosé natychmiast wzrasta 0 2 w wyniku
wykonania elementarnego wstawienia elementu, kiéry spowodowal powickszenie tablicy.

Naturalng strategia powigkszania i zmniejszania tablicy jest podwojenic (¢
rozmiaru, gdy prébujemy wstawié¢ element do wypetnionej tablicy, oraz zmnie|
szenie rozmiaru o potowg, jesli usunigcie elementu wywola zmniejszenic wupiil
czynnika zapelnienia ponizej 1/2. Taka strategia gwarantuje, ze wspolczynnik
zapelnienia tablicy nie jest nigdy mniejszy niz 1/2, lecz niestety dopuszcsn
do$¢ duzy koszt zamortyzowany operacji. Rozwazmy nastepujacy scenariis
Wykonujemy n operacji na tablicy T, gdzie n jest doktadng potegy 2. PMlerw
szych n/2 operacji stanowig wstawienia, ktérych taczny koszt (zgodnic 7 1
szg wczeSniejsza analizg) wynosi ®(n). Po wykonaniu tych n/2 operaci iy
num[T] = size[T] = n/2. Niech pozostalych n/2 operacji stanowi nastepufiy
ciag:

LD, L, LB DY L

gdzie I oznacza wstawienie, a D usunigcie elementu. Pierwsze wstawienie i
woduje powigkszenie tablicy do rozmiaru n. Nastgpne dwic operacje sty

cia powodujg zmniejszenie tablicy z powrotem do rozmiaru /2. Dwa kol
wstawienia ponownie pociggajg za sobg powickszenie tablicy itd, Koszl kusde

go powigkszenia i zmnicjszenia wynosi @(n). Wykonujemy w sumie (1) (vl
operacji, zatem ljezny koszt powyzszego ciggu n operaci jest rowny G (n') St
koszt zamortyzowany pojedyncze) operacji wynost G(n)
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Wada tej strategii jest do§¢ oczywista: po powigkszeniu wykonujemy za ma-
to operacji usuniecia, aby zrekompensowaé koszty zmniejszenia. Podobnie po
zmniejszeniu, nie wykonujemy do§é wstawien, aby wyréwna¢ wydatki zwigzane
z powigkszaniem.

Mozemy ulepszyé te strategi¢ kosztem dopuszczenia sytuaciji, w ktorej wspot-
czynnik zapelnienia maleje ponizej 1/2. Nadal bedziemy podwaja¢ rozmiar ta-
blicy w przypadku, gdy prébujemy wstawi¢ element do pelnej tablicy. Natomiast
zmniejszenie rozmiaru o polowe bgdziemy wykonywal dopiero wtedy, kiedy
wspblczynnik zapelnienia zmaleje ponizej 1/4, a nie ponizej 1/2 jak poprzednio.
Wsp6tezynnik zapelnienia tablicy nadal jest wigc ograniczony z dotu przez stata,
lecz teraz bedzie to 1/4. Po wykonaniu powigkszenia tablicy jej wspdiczynnik
zapelnienia jest réwny 1/2. Zanim bedzie mozna w tej sytuacji wykona¢ ope-
racje zmniejszenia rozmiaru tablicy, trzeba bgdzie najpierw usunaé potowe jej
zawarto$ci, bo zmniejszenie jest dozwolone dopiero wéwczas, gdy wspotczynnik
zapelnienia maleje ponizej 1/4. Po zmniejszeniu rozmiaru tablicy wspétczynnik
zapetnienia jest rtéwny 1/2. Zanim wigc zostanie wykonane powigkszenie rozmia-
ru tablicy, trzeba podwoié liczbe jej elementéw, poniewaz operacja powigkszania
jest dopuszezalna tylko w sytuacji, w ktérej wspétczynnik zapelnienia przekro-
czy 1.

Nie podajemy tutaj implementacji operacji TABLE-DELETE, poniewaz jest
ona analogiczna do operacji TABLE-INSERT. Do celéw analizy wygodnie bedzie
przyjaé, ze jedli liczba elementéw w tablicy maleje do 0, to pamig¢ przydzielona
(ablicy jest zwalniana. Oznacza to, Ze je§li num[T] = 0, to size[T] = 0.

Uzyjemy teraz metody potencjatu do analizy kosztu ciggu n operacji TABLE-

INSERT i TABLE-DELETE. Zdefiniujemy najpierw funkcje potencjatu @ réwng
() zaraz po wykonaniu operacji powigkszenia lub zmniejszenia tablicy, a przyra-
stajaca, jesli wspotczynnik zapetnienia wzrasta do 1 lub maleje do 1/4. Oznacz-
my wspélczynnik zapelnienia niepustej tablicy T przez «(T') = num[T']/size[T].
I"zyjeliémy, 7ze dla pustej tablicy 7 mamy num[T]| = size[T] = 0 oraz (T) = 1,
wice dla kazdej, takze i pustej, tablicy T zachodzi réwno$¢ num([T] = «(T) -

size| T). Zdefiniujemy nast¢pujaco funkcje potencjatu:

9. T — siz s
D(T) = [u num[T] — size[T], jesli a(T) = 1/2, (17.6)

size[T1/2 — num[T],  je$li a(T) < 1/2.

Znuwazmy, ze potencjat pustej tablicy jest réwny O oraz Ze potencjal jest za-
waze nieujemny. Sumaryezny koszt zamortyzowany ciagu operacji ze wzgledu @
lanowi zatem gorne ograniczenie ich faktycznego kosztu.

Zanim przejdziemy do §cistej analizy, przyjrzymy si¢ wlasno$ciom funkcji
potencialu, Jezeli wspolezynnik zapelnienia jest rowny 1/2, to warto$¢ potencjatu
wynost 0, Kiedy wapdlezynnik ten osigga 1, zachodzi réwnos¢ size[T'] = num|[T'],
potenc)al jest wige wiedy rowny (1) « num| 1], co wystarczy na zaplacenie
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Rys. 17.4, Wynik dzialania ciggu »n operacji TABLE-INSERT oraz TABLE-DELETE na liczby: num;
elementéw w tablicy, size; komérek wehodzacych w jej sktad oraz potencijat

& 2. num; — size;  jeSli o = 1/2,
P sizei /2 — num; jesli o < 1/2,

mierzone po wykonaniu i-tej operacji. Cienkg linia oznaczono num;, przerywang — size;, a gruby
— potencjat ®;. Zauwazmy, ze tuz przed powickszeniem tablicy warto§é potencjalu jest réwna
liczbie elementéw w tablicy, mozZemy wiec za jego pomoca oplacié koszt skopiowania wszystkich
elementéw do nowej tablicy. Podobnie, tuz przed zmniejszeniem tablicy potencjat zréwnuje si¢
z liczbg jej elementéw,

za koszty powigkszenia tablicy, jeSli zajdzie taka potrzeba. Jesli z kolei wspol-
czynnik zapelnienia jest réwny 1/4, to mamy size[T] = 4 - num[T], wiec zn6w
®(T) = num[T], czyli wystarczy potencjalu na oplacenie wydatkéw na opera
cj¢ zmniejszenia tablicy. Na rysunku 17.4 wida¢ zmiany potencjatu dla pewnego
ciggu operacii.

Aby przeanalizowa¢ ciag n operacji TABLE-INSERT i TABLE-DELETE, Wp1o
wadZmy nastgpujace oznaczenia: niech ¢; oznacza faktyczny koszt i-tej operacii, ¢
bedzie jej kosztem zamortyzowanym wzgledem potencjatu &, num; niech oznaczi
liczbg elementéw znajdujacych si¢ w tablicy po i-tej operacji, size; — liczbe ko
moérek wehodzacych wtedy w sklad tablicy, «; — jej wsp6tczynnik zapetnienia po
i-tej operacji, a ®; — potencjat po i-tej operacji. Poczgtkowo numyg = 0, sizeq = (),
g = 1 oraz &y = 0.

Rozwazmy najpierw przypadek, w ktérym i-tg operacjq jest TABLE-INSER']
Jesli oy = 1/2, to analiza przebiega tak samo jak dla powigkszania tablicy opi
sanego w podrozdz. 17.4.1. Niezaleznie od tego, czy dochodzi do powickszenin
tablicy czy nie, koszt zamortyzowany ¢; operacji nie jest wickszy niz 3, Jezeli na
tomiast ;- < 1/2, to tablica nie moze ulec powigkszeniu, bo zdarza sie to tylko

wiedy, pdy w;, oo 1 Jedl zachodzi réwnie’ o, /2, 10 koszt zamortyzowany I
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i-tej operacji wynosi

G=c+P —Diy
— 1 + (size; /2 — num;) — (size;—1/2 — num;_1)
= 1 + (size; /2 — num;) — (size; /2 — (num; — 1))
= 0.

Je$li oy < 1/2,ale o; = 1/2, t0

G =0+ & — Py
=1+ (2 - num; — size;) — (sizei—1/2 — num;_1)
=1+ Qnum;_; + 1) — size;_1) — (sizei_1/2 — num;_y)

3
=3 num;_1 — Esize,-_l +3

. B
= 3a;_ySizei—1 — Es:zej_l +3

3. 3.
< —size;_1 — Eszzef,l +3

2
= 8.
Koszt zamortyzowany operacji TABLE-INSERT nie przekracza wigc 3.
Zajmijmy si¢ teraz analizg sytuacji, w ktorej i-ta operacjg jest TABLE-
DELETE. W tym przypadku num; = num;_ — 1. Jesli o, < 1/2, to musi-
my rozwazy¢, czy operacja powoduje zmniejszenie rozmiaru tablicy. Jeéli nie, to
size, = size;_1, a koszt zamortyzowany i -tej operacji wynosi
€ =8 +P; — Py
— 1 + (size; /2 — num;) — (size;1/2 — num;_1)
= 1 + (size; /2 — numy) — (size; /2 — (num; + 1))
=2
Jezeli natomiast @ < 1/2 oraz i-ta operacja powoduje zmniejszenie rozmiaru
tiblicy, to jej faktyczny koszt wynosi ¢; = num; + 1, poniewaz usuwamy je-
den oraz kopiujemy num; elementow. Zachodzg przy tym réwnosci size;/2 =
size; /& = num;_y = num; -1, wobec tego koszt zamortyzowany i-tej operacji
WYnosi
€y Cy | (I,I ' (])I |
(- 1) - (size; /2 — nung) (size; /2 — num; )
Gy 1 Dy & (G o1 1y = naeny) (2 num, & 2) — (numy 1))
l,

Y. T
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Jedli i-ta operacja jest TABLE-DELETE, a przy tym o;_; > 1 /2, to koszt za-
mortyzowany jest takze ograniczony przez staly. SzczegGtowa analiza zostata
pozostawiona jako zad. 17.4-2,

Podsumowujac, koszt zamortyzowany kazdej operacji jest ograniczony przez
stala, faktyczny koszt ciggu n operacji na tablicy dynamiczne; wynosi wigec O(n).

ZADANIA

17.4-1. Przypu$émy, ze chcemy zaimplementowaé dynamiczng tablice z haszo-
waniem z wykorzystaniem adresowania otwartego. Dlaczego lepiej trakto
waé tablicg jako wypetniona juz wtedy, gdy jej wspélczynnik zapetnienia
osigga pewng ustalong warto§¢ « mniejsza od 1? Opisz pokrétce, jak za
gwarantowaé, ze oczekiwany czas zamortyzowany operacji wstawiania do
dynamicznej tablicy z haszowaniem z wykorzystaniem adresowania otwar
tego jest O(1). Dlaczego warto$é oczekiwana faktycznego kosztu operacji
wstawiania nie musi byé dla wszystkich wstawien réwna O(1)?

17.4-2. Wykaz, ze jesli i-ta operacjg na tablicy dynamicznej jest TABLE-DELETI!
oraz «;—; = 1/2, to koszt zamortyzowany tej operacji wzgledem funkcji
potencjatu (17.6) jest ograniczony przez stala.

17.4-3. Przypusémy, ze zamiast dwukrotnego zmniejszania rozmiaru tablicy w sy
tuacji, gdy jej wspétczynnik zapeinienia maleje ponizej 1/4, zmniejszamy
jej rozmiar, mnozac go przez 2/3, jesli jej wspdtezynnik wypelnienia malcje
ponizej 1/3. Uzyj funkcji potencjatu

D(T) = |2 num|[T] — size[T]|,

by wykazag, Ze przy uzyciu tej strategii koszt zamortyzowany operacji TABLI
-DELETE jest ograniczony przez statg.

Problemy

17-1. Licznik binarny z odwréconymi bitami
W rozdziale 30 oméwimy wazny algorytm zwany szybkim przeksztatceniem 1o
uriera (FFT, ang. Fast Fourier Transform). Pierwszy krok tego al gorytmu stanowi
wykonanie permutacji odwracajacej bity na tablicy A[0..n — 1] o diugodci
n = 2* dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej k. Polega to na zamianie mig|
scami elementéw, kt6rych indeksy zapisane binarnie majy wzajemnie odwrdcone
bity.
Kazdy indeks a mozna zapisa¢ jako k-bitowy ciag (@, ap s, ..., ay), pdzie
k1
a =y a; 2", Zdefiniujmy operacje rev, nastepujyeo:
el

li'\'h‘{lf; 1y €dg .5, ,N“:)) l.:lh;.f“. vy L |_:‘.




