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ROZDZIAL 20. KOPCE FIBONACCIEGO -

20.2-3. Wykaz, ze je$li wykonujemy tylko operacje kopca mlczalnego’ t
symalny stopiefi wgzla D(n) W n-wezlowym kopcu Flbonacciego hie Mak.
kracza |lgn). Prze.

20.2-4. Profesor McGee obmyslil nowg strukturg danych opartg na Kopeach
nacciego. Kopiec profesora ma taka samg strulsfun; jak kopiec Fibonac }bO-
i umozliwia wykonywanie wszystkich operacji kopca zigczalnegy, lc‘ego
mentacja tych operacji jest taka sama jak dla kopcéw F'bonacciegomple'
réznica, ze przy wstawianiu elementu i faczentu dwéch kopcéw v b t:: L

kroku skracamy liste korzeni, wywolujac procefiun: CONSOLIDATE Ja]l?
sa W najgorszym przypadku czasy wykonywania poszczeg6lnych Operacs
w takiej strukturze? Na ile nowatorski jest pomyst profesora? I

20.2-5. Uzasadnij, ze je§li jedynymi operacjami na kluczach s3 por6wnanij gy, 6ch
kluczy (jak ma to miejsce we wszystkich przedstawionych w tym royg,; i
implementacjach), to nie wszystkie operacje kopca zigczalnego MOg3 dzigtyg

w czasie zamortyzowanym O(1).

20.3. Zmniejszanie wartosci klucza i usuwanie wezia

W tym podrozdziale pokazujemy, jak zmniejszaé wartoS¢ klucza w wezle kopey
Fibonacciego w czasie zamortyzowanym O(1) oraz jak usuwa¢ dowolny weze}
z n-wezlowego kopca Fibonacciego w czasie zamortyzowanym O (D(n)). Jesli
stosujemy te operacje, to nie mamy gwarancji, ze wszystkie drzewa w kopcu Fi-
bonacciego beda nieuporzadkowanymi drzewami dwumianowymi. Beda jednak
na tyle do nich zblizone, ze maksymalny stopien wgzia D(n) da si¢ oszaco-
waé jako O(lgn). Z oszacowania tego bedzie wynikaC to, ze procedury Fis-
-HEAP-EXTRACT-MIN i FIB-HEAP-DELETE dzialaja w zamortyzowanym cza-
sie O(lgn).

Zmniejszanie wartosci klucza

W przedstawionym ponizej pseudokodzie operacji FIB-HEAP-DECREASE-KES{
zakladamy jak poprzednio, ze usunigcie wezla z listy nie zmienia zawartosci
zadnych p6l w strukturze reprezentujacej usuwany wezel.

FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x. k)
1 if k > key[x]
then error ,nowa warto$¢ klucza jest wieksza niz biezaca”

2

3 key[x] < k

4 y <« plx]

5 if y # NIL i key[x] < key[y]
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then if mark[y] = FALSE
then mark|y] < TRUE
else CUT(H, v, 2)
CASCADING-CUT(H, z)

(= R R

ura F1B-HEAP-DECREASE-KEY dziala nastgpujaco. W wierszach 1-3 jest

wdzane, czy nowa warto$¢ klucza nie jest wigksza niz biezacy klucz w wezle

¢, anastgpnie jest zapisywany w x nowy klucz. Jesli x jest korzeniem lub key[x] =

keylyl, gdzie y jest ojcem x, to nie ma potrzeby zmian w strukturze kopca,

poniewai porzqdek kopcowy nie zostal naruszony. Warunek ten jest sprawdzany
w wierszach 4-5.

Jesli porzadek kopcowy zostal naruszony, to w kopcu moze zaj$¢ wiele
smian. Najpierw jest odcinany wezel x w wierszu 6. Procedura CuT ,,0dcina”
polaczenie miedzy x a jego ojcem Yy, czynigc x korzeniem.

W celu otrzymania zapowiadanego oszacowania czasu wykonywania operacji
s3 wykorzystywane pola mark. W kazdym wezle przechowuja one maty fragment
jego historii. Przypusémy, ze z wezlem x dzialy si¢ nastgpujace rzeczy:

1. W pewnej chwili x byl korzeniem.
2. Nastepnie x zostal dofaczony do innego wezia.
3. Potem od x zostalo odcietych dwoch jego synow.

Zaraz po utracie drugiego syna wezel x zostaje odciety od swojego ojca i zostaje
nowym korzeniem. Pole mark[x] ma warto§¢ TRUE, jesli zaszly zdarzenia P
oraz zostat odciety jeden z synéw x. W wierszu 4 procedury CUT pole mark[x] i
P'?ij“je zatem warto§é FALSE, poniewaz nastgpuje wilaénie zdarzenie 1. (Wi-
dnm.y teraz, dlaczego w wierszu 3 procedury FIB-HEAP-LINK pole mark[y]
Przyjmuje wartos¢ FALSE: wezel y zostaje dolaczony do innego wezla, zachodzi




o

wiec zdarzenie 2. Nastgpnym razem, kiedy zostanie odcigty syn wepy,
mark(y] przyjmie warto$¢ TRUE). Ys Pole

To jeszcze nie koniec, poniewaz X mogl by¢ drugim synem odcie
swojego ojca y, liczac od chwili, kiedy y zostal dolaczony do innegotym od
W wierszu 7 procedury Fip-HEAP-DECREASE-KEY jest zatem na weg, Wealy,
konywana operacja odcigcia kaskadowego. JeSli y jest korzeniem, to SPra:v »y-
nie warunku w wierszu 2 procedury CASCADING-CUT powoduje jedynje ze.
z wywolania. Je§li y nie jest zaznaczony, to w wierszu 4 zostaje Zaznac .
poniewaz jego pierwszy syn sostal wlaénie odcigty, po czym nastgpuije poz\?:y’
z wywolania. Je§li natomiast y jest zaznaczony, to ozqacza, ze utracit op whag 6t
drugiego syna; w wierszu 5 y zostaje odcigty, a w wierszu 6 nastgpuje rekur'ne
cyjne wywolanie procedury CASCADING-CUT dla wezla z bedacego ojcemen.
Rekurencyjne wywolania procedury CASCADING-CUT ,.wedrujg” w ten posgb
w gére drzewa, az do napotkania korzenia lub niezaznaczonego wezla,

Po wykonaniu wszystkich kaskadowych odcig¢ procedura FIB-HEap.p
CREASE-KEY koficzy dzialanie, uaktualniajac (jesli trzeba) warto$¢ minjp,
w wierszach 8-9. Jedynym wezlem ze zmieniong wartoscig klucza jest x, kigre.
go klucz zostal zmniejszony. Nowym weziem minimalnym jest zatem POprzedni
wezel minimalny albo x.

Na rysunku 20.4 wida¢ przebieg dwoch wywolan procedury FIB-Hgap.
-DECREASE-KEY, zaczynajac od kopca Fibonacciego z rys. 20.4(a). W pierw-
szym wywolaniu, przedstawionym na rys. 20.4(b), nie ma kaskadowych odcieg.
W drugim, widocznym na rys. 20.4(c)—(e), wystepuja dwa kaskadowe odciecia,

Wykazemy teraz, ze zamortyzowany koszt operacji FIB-HEAP-DECREASE-
-KEY wynosi tylko O(1). Zaczniemy od wyznaczenia kosztu faktycznego. Czas
dzialania procedury FIB-HEAP-DECREASE-KEY jest staly, jeSli nie liczy¢ cza-
su spedzonego na wykonywaniu kaskadowych odcigé. Przypu$émy, ze w trak-
cie wykonywania procedury FIB-HEAP-DECREASE-KEY nastgpilo ¢ rekuren-
cyjnych wywotari procedury CASCADING-CUT. Kazde wywolanie procedury
CASCADING-CUT zajmuje czas staly, jeSli pominag¢ wywolania rekurencyjne. Za-
tem faktyczny koszt procedury FIB-HEAP-DECREASE-KEY, Zz uwzglednieniem
wszystkich wywotan rekurencyjnych, wynosi O(c).

Obliczymy teraz zmian¢ potencjatu. Oznaczmy przez H kopiec Fibonaccie-
g0 tuz przed operacja FIB-HEAP-DECREASE-KEY. Przy kazdym rekurencyjoym
wywolaniu procedury CASCADING-CUT, z wyjatkiem ostatniego, jest odcinany
zaznaczony wezel i polu mark jest nadawana warto$§¢é FALSE. Na koricu mamy
t(H) + c drzew (poczatkowych t(H) drzew, ¢ — 1 drzew utworzonych pree:
kaskadowe odciecia oraz drzewo o korzeniu x) i co najwyzej m(H) —¢ T 2 2%
znaczonych weziéw (c — 1 wezléw przestato byé weziami zaznaczonymi podczas
kaskadowych odcigé, a ostatnie wywotanie procedury CASCADING-CUT moglo
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gys. 204 Dwa wywolania procedury FiB-HEAP-DECREASE-KEY. (a) Poczatkowy kopiec Fibonac-
iego. (b) Klucz 46 zostaje zmniejszony do wartosci 15. Zawierajacy go wezel staje si¢ korzeniem,
2jeg (z kluczem 24), ktory poprzedmo byl niezaznaczony, zostaje zaznaczony. (c)—(e) Klucz
35 zostaje zmniejszony do wartosci 5. W czgsct (¢) wezel zawierajacy teraz klucz 5 staje si¢ ko-
zeniem. Jego ojciec, z kluczem 26, jest zaznaczony, wiec nastgpuje kaskadowe odciecie. Wezel
; Kluczem 26 zostaje odciety od swojego ojca i staje si¢ niezaznaczonym korzeniem w czgScCi
(d). Poniewaz wezel z kluczem 24 jest réwniez zaznaczony, nastgpuje kolejne kaskadowe odcig-
cie. W czesci (e) rysunku wezel ten zostaje odciety od swojego ojca i staje si¢ niezaznaczonym
rorzeniem. Kaskadowe odcinanie zatrzymuje si¢ w tym punkcie, poniewaz wezel z kluczem 7 jest
korzeniem. (Nawet gdyby nie byi, seria odcigé skoficzylaby sig, poniewaz wezel ten jest niezazna-
czony). Czg5€ (e) przedstawia otrzymany w wyniku operacji FiB-HEAP-DECREASE-KEY kopiec
Fibonacciego, w kt6rym wskaZnik min| H)] wskazuje na nowy wezel minimalny.

ieg0 0jCieC

spowodowa¢ zaznaczenie wezia). Zmiana potencjatu nie przekracza zatem

(¢(H) +c¢)+2(m(H) —c +2)) — (t(H) +2m(H)) =4 —c.

Zamortyzowany koszt operacjl F1-HEAP-DECREASE-KEY wynosi wigc co naj-
wyzej

O(c)+4—c=0(),

poniewaz mozemy tak przeskalowa¢ jednostki potencjatu, by zdominowaly stalg
ukryta w wyrazeniu O (c). 459 8
Wida teraz, dlaczego w definicji funkcji potencjatu wystapil sktadnik réwny
Podwojonej liczbie zaznaczonych weziéw. Kiedy zaznaczony wezel y zosta
Cigty w trakcie kaskadowego odcinania, jego polu mark zostaje nadana warto§¢
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FALSE, potencjal zmniejsza si¢ wigc 0 2. Jedna jednostka potencjaty p,
koszt odciecia i wyzerowania bitu zaznaczenia, a dn.lga r6wn9wazy jednosti a
wzrost potencjatu zwigzany z tym, ze wezel y zostaje korzeniem. bl

Usuwanie wezia

Nietrudno usunaé dowolny wezet z n-wezlowego kopca Fibonacciego w Zamo,
tyzowanym czasie O(D(n)). Realizuje to ponizsza proc.:edura. Zaldadamy, o
w kopcu Fibonacciego nie ma aktualnie klucza o warto$ci —oo.

FiIB-HEAP-DELETE(H, x)
1 FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, —00)
2 FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)

Procedura FIB-HEAP-DELETE jest podobna do BINOMIAL-HEAP-DELETE. Robj
ona z x wezel minimalny, nadajac mu mniejsza niz wszystkie pozostale war.
to§¢ klucza —oo. Wezel x zostaje nastepnie usunigty z kopca Fibonacciegy
za pomocg procedury FIB-HEAP-EXTRACT-MIN. Zamortyzowany koszt opera-
cji FIB-HEAP-DELETE jest sumg wynoszacego O(1) zamortyzowanego koszty
FIB-HEAP-DECREASE-KEY i wynoszacego O(D(n)) zamortyzowanego kosz-
tu FIB-HEAP-EXTRACT-MIN. Poniewaz w podrozdz. 20.4 przekonamy sie, ze
D(n) = O(gn), koszt zamortyzowany operacji FIB-HEAP-DELETE wynosj
O(lgn).

Z.ADANIA

20.3-1. Przypusémy, ze korzei x w kopcu Fibonacciego jest zaznaczony. Wyja-
$nij, jak mogto do tego doj$¢. Uzasadnij, ze z punktu widzenia analizy fakt,
iz x jest zaznaczony, nie ma znaczenia, chociaz nie jest on weziem, ktéry
byl wczeséniej dotagczony do innego, a péZniej stracil jednego syna.

20.3-2. Uzasadnij oszacowanie O(1) zamortyzowanego kosztu operacji FIB-
-HEAP-DECREASE-KEY jako $redni koszt przypadajacy na jedng operacjg,
stosujac metode¢ kosztu sumarycznego.

20.4. Oszacowanie maksymalnego stopnia

Aby udowodnié, ze zamortyzowany koszt operacji FIB-HEAP-EXTRACT-MIN
i FIB-HEAP-DELETE wynosi O(lgn), musimy wykazaé, ze gérne ogranicze-
nie D(n) na stopiefi dowolnego wezia w n-weztowym kopcu Fibonacciego jest
réwne O(lgn). W mys$l zadania 20.2-3, jesli wszystkie drzewa w kopcu Fibo-
nacciego s3 nieuporzadkowanymi drzewami dwumianowymi, to D(n) = L8 nJ.
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