Zadanie

Zaprojektuj strukturg danych, ktora umozliwia wydajne wykonywanie nastepujacych operacji
na dynamicznym zbiorze S ztozonym z liczb catkowitych, z ktorych kazda ma przypisana
wage catkowitoliczbowg:

Ini(S):: S := @; {operacja wykonywana tylko raz na samym poczqtku}

zmien wage i na w

Interval(i):: podaj pare 1, p taka, ze 1 <1 <p oraz dla kazdego k € {l, I+1, ..., p} mamy
keS/I-1¢S,p+t1l ¢S

{operacja ta jest wykonywana tylko dla i € S; polega na wyznaczeniu maksymalnego
przedzialu kolejnych liczb catkowitych ze zbioru S, do ktérego nalezy i}

Weight(i):: podaj sume wag elementow z przedziatu Interval(i)
{ operacja ta jest wykonywana tylko dlai € S }

Zaprezentujemy dwa rozwigzania. Pierwsze jest koncepcyjnie trudniejsze, ale pozwala lepiej
zrozumie¢ Wzbogacanie i struktur¢ drzew BST. Drugie rozwigzanie jest koncepcyjnie
tatwiejsze, ale wymaga uzycia dwoch drzew.

Rozwiazanie 1

Elementy zbioru S przechowujemy w zrownowazonym drzewie wyszukiwani binarnych (np.
AVL, czerwono-czarnym) wzgledem ich wartosci. Dodatkowo z kazdym weztem pamigtamy
jego wage. To oczywiscie wystarczatoby do wykonywania operacji Insert w czasie O(log |S]),
ale mamy jeszcze dwie dodatkowe operacje Interval oraz Weight. W tym celu wzbogacimy
nasze drzewo. Kazdy wezet w drzewie bedzie miat trzy dodatkowe atrybuty:

W_Sum — suma wag elementéw w poddrzewie
el_count — liczba elementow (weztow) w poddrzewie

min_el — minimalny element w poddrzewie (ostatni na skrajnie lewej $ciezce w tym
poddrzewie)

max_el — maksymalny element w poddrzewie (ostatni na skrajnie prawej sciezce w tym
poddrzewie)

Po wstawieniu nowego elementu nalezy przejs¢ w gore drzewa i poprawic¢ wartosci atrybutow
na $ciezce do korzenia. Zauwazmy, ze wartos¢ W_sum zmieni si¢ w kazdym wezle o roznice
nowej i starej wagi elementu i, argumentu Insert. Gdy i nie ma w drzewie, do w_sum
dodajemy wage i. Po zaktualizowaniu wartosci atrybutow przywracamy zrOwnowazenie
drzewa za pomoca rotacji. Zauwazmy, ze aktualizacja warto$ci atrybutdw przy pojedynczej
rotacji mozliwa jest do wykonania w czasie statym. Zatem Insert(i,w) wykonujemy w czasie
O(log |S)).



Operacja Interval(i) polega na znalezieniu maksymalnego podzbioru zbioru S sktadajacego
si¢ z kolejnych liczb catkowitych zawierajacego 1. Podzbiér wyznaczamy wskazujac
odpowiednio | i p — najmniejszy i najwigkszy element w tym podzbiorze. Innymi stowy
szukamy maksymalnego przedziatu liczb catkowitych [I,p], ktore naleza do S. Po pierwsze i
musi naleze¢ do zbioru S. Wyszukujemy wezet v zawierajacy 1. Gdy takiego wezta nie ma
odpowiadamy, ze przedziat [L,p] jest pusty. Pokazemy teraz, w jaki sposob znalez¢
najmniejsze takie | w zbiorze S, ze 1, 1+1, ..., i s3 w S. Symetrycznie szukamy najwicksze
takie p, ze 1, i+1, ..., p sa w S. Pomocna bedzie funkcja RightInterval(v) (podobnie
Leftinterval(v)), ktora w poddrzewie o korzeniu v znajduje najmniejsze takie 1’ (najwigksze
tkaie p’), ze w tym poddrzewie znajduja si¢ elementy I’, I’+1, ..., v.max_el (v.min_el,
v.min_el+1, ..., p’). Funkcje RightInterval(v) mozna zapisa¢ rekurencyjnie jak nastepuje:

RightInterval(v)::
{
consider one of the cases{
V nie ma dzieci: return v.el;
v ma tylko prawe dziecko: if v.prawy.max_el = v.el + v.prawy.el_count then return v.el
else return Rightinterval(v.prawy);
v ma tylko lewe dziecko: if v.lewy.max_el + 1 = v.el then return Rightinterval(v.lewy)
else return. v.el;
v ma dwoje dzieci: if v.prawy.max_el = v.el + v.prawy.el_count then
if v.lewy.max_el + 1 = v.el then return RightInterval(v.lewy)
else return v.el
else return Rightinterval(v.prawy)
}
Czas dziatania RightInterval(v) wynosi O(wys. poddrzewa o korzenu v).

Zeby obliczy¢ teraz lewy koniec | przedziatu zawierajacego i rozwazamy kolejno wezty vo =
V, V1, V2, ... na$ciezce z v do korzenia drzewa oraz takie, ze Vo.el =i > vi.el > va.el ....

Jesli v nie ma lewego dziecka, to bierzemy | =1i. Jesli v ma lewe dziecko oraz v.lewy.min_el +
v.lewy.el_count =i, to bierzemy | = v.min_el. Jesli v jest korzeniem catego drzewa,
konczymy obliczanie 1. W przeciwnym razie sprawdzamy, czy lewy koniec przedziatu nie
moze by¢ mniejszy. W tym celu idziemy do wezta vi. Jesli okazalo si¢ jednak, ze

lewy.min_el + v.lewy.el_count < i, to lewy koniec przedziatu zawierajacego i jest po prostu w
poddrzewie o korzeniu v. Gdy v.lewy.max_el + 1 <, to i jest tym lewym koncem. W
przeciwnym przypadku lewym koncem jest RightInterval(v.lewy). Nasze obliczenia
konczymy w wezle v.

Zatozmy teraz, ze przetworzyliSmy wezty Vo, Vi, ..., Vj-1, jesteSmy W wezle vj oraz ze
wszystkie elementy z przedziatu [vj.1.min_el,i] s3 w zbiorze S (w drzewie).



Terazsprawdzamy, czy lewy koniec przedzialu zawierajacego i moze by¢ mniejszy. Musimy
rozwazy¢ Kilka przypadkow:

vj.el + 1 < vj.1.min_el: wynikiem jest | = vj.1.min_el
vj.el +1 =vj1.min_el:

vj nie ma lewego dziecka: jesli vj jest korzeniem calego drzewa, to konczymy z | =
vj.el, w przeciwnym razie idziemy do vj+1

vj ma lewe dziecko:

vj.lewy.min_el + vj.lewy.el_count = vj.el: jesli vj jest korzeniem drzewa to
konczymy z | = vj.lewy.min_el, w przeciwnym razie idziemy do Vj:1;

vj.lewy.min_el + vj.lewy.el_count < vj.el:
I’ := vj.el; jesli vj.lewy.max_el + 1 = I’ to I’ := RightInterval(v;.lewy);
konczymy z1=1"

Weztéw do rozpatrzenia jest O(log |S|). Tylko dla co najwyzej jednego z nich wywotujemy
RightInterval. Stad poszukiwanie lewego konca 1 zabiera czas O(log |S]). W takim samym
czasie znajdujemy prawy koniec p.

Jesli znamy lewy i prawy koniec maksymalnego przedziatu z S zawierajgcego i, to sumg wag
na elementach tego przedziatu liczymy podobnie jak maksimum z podciagu o indeksach od |
do p z przyktadu w wyktadu:




Liczymy sum¢ wag elementéw w pomaranczowych weztach i warto$ci w_sum z korzeni
pomaranczowych poddrzew.

Rozwiazanie 2

Zbior S reprezentujemy za pomocg dwoch drzew zréwnowazonych A i B. W drzewie A
przechowujemy elementy zbioru S wraz z wagami. W drzewie B przechowujemy
maksymalne przedzialy elementow ze zbioru S wraz z sumg wag elementow w przedziatach.
Przedziaty w drzewie sg uporzadkowane wzgledem lewych koncow (rowne dobrze mozna
wzig¢ prawe konce). Z pomoca drzewa A tatwo sprawdzamy, czy element i jest w zbiorze
oraz aktualizujemy jego wage. Jesli element i jest w S, to z pomoca drzewa B znajdujemy
przedziat zawierajacy I oraz zmieniamy sume wag elementow w tym przedziale 0 roznice
miedzy nowa i starg wagg elementu i. Jezeli i nie bylo w S, to do drzewa A wstawiamy
element i raz z waga, tworzymy nowy przedziat [a=i,b=i] o sumie wag s rownej wadze 1.
Nastegpnie wykonujemy, co nastepuje:

- jesli w B jest przedziat [a’,i-1] 0 wadze S°, to usuwamy ten przedziat z B i za a bierzemy a’
natomiast s przyjmuje warto$¢ s +s’;

- jezeli w B jest przedziat [i+1,b’] 0 wadze s’’, to usuwamy ten przedziat z B i b ustawiamy
na b’ natomiast za s bierzemy s + s’’;

- wstawiamy przedziat [a,b] wraz z sumg wag jego elementéw S do B.

Wykonanie operacji Interval(i) oraz Weight(i) polega na wyszukaniu w B przedziatu
zawierajgcego I.

Czas dziatania poszczeg6lnych operacji wynosi O(log |S|) — koszt operacji na
zrownowazonym drzewie wyszukiwani binarnych.



