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postaci drzewa podezas wykonywania ciggu instrukeji INSERT i DELETE,
Na przyklad, jezeli wykonujemy ciag instrukcji DELETE, ktore usuwajy
wicrzchotki tylko z lewej strony drzewa, to bez okresowego przywracania
drzewu zrownowazonej postaci, otrzymalibySmy drzewo niezréwnowazone,

Znanych jest kilka sposobdéw utrzymywania drzew w postaci zréwnowa-
zonej. Niektore z nich pozostawiaja strukturze drzewa spora dowolnoS$c,
np. liczba wierzchotkéw w drzewie o wysokosci i moze by¢ dowolng liczby
z przedzialu od 2" do 2"** lub 3". Metody takie pozwalajg do co najmnicej
dwukrotnego zwickszenia liczby wierzchotkéw w poddrzewie, zanim zaj-
dzie potrzeba dokonania zmian w tej czgdci drzewa, ktdra znajduje sig
powyiej korzenia danego peddrzewa.

Omoéwimy dwie metody tego typu oparte odpowiednio o 2 - 3 drzewa
i AVL drzewa. Poniewaz algorytmy dzialajace na 2 - 3 drzewach sg fatwiej-
sze do zrozumienia, wigc w tekscie omdéwimy wlasnie te algorytmy.
Natomiast algorytmy oparte o AVL drzewa, ktére sa zresztg podobne do
algorytmow dla 2 -3 drzew, przenosimy do éwiczen.

DErINICIA. 2 -3 drzewem nazywamy drzewo, w ktérym kazdy wierz-
cholek nic bedacy lisciem ma 2 lub 3 nastgpniki oraz kazda iciezka od
korzenia do lifcia ma te sama dlugoéé. Na przyklad, drzewo zloZone

ofofclo IO,

Rys. 4.26. 2 -3 drzewa

z jednego wierzcholka jest 2 - 3 drzewem. Rysunek 4.26 przedstawia dwa
2 - 3 drzewa o szeSciu lisciach.

Nastepujacy lemat wiaze liczbe wierzchotkéw 1 lisei 2 - 3 drzewa 7z jego
wysokoscia.
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LeMAT 4.6. Niech T bedzie dowolnym 2 -3 drzewem o wysokosei h.

Liczba wierzcholkéw drzewa T nalezy do przedziatu miedzy 2"*' —1i 3"+ —
1)/2, a liczba lisci do przedzialu miedzy 2" i 3".
Dowdd. Zwykla indukcja wzgledem 4. O

Liniowo uporzadkowany zbiér S moZzna reprezentowaé za pomocg
-3 drzewa w ten sposdb, ze elementy zbioru S przyporzadkowujemy
lisciom drzewa. Element przyporzadkowany lisciowi / oznaczamy przez
#/[{]. Istnieja dwie podstawowe metody przyporzadkowywania elementow
lisciom; ktorej z nich nalezy uzyé, zalezy od rozwaZanego zastosowania.

Jezeli uniwersum mozliwych elementéow jest znacznie wigksze niz
liczba faktycznie uzywanych elementéw oraz drzewo ma stuzyé jako stow-
nik, to wowcezas przewaznie wigZzemy elementy z lis§émi w porzadku rosnacym
od lewej strony drzewa do prawej. W kazdym wierzchotku v, ktéry nie jest
lisciem, zapisujemy dwie dodatkowe informacje, L[v] i M[v]. L[v] jest
najwigkszym clementem zbioru S w poddrzewie, kitdrego korzeniem jest
lewy nastepnik wierzchotka v; M[v] jest najwigkszym clementem zbioru S
w poddrzewie, ktérego korzeniem jest drugi (od strony lewej) nastepnik
wicrzcholka v (zob. rysunek 4.26).(*) Wartodci L i M, ktore sa przypo-
rzadkowane wierzchotkom, umozliwiajg poszukiwanie elementu w dizewie
w sposOb analogiczny jak przy poszukiwaniu binarnym (poszukiwanie
rozpoczyna si¢ oczywiscie od korzenia). Czas potrzebny do znalezienia ele-
mentu jest proporcjonalny do wysokoséci drzewa. Zatem, jezeli dany n-ele-
mentowy zbidr reprezentujemy w opisany sposob jako 2 -3 drzewo, to
wowczas instrukcje MEMBER mozna wykonaé w czasie O(logn).

Natomiast przy drugiej metodzie przyporzadkowywania elementéw
lisciom, na porzadek, w jakim te elementy sa przyporzadkowywane nie
naklada sig¢ zadnych ograniczen. Metoda ta jest szczegdlnie przydatna do
implementacji instrukcji UNION. Jednak, aby méc wykonaé instrukeje
takie jak DELETE, trzeba wprowadzi¢ dodatkowy mechanizm pozwalajacy
majdowad 1i$¢ reprezentujacy dany element. Jezeli elementami zbiordw sa

(1) Przewainie modyfikuje si¢ nieco znaczenie atrybutu Mr]. Mianowicie,
przyimuje sig, ze M [v] jest niezdefiniowane, jezeli wierzcholek v ma tylko dwa nasiep-
niki. Jezeli wierzchotek v ma trzy nastepniki, to wtedy za M [v] przyjmuje si¢ wartosé
#lefiniowana w tekécie. Upraszcza to trochg modyfikacje atrybutow L i M podczas
wstawiania i usuwania elementu (przyp. thum.).
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