Zadania domowe z Analizy I — seria III

3 kwietnia 2019

Pisemne rozwigzania zadan nalezy zostawi¢ w mojej skrzynce najpézniej w
srode 17 kwietnia o 14. Wszystkie zadania nalezy rozwigzywac samodzielnie.

Zadanie 1. Niech (W, R) bedzie relacjg dobrze ufundowang. Udowodnij, ze ist-
nieje liczba porzagdkowa « oraz funkcja rk : W — « taka, ze dla dowolnych
z,y € W jesli zRy, to rk(z) < rk(y) (rk(z) nazywamy ranga porzadkowsq ele-
mentu x).

Zadanie 2. Niech M bedzie zbiorem przechodnim i zalézmy, ze j : (M,e) —
(M, €) bedzie silnym homomorfizmem (tzn. z € y wtedy i tylko wtedy, gdy
j(z) € j(y)). Pokaz, ze jesli j # id, to j[M] # M.

Jak wyzej, ten sam argument pokazuje, ze nie ma nietrywialnych silnych

homomorfizméw z Vna V.

Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Przez L[A] mamy na mysli klase zdefi-
niowang jako J,com LalA], gdzie:

o Loy[A] = 0.

o Lot1[A] = {X C Ly[A] | X jest definiowalny w(L,[A],€, AN L,[A])}.

e Lo[A] =U, ., L,[A4] dla a granicznych.

Zadanie 3. Niech A = AN L[A]. Wykaz, ze L[A] = L[A].

Moéwimy, ze liczba kardynalna « jest silnie nieosiggalna jesli spetnia naste-
pujace dwa warunki:

e Dla dowolnego A C «jesli |A| < k, to | Z(A)| < k. (s jest silnie granicz-
na).

e Dladowolnego A C kjedli|A| < k, toistnieje 5 € k taka, Ze dla dowolnego
a € A zachodzi nier6wnoé¢ o < . (k jest regularna).



Zadanie 4. Udowodnij, Ze jesli & jest silnie nieosiggalna, to V,; jest modelem
ZFC. (Wystarczy pokazaé, ze spelnia aksjomaty zbioru potegowego, sumy i
schematy wyrézniania i zastepowania).

Zadanie 5. Zalézmy, ze M jest zbiorem przechodnim takim, ze (M, ¢) = ZF.
Niech o = sup{8 € M | [ jestliczba porzadkowa }. Wykaz, ze L, C M.

Nota bene ten sam argument pokazuje, ze jesli M jest klasg przechodnig, to
LCM.

W natepnym zadaniu pracujemy w jezyku z dodatkowym symbolem funk-
cyjnym j.

Zadanie* 6. Zalézmy, ze M jest klasg przechodnig, a j : V' — M jest nietry-

wialnym zanurzeniem elementarnym (tzn. Vay, ..., z, [¢(Z) = ¢(j(z))"] oraz

j #id). Wykaz, ze V # L.



