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Pisemne rozwiązania zadań należy zostawić wmojej skrzynce najpóźniej w
środę 17 kwietnia o 14. Wszystkie zadania należy rozwiązywać samodzielnie.

Zadanie 1. Niech (W,R) będzie relacją dobrze ufundowaną. Udowodnij, że ist-
nieje liczba porządkowa α oraz funkcja rk : W → α taka, że dla dowolnych
x, y ∈ W jeśli xRy, to rk(x) < rk(y) (rk(x) nazywamy rangą porządkową ele-
mentu x).

Zadanie 2. Niech M będzie zbiorem przechodnim i załóżmy, że j : (M, ε) →
(M, ε) będzie silnym homomorfizmem (tzn. x ∈ y wtedy i tylko wtedy, gdy
j(x) ∈ j(y)). Pokaż, że jeśli j 6= id, to j[M ] 6= M .

Jak wyżej, ten sam argument pokazuje, że nie ma nietrywialnych silnych
homomorfizmów z V na V .

Niech A będzie dowolnym zbiorem. Przez L[A] mamy na myśli klasę zdefi-
niowaną jako

⋃
α∈Ord Lα[A], gdzie:

• L0[A] = ∅.

• Lα+1[A] = {X ⊂ Lα[A] | X jest definiowalny w(Lα[A],∈, A ∩ Lα[A])}.

• Lα[A] =
⋃
γ<α Lγ [A] dla α granicznych.

Zadanie 3. Niech Ā = A ∩ L[A].Wykaż, że L[Ā] = L[A].

Mówimy, że liczba kardynalna κ jest silnie nieosiągalna jeśli spełnia nastę-
pujące dwa warunki:

• Dla dowolnego A ⊂ κ jeśli |A| < κ, to |P(A)| < κ. (κ jest silnie granicz-
na).

• Dla dowolnegoA ⊂ κ jeśli |A| < κ, to istnieje β ∈ κ taka, że dla dowolnego
α ∈ A zachodzi nierówność α < β. (κ jest regularna).
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Zadanie 4. Udowodnij, że jeśli κ jest silnie nieosiągalna, to Vκ jest modelem
ZFC. (Wystarczy pokazać, że spełnia aksjomaty zbioru potęgowego, sumy i
schematy wyróżniania i zastępowania).

Zadanie 5. Załóżmy, że M jest zbiorem przechodnim takim, że (M, ε) |= ZF.
Niech α = sup{β ∈M | β jest liczbą porządkową }.Wykaż, że Lα ⊆M .

Nota bene ten sam argument pokazuje, że jeśliM jest klasą przechodnią, to
L ⊆M .

W natępnym zadaniu pracujemy w języku z dodatkowym symbolem funk-
cyjnym j.

Zadanie∗ 6. Załóżmy, że M jest klasą przechodnią, a j : V → M jest nietry-
wialnym zanurzeniem elementarnym (tzn. ∀x1, . . . , xn

[
φ(x̄) ≡ φ(j(x̄))M

]
oraz

j 6= id). Wykaż, że V 6= L.
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