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Zadanie 1. Wykaz, ze RCA, dowodzi dla dowolnej formuly ¢ € X, ze jesli
dla dowolnego n istnieje k takie, ze ¢(n, k), to istnieje funkcja f taka, ze dla
dowolnego n zachodzi ¢(n, f(n)).

Rozgalezienie drzewa T jest ograniczone przez f wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego s € T s ma co najwyzej f(|s|) potomkéw (gdzie |s| oznacza
dtugosc s).

Zadanie 2. Wykaz, ze RCA, dowodzi réwnowaznoéci nastepujacych zdan:

e JesliT C {0,1}<N jest drzewem nieskoriczonym, to 7' ma gatgz.”

e Jesli T C N<Njest drzewem nieskoriczonym i istnieje funkcja f : N — N
taka, Ze rozgalezienie T jest ograniczone przez f, to T’ ma galgz.”

Zadanie 3 (Wlasnos¢ Darboux funkdji cigglych). Wykaz, ze RCA, dowodzi, ze
jesli f jest funkcja ciggla o dziedzinie w odcinku [0, 1] i wartoéciach w R taka,
ze f(0) <01 f(1) > 0, to f ma miejsce zerowe.

Zadanie 4. Pokaz w RCA,, ze jedli istnieje drzewo nieskoriczone T' C {0, 1}V,
ktore nie ma nieskoriczonej galezi, to istnieje funkcja ciggta f : [0,1] — R, ktéra
nie jest ograniczona. Podpowiedz: skorzystaj z konstrukcji zbioru Cantora.

Przez aksjomat wyboru dla formut arytmetycznych mamy na mysli sche-
mat:

YnaXo(n, X) — AXVnf(n, X,),

gdzie ¢ jest formulg bez kwantyfikatoréw drugiego rzedu, a przez X,, mamy
na mysli zbidr z takich, ze (n,z) € X (jesli dany zbidr jest zbiorem kodéw par
liczb (n, k), to mozemy o nim myslec jako o rodzinie zbiorow indeksowanych

Zadanie 5. Pokaz, ze ACA( nie dowodzi arytmetycznego aksjomatu wyboru.
Wskazéwka: pomyél o arytmetycznych predykatach spelniania.



Zadanie® 6 (Zadanie dodatkowe). Pokaz, Ze arytmetyczny aksjomat wyboru
jest konserwatywny nad ACA dla formut I1%_, tzn: ACA( z arytmetmetycznym
aksjomatem wyboru dowodzi tych samych zdan pierwszego rzedu, co ACA,.



