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1. Logika zdan

1.1. Skladnia

Ustalmy pewien zbiér Var jako zbidr zmiennych zdaniowych.

Notacja. Zwykle zmienne sa oznaczane jako p,q,r,... albo p1,po, p3, ale nie ma wymogu, by
zbiér Var byl przeliczalny.

Definicja 1.1.1. Zbiér Form formul logiki zdarn nad zbiorem zmiennych Var (oznaczamy Form),
to najmniejszy zbiér Z spelniajacy warunki:

1. Var C 7,
2. Dla kazdego ¢ € Z zachodzi —p € Z,
3. Dla dowolnych ¢, ¢ € Z, (9 A9), (p V), (¢ = ¥), (¢ & ¢) € Z.

Uwaga. Oficjalnie traktujemy formuty jako skonczone ciggi symboli, tj. elementéw zbioru Var Ul
{—,A,V,=,<}. Przykladowo, —¢ to ciag, w ktérym poczatkowy symbol to —, a nastepnie
(i 4+ 1)-szy symbol jest tozsamy z i-tym symbolem w ¢.

Uwaga. Zwykle stosujemy konwencje notacyjne:
e wyrzucamy zewnetrzne nawiasy, piszac np. p A ¢ zamiast (p A q).
e kolejnoé¢ spojnikéw: — wigze mocniej niz A, V, a one mocniej niz =, <
e pomijamy nawiasy w ciagach koniunkcji i ciagach alternatyw, piszac np. pAgAr A s zamiast
(((pAg)AT)As)
Stwierdzenie 1.1.2 (indukcja po budowie formuly). Niech zbiér W C Form spelnia: Var C W;
“peW dlapeW; (potp) € W dla ¢,7p € W oraz o € {\,V,=,<}. Wtedy W = Form.

Dowdd. Wprost z definicji zbioru formut. O
Lemat 1.1.3 (o jednoznacznosci odczytania). Kazda formula ma dokladnie jedng z postaci:

1. zmienna,
2. =@ dla jednoznacznie wyznaczonej p,
3. (po) dla jednoznacznie wyznaczonych ¢, i o.

Dowdd. To, ze kazda formuta ma ktéras z tych postaci, wynika z definicji Form. Dla jednoznacz-
nosci wystarczy pokazaé, ze jesli (po1)) = (n*€),to ¢ =n, 1» =& io =% W tym celu wystarczy
pokazaé, ze zadna formuta nie jest wlasciwym odcinkiem odcinkiem poczatkowym innej formuty.
Przez indukcje po budowie formuty dowodzimy:
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a) w kazdej formule jest tyle samo lewych i prawych nawiasow.
b) wlasciwy odcinek poczatkowy formuly jest postaci = ... = (by¢ moze pusty) lub zawiera wiecej
lewych niz prawych nawiaséw.

O
Uwaga. Mozna by definiowaé¢ formuly jako drzewa. Na przyktad:

=
VRN
((FpAq)=r): //\\ '
- q

/

p

Whniosek 1.1.4. Poprawne jest definiowanie funkcji przez indukcje po budowie formuly:

dla uprzednio danych funkcji g1, 92, ga, - - -, Ges -

1.2. Semantyka

Definicja 1.2.1. Wartosciowanie to dowolna funkcja v : Var — {0, 1}.

Definicja 1.2.2. Niech v bedzie danym wartosciowaniem. Wartoscig formuly ¢ przy wartoscio-
waniu v jest 7(p) dla funkcji 7 zdefiniowanej przez indukcje po budowie formuly:

e 7(p) = v(p) dla p € Var,

e v(-p) =1-7(p),

e U(pNY) =D(p) V(1),

e U(p V) =max(V(p), 7(1)),

e U(p = ¢) =max(1 —7(p), 7(v)),

e U(p )= (1+7(p) +7(¢)) mod 2.

Fakt 1.2.3. Niech p1,...,pn bedg wszystkimi zmiennymi wystepujgcymi w formule ¢. Wiedy
Jesli vl gpy,.pn} = Wpr,.pa}s 10 V() = W(p).
Definicja 1.2.4.

o v = (v spelnia @), jesli U(p) = 1.
e Jedli T zbiér formul (inaczej: teoria), to v =T (v spelnia T'), jesli v |= ¢ dla kazdego ¢ € T.
o T | ¢ (p wynika semantycznie z T), jesli dla kazdego v takiego, ze v = T, zachodzi v |= .
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e o jest tautologiq, jesli @ = ¢ (piszemy | ¢).
e o jest spelnialna, jesli istnieje v takie, ze v = .
e 0,1 sa logicznie réwnowazne, jesli = ¢ < 1.

Przyktad. 1. =pV —p,

2. = (p=p) =p

3. Eg=(—q=q),

4. (p = q) jest logicznie réwnowazne (—p V q).

Uwaga. W sytuacji takiej jak w punkcie 4. méwimy, ze jeden sp6jnik (w tym wypadku =) jest
definiowalny za pomoca innych spéjnikéw (tutaj — i V). Niekiedy bedziemy chcieli przyjmowac,
ze oficjalny zbidr sp6jnikéw jest mniejszy niz zwyczajowe {—, A, V, =, <} (np. {—,V}), a spdjniki
definiowalne za pomoca ,oficjalnych” stuza wylacznie do skrotowego zapisywania formul (np. jesli
oficjalnym zbiorem sp6jnikéw jest {—, V}, to (¢ = 1) mozna traktowaé jako skrétowy zapis dla

(7 V).

1.3. Dowody

Naszym systemem dowodowym bedzie rachunek sekwentow.

Definicja 1.3.1. Sekwent to napis postaci I' — A, gdzie I', A to skonczone ciagi formut (I'i A
nazywamy cedentami).

Uwaga. Zamierzona interpretacja sekwentu I' — A moéwi, ze koniunkcja wszystkich formut z I’
implikuje alternatywe wszystkich formut z A. Poniewaz pusta koniunkcja jest zawsze spetniona,
a pusta alternatywa — nigdy, to sekwent — ¢ orzeka, ze zachodzi p, a sekwent ¢ — orzeka, ze
zachodzi —¢. Ponadto, pusty sekwent, — | nigdy nie jest spelniony.

Definicja 1.3.2. Dowdd formuly ¢ to ciag sekwentow Si, ..., .5, taki, ze S, jest postaci — ¢,
a dla 1<i<n sekwent S; powstaje z (niektérych sposréd) Sy, ..., Si—1 za pomoca jednej z regut
rachunku sekwentéw (lista regul jest ponizej).

Dowdd formuly ¢ z teorii T (ew. na podstawie T') to ciag sekwentéw jak wyzej, z tym, ze Sy, jest
postaci I' — ¢, gdzie I' C T

Notacja. T F ¢ oznacza: . ma dowod z T7.

1.3.1. Reguly rachunku Sekwentéow

przestanki

—
S1...5
S

konkluzja

postaé reguty:



Aksjomat

T =0 (aksjomat)

Reguly strukturalne

F17§07wa1—\2 — A ( . L) r —>A17§07w7A2 ( . R)
wymiana: wymiana:
Ti Ty — A T — ALY, A,
r _>A> ) L .
L ?: Z :i (Scigganie:L) T A, i 4 (Sciaganie:R)
F,(I;i:ﬁ (ostabianie:L) % (ostabianie:R)

Reguly wprowadzania sp6jnikéw

A:R)

Lip,p — A (AL) r —Ap r —AY (
T,oANYy — A I —Apneg
= ?fvw =S " :iii’f g
r,ﬂi :im@ ) F’? :i,w )
o e, SEEER.

Regula ciecia

e —A T —Ayp

T —SA (cigcie)

Twierdzenie 1.3.3 (o pelnosci dla rachunku zdan). T | ¢ wtedy i tylko wtedy gdy T F .

Whniosek 1.3.4 (twierdzenie o zwartosci dla logiki zdan). Jesli T = ¢ to istnieje skoriczona

To C T taka, ze Ty = .

Dowdd. Jesli T = ¢, to na mocy twierdzenia o pelnosci réwniez T + . Z definicji dowodu

istnieje skonczona Ty taka, ze Tp = ¢, a zatem takze Ty = .

Uwaga. Uzycia reguly wymiany nie bedziemy na ogoét zaznaczaé.

Uwaga. Dowody w rachunku sekwentéw mozna przedstawia¢ graficznie w postaci drzew, np:
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(ostabianie:R) % .
(—:L) p b9 q q (ostabianie:L)
P —4 4,p —4q (viL)
Ve —a

—pVqg —p=q
pVq —(pVqg)Ap=q)
— (pVaq)=[(pV @A (= q)

pVg —pVyg

(A:R)
(=:R)

1.4. Dowdd twierdzenia o pelnosci dla rachunku zdan

Dowdd twierdzenia o pelnosci rozbijemy na dwa kawatki.
Twierdzenie 1.4.1. Jesli T+ ¢, to T = ¢.
Twierdzenie 1.4.2. Jesli T |= ¢, to T + .

Dowdd twierdzenia 1.4.1. Przez indukcje po budowie dowodu pokazujemy, ze zachodzi (x): jesli
sekwent I' — A ma dowdd, to alternatywa wszystkich formul z A wynika semantycznie z I" (ozn.
I' E VA). Zaréwno krok bazowy (dla aksjomatéw), jak i kroki indukecyjne (dla pozostalych
regul) sa bezproblemowe.

Skoro T' F ¢ to istnieje skonczone I' C T, ze sekwent I' = ¢ ma dowdd. Na mocy (*) mamy
I' E ¢, czyli tym bardziej T' = . O

Definicja 1.4.3. Teoria T jest sprzeczna, jesli istnieje dowdd sekwentu I' — dla pewnego I' C T'.
W przeciwnym przypadku T jest niesprzeczna.

Stwierdzenie 1.4.4. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

1. T sprzeczna,
2. dla kazdej ¢ zachodzi T = o,
3. istnieje @ takie, zZe T F @ i T F -

Dowdd. (1) = (2). Mamy dowdd I" — dla pewnego I' C T'. Korzystajac z ostabiania dostajemy
dowdd I' — .

(2) = (3). Jasne.

(3) = (1). Mamy dowody I' — ¢ i I" = —¢p dla pewnych I',T” C T'. Tworzymy dow6d: Robimy:

I — %) v — —p

Fu I — ¥ Fa I — P
I —

A zatem zachodzi (1). O

(seria ostabieri) (seria ostabient)

(cigcie)

Lemat 1.4.5. Jesli T jest niesprzeczna, to T spelnialna.

Notacja. Zapis T + ¢ oznacza T U {p}.



Twierdzenie 1.4.2 tatwo wynika z lematu 1.4.5:

Dowdd twierdzenia 1.4.2 z lematu 1.4.5. Jesli T't/ ¢ to T + —p niesprzeczna (éwiczenie). W ta-
kim razie na mocy lematu istnieje v takie, ze v =T + =, czyli T [~ . O

Dowad lematu 1.4.5. Dana T niesprzeczna. Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna rozszerzamy
T do maksymalnej niesprzecznej teorii T+ (éwiczenie: sprawdzi¢, ze zalozenia lematu K-Z sa
spelnione). Definiujemy warto$ciowanie

(v) = 1 peTt
e 0 peTt.

Musimy teraz sprawdzi¢:
dla dowolnej ¢, v |= ¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy ¢ € T™. ()

Sprawdzenie (#) wykonamy przez indukcje po budowie formuty.

(zmienna): spelnione z definicji v.

(=): wystarczy pokazaé, ze dokladnie jedna formula z pary ¢, = jest elementem 7. Na pewno
nie moze by¢ tak, ze obie formuly ¢,—¢ sa w TT, bo wtedy T bylaby sprzeczna, wbrew
wyborowi TT. Zalézmy wigc, ze ¢ ¢ T+ i —p ¢ T+. Wtedy z maksymalnosci 7% wnioskujemy,
ze TT 4+ ¢ i TT + - sy sprzeczne. Mamy dowody:

Ty — I’ - —
dla pewnych I', TV C T". Robimy:
F7 Y —

(_‘ZR) /—
' — i T , T —

F7P, — Y F,F/,_\(p —
rr —

(cigcie)

a zatem T sprzeczna.
(=): wystarczy pokazaé, ze (p = 1) € T wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ ¢ TT lub ¢ € T™.
o Zalézmy, ze ¢ € T, Zaldzmy, ze (o = ) ¢ T, czyli Tt + (¢ = 1)) sprzeczna. Mamy:

P,QO@’(? I

dla pewnego I' C Tt. Robimy:
Y —b
. 1% Y — w (=R)
. Lo=9 — Y —e=>1 -
(ostabianie:L) (ostabianie:L)
F7w790:>¢—> F71/} _>S0:>¢ -
(cigcie)
Fa ¢ I
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Ale TU{y} CTT, wigc T sprzeczna.
e Zalézmy, ze ¢ ¢ T, czyli T+ sprzeczne. Zalézmy, ze (¢ = ) ¢ T, czyli TT + (p = v)
sprzeczna. Mamy:

Lo — I'y=19y —

Robimy:
I AP Hnd LA
F,QO—> _>S07§0:>¢ (—:L)
D —p p —e=p :
(cigcie) i
— (ostabienia i ciecie)
I —
o Zalézmy, ze (p = ) € TT, o € TT,¢p ¢ TT. W takim razie T + ¢ jest sprzeczna. Mamy
wiec:
Fa w -
Robimy:
Ly — o —

Lo — Lo —p
TT 2T 00 =9 —
Skoro (¢ = ) € Tt i p € T, wnioskujemy, ze T jest sprzeczna.
Kroki (A) i (V) w dowodzie (#) sa podobne do kroku (=), ale prostsze. Pozostawiamy je jako

(=:L)

¢éwiczenie. O

Uwaga. Zachodzi twierdzenie o eliminacji ciecia: jeéli sekwent I' — A ma dowdd to ma dowdd
nieuzywajacy reguly ciecia.

Stwierdzenie 1.4.6. T+ ¢ wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje dowdd sekwentu — ¢ uZywajgocy
jako dodatkowych aksjomatow sekwentéow postaci — v dla v €T

Dowod. Cwiczenia. O



2. Struktury relacyjne

Chcemy teraz zdefiniowaé obiekty, ktére moga stuzyé do nadawania wartosci logicznych takim
napisom jak np.:

Vr Iy (z+ f(x) <y+0),
VaVy (xRy = 3z xRz A zRy) .

Definicja 2.0.1. Sygnatura to tréjka o = (R, F,C), gdzie:
e R sklada si¢ z par postaci (R, ar(R)) gdzie R to symbol relacyjny, a ar(R) €N\ {0} to liczba
argumentéw (arnosé¢) symbolu R.
e F sklada sie z par postaci (f, ar(f)) gdzie f to symbol funkcyjny, a ar(f) €N\ {0} to liczba
argumentéw (arnos$é) symbolu f,
e C to zbiér stalych (indywiduowych).

Uwaga. Bedziemy pisa¢ np. R€ o, f € 0.

Definicja 2.0.2. Niech o bedzie sygnatura. Struktura sygnatury o to krotka:

A= <A, (RA)R6U7 (fA)fegv (CA)c€J> ’

gdzie:
e A jest niepustym zbiorem (uniwersum struktury A)
dla wszystkich R € o, R® jest ar(R)-argumentows relacja na A (tj. RA C A9 (R),
dla wszystkich f € o, f jest ar(f)-argumentowym dzialaniem na A (tj. fA: A”() — A),
c® € A dla wszystkich ¢ € o.

Notacja. Niekiedy liczbe argumentéw symbolu relacyjnego badz funkcyjnego bedziemy oznaczaé
w gornym indeksie (np. R?, f3).

Przyktad (struktur relacyjnych).

1. Strukturami sygnatury {R?} sa np. czeéciowe porzadki (wtedy zamiast R piszemy najcze-
sciej <, X), relacje réwnowaznosci (wtedy zwykle piszemy ~, =, =), ale réwniez modele teorii
mnogosci Zermelo-Fraenkla (wtedy w zaleznosci od kontekstu piszemy np. E albo €).

2. Grupy mozna traktowaé jako struktury sygnatury {-?} albo {-2, (*1)1; e}.

3. Pierécienie i ciala to struktury sygnatury {+2,-%;0,1}.

4. Pierécienie i ciala uporzadkowane to struktury sygnatury {<?; +2,-2;0,1}.
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Pétprzyktad. Przestrzenie liniowe mozna reprezentowaé jako struktury relacyjne na co naj-
mniej dwa sposoby, z ktérych kazdy ma swoje wady:

1. Dla ustalonego ciata K, przestrzenie liniowe nad K mozna traktowaé jako struktury z uni-
wersum V', dzialaniem dwuargumentowym -+ i osobnym dzialaniem jednoargumentowym k-
dla kazdego k€ K.

2. Mozna tez traktowaé przestrzenie liniowe jako struktury o uniwersum bedacym suma roz-
taczng K i V, z jednoargumentowa relacja na oznaczenie K i dzialaniami +,- arbitralnie
okreslonymi tam, gdzie nie maja naturalnych definicji.

Nieprzyklad. Przestrzenie topologiczne nie sa strukturami relacyjnymi w naszym rozumieniu,
bo topologia to rodzina podzbioréw uniwersum, a nie elementéw uniwersum.

Definicja 2.0.3. A C B (A jest podstrukturg B, inaczej: B jest rozszerzeniem A), jesli:

(i) AC B,

(ii) R* = RB[» dla kazdego R" € o,
(iii) fA = fBlan dla kazdego f™ € o (w szczegdlnosci A jest zamkniete na dziatanie fB),
(iv) ¢® = B dla kazdej ¢ € o (w szczegdlnosci B € A).

Przyktad. Pojecie podstruktury jest silnie zalezne od sygnatury. Niech G bedzie grupa trak-
towana jako struktura sygnatury {-, !, e}. Wtedy podstruktury G to dokladnie podgrupy G.
Jedli jednak G traktujemy jako strukture sygnatury {-}, to podstrukturami G sa wszystkie
podpdlgrupy G. Tak wieci np. podstruktura grupy (Z,+) jest ({5,6,7,...},+).

Stwierdzenie 2.0.4. Dla danej struktury A i zbioru X C A istnieje co najwyzej jedna pod-
struktura A, ktorej uniwersum jest zbior X.

Stwierdzenie 2.0.5. Dla danej struktury A i zbioru X C A istnieje najmniejszy zbior Y, X C
Y C A, taki, Ze istnieje podstruktura A o uniwersum Y . (Te podstrukture nazywamy podstrukturg
generowana przez X .)

Definicja 2.0.6. Niech A, B beda strukturami sygnatury o. Homomorfizm z A w B to dowolna
funkcja h: A — B spelniajaca:

L h(cA) =cB dlaceo,
2. h(fA(ai1,...,an)) = fB(h(ar),...,ha,)) dlaa,...,a, € Ai fr€o,
3. jedli (ay,...,a,) € R, to (h(a1),...,h(a,)) € RB dlaai,...,a,€Ai Rco.

Definicja 2.0.7. Homomorfizm jest silnym homomorfizmem, jesli dla wszystkich a1,...,a,€A
i Re€ o spelnia dodatkowy warunek:

4. jedli (h(a1),...,h(a,)) € RB, toistnieja a},...,al, € At.ze h(a1) = h(da}),...,h(a,) = h(d)),
a ponadto (a},...,al) € RA.
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Notacja. Bedziemy czesto uzywaé zapisu w stylu @ na oznaczenie krotek i pisa¢ np. @ € A badz
h(fA(@) = fB(h(@)).
Definicja 2.0.8. Iniektywny silny homomorfizm nazywamy monomorfizmem badz zanurzeniem.

Surjektywne zanurzenie nazywamy tzomorfizmem. Izomorfizm z A w A nazywamy automorfi-
zmem struktury A.

Obserwacja. Jesli h jest homomorfizmem z A w B, to istnieje podstruktura B o uniwersum
h|A]; podstrukture te oznaczamy przez h[A]. Jesli h jest zanurzeniem z A w B, to h[A] jest
izomorficzne z A.



3. Logika pierwszego rzedu

3.1. Skladnia

Dany jest przeliczalny zbiér zmiennych indywiduowych Var. Zmienne oznaczamy np. symbolami

x,Y, 2, ... (albo x1,x9,...).
Definicja 3.1.1. Zbioér termow sygnatury o to najmniejszy zbiér spetniajacy:

(i) kazda = € Var jest termem.
(ii) ¢ jest termem dla ¢ € o,
(iii) jesli ty,...,t, sa termamii f" € o, to f(t1,...,t,) jest termem.

Definicja 3.1.2. Formula atomowa sygnatury o to dowolny napis postaci:
e R(t1,...,t,), dla terméw t1,...,t, i R € o,
e 11 = t9, dla terméw tq, to.

Definicja 3.1.3. Zbiér formul sygnatury o to najmniejszy zbior spelniajacy:
(i) kazda formula atomowa jest formula,

(ii) jesli ¢ jest formula to —¢p jest formula,

(iii) jesli ¢, sa formutami, to (¢ o 1)) jest formuly, dla o€ {V, A, =, &},
(iv) jesli ¢ jest formula i x € Var, to Jx ¢ oraz Vz ¢ sa formulami.

Uwaga. Mamy jednoznaczno$¢ odczytania dla terméw /formul, a zatem mozemy uzywaé definicji
przez indukcje po budowie termu/formuly.

Definicja 3.1.4. Zbiér FV (¢) zmiennych wolnych formuly ¢ definiujemy przez indukcje po
budowie :
e jesli ¢ atomowa, to F'V (p) jest zbiorem wszystkich zmiennych wystepujacych w .
o FV(~p) = FV(9),
o FV(pot) =FV(p)UFV(¢) dlaoce{A,V,=, &},
FV(3z ) = F(Vz ) = FV(p) \ {z}.
Zmienng, ktéra wystepuje w ¢ i nie jest wolna w ¢, nazywamy zwigzang w .

Przyktad. W formule 3y (VxR(z,y) A S(x)) zmienna x jest wolna, a zmienna y zwiazana.
Notacja. Zapis ¢(z1,...,2,) oznacza domyslnie, ze FV (¢) C {z1,...,2,}.
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3.2. Semantyka

Obserwacja. Nie da sie sensownie przypisa¢ wartosci logicznej formule Jy (z = y+y) w strukturze
(N, +), dopoki nie wiemy, co oznacza zmienna x.

Definicja 3.2.1. Wartosciowanie w strukturze A to dowolna funkcja v: Var — A.

Definicja 3.2.2. Niech A bedzie struktura sygnatury o i niech ¢ bedzie termem sygnatury o.
Wartosé termu t w A przy wartosciowaniu v, czyli t2[v], definiujemy przez indukcje:

(i) 2A[v] = v(x) dla = € Var,
(ii) cAv]=cA dlace o,

() (f(t,-eo )2 ] = FAERP) - R )

Definicja 3.2.3. Jesli v wartoSciowanie, a € A to v]a/z| to warto$ciowanie w spelniajace:

w(z) = a,
wly)=v(y) day#z

Definicja 3.2.4. Relacje A | ¢[v] (¢ jest spelnione w A przy wartoSciowaniu v) definiujemy
przez indukcje po ¢:

(i) A ): R(t1,...,tn)[v] wtedy i tylko wtedy, gdy (t{* v],... tA [1/]) € RA, dla terméw
yeeytn i R™ € 0,

(t1 = t9)[v] wtedy i tylko wtedy, gdy tv] = t&[v],

(=) [v] wtedy i tylko wtedy, gdy A F= ¢[v],

= (p A )] wtedy 1 tylko wtedy, gdy A = ¢[v] i A = ¢[v]; analogicznie dla V, =, <,

= Jdx p[v] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje a € A takie, ze A = ¢ [v]a/x]],

Va o[v] wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego a € A, A = ¢ [v][a/z]].

i
"I—"I—"ITTI'

)
)
(iv)
)
)

Stwierdzenie 3.2.5. Niech v,w wartosciowania takie, Ze V| py (o) = Wlpy (). Wiedy A |= ¢[v]
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A = p[w].

Dowdd. Indukcja po budowie formuty.
e Krok atomowy: przez osobna indukcje po budowie termu pokazujemy, ze dla kazdego termu
t, jesli v i w s zgodne we wszystkich zmiennych wystepujacych w t, to 4[] = tA[w].
Nastepnie:
— @ postaci t] = to: A = (t; = to)[V] wtw tf V] = t8 [v] wtw t9w] = t5[w]
wtw A = (t1 = ta)[w],
— @ postaci R(t1,...,tn): A R(t1,...,tn)[V] wtw (0], ..., tA[v]) € RA
wtw (t[w], ..., tAw]) € R wtw A = R(ty, ..., tn)[w].
o Kroki dla sp6jnikéw: natychmiastowe.
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e Kroki dla kwantyfikator6w na przykladzie 3 (krok dla V analogicznie).
Niech ¢ = Jz¢p. Wtedy FV(p) = FV(¢) \ {z}. A | Jz¢[v] wtw istnieje a € A t. ze
A = 9lv[a/z]]. Dla dowolnego a, v[a/x][py(pyufey = w[a/T]IFv(p)uie}, Wiee z zalozenia
indukecyjnego: istnieje a € A t. ze A | ¢[v]a/z]] wtw istnieje a€ A t. ze A = ¢Y|wla/x]] wtw
A E 3z ).

O
Notacja. Dla danej formuly p(x1,...,x,), zamiast pisa¢ ,A | p[v] dla wartoSciowania v takie-
go, ze v(x1) = ai,...,v(x,) = a,”, piszemy A = plai/x1,...,an/xy] badz A = gla,. .., an],

badZ nawet, jesli nie prowadzi to do nieporozumien, A = ¢(a,...,ay).

Definicja 3.2.6. Formula ¢ jest zdaniem, jesli F'V (p) = &. Zdanie ¢ jest prawdziwe w A (ozn.
A |= ), jedli istnieje v takie, ze A = ¢[v] (réwnowaznie: jesli dla kazdego v zachodzi A = ¢[v]).

Przyklad. W strukturze (N, <) formula Vy x < y jest spelniona przy warto$ciowaniu x +— 0, a
nie jest spelniona przy warto$ciowaniu x — 1. Zdanie dz Vy z < y jest prawdziwe.

Definicja 3.2.7.
e Dla T zbioru zdan (inaczej: teorii), A =T (A spelnia T), jedli dla kazdego ¢ € T zachodzi
Ao
o T = ¢ (¢ wynika semantycznie z T'), jesli dla dowolnej struktury A: jesli A =T, to A | .
o = ¢ (p jest tautologiq logiki pierwszego rzedu), jesli & = .

Przyktad (Tautologie logiki pierwszego rzedu).

e Jz R(z,z)V -3z R(x, x)

o Jz(z=n1x)

o VzVy(z =y A R(z) = R(y))

e Jz (R(z) = Vy R(y))
Zauwazmy, ze pierwsze z powyzszych zdan (i tylko ono) jest tautologia na mocy praw samej
logiki zdan, w tym wypadku na mocy znaczenia spojnikéw —, A.
Uwaga. Mozna rozwazaé pojecia T' |= ¢ oraz |= ¢ réwniez dla T', ¢ dopuszczajacych zmienne
wolne. Wtedy T' |= ¢ znaczy: dla kazdych A i v, jedli A = T[v], to A = ¢[v], natomiast = ¢
znaczy: dla kazdych A i v zachodzi A = ¢[v].
Zauwazmy, ze jesli o(z1,. .., zy) jest formula ze zmiennymi wolnymi, to = ¢ zachodzi dokladnie
wtedy, gdy = V... Vo, o(x1,...,zy,) (gdzie Vo ... Vo, (21, ..., 2,) jest juz zdaniem).

Stwierdzenie 3.2.8. Niech h: A — B bedzie izomorfizmem, @(x1,...,2,) dowolng formulg,
ay,...,an € A. Wtedy A = play, ..., a,) wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢lh(ar),. .., h(an)] (w
skrétowym zapisie: A = pla] wtw B = p[h(a)]).

Dowdd. Indukcja po budowie . W celu przejécia przez krok atomowy musimy przez osobna
indukcje po budowie termu udowodnié, ze

dla dowolnego termu ¢ spetniona jest réwnosé h(t*[a]) = tB[h(a)). (#)
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Sprawdzmy, ze (#) rzeczywiscie zachodzi:
o dlat=ux; 1<i<n: h(t*[a]) = h(a;) = tB
o dlat=c: h(t*[a)) = h(cA) = B = tB[n(a)),
e dlat= f(ts,...,t;): mamy h(tA[a]) = h(fA(t1[al,...,t2[a])). Z definicji homomorfizmu,
to drugie wyrazenie jest réwne fB(h(t}[a]),. .., h(tia ])), a to jest z zalozenia indukcyjnego
réwne fB(tB[h(a)],...,tB[h(a)]) = tB[h(a)].
Przechodzimy teraz do indukcji po budowie formuty.
Dla ¢ atomowej postaci t| = ta: A =t = to[a] wtw t2[a] = t5[a] wtw h(t[a]) = h(t8]a)]) (bo
h jest iniekcja) wtw t2[h(a)] = t5[h(a)] (na mocy (#)) wtw B = t; = ta[h(a)].
Dla ¢ atomowe]j postaci R(t1,...,t): A E R(t,...,tx)a wtw (tal, ..., t8a]) € RA wtw
(h(ta]), ..., h(t2a])) € RB (bo h jest monomorfizmem) wtw (t?[h(a)],...,tB[h(a)]) € RB
(na mocy (#)) wtw B = R(t1,...,tx)[h(a)].
Kroki dla spéjnikéw sa bezproblemowe. W kroku dla kwantyfikatorow wystarczy rozwazyé¢ ¢
postaci Jy (T, y).
Jedli A E Jyi(z,y)[a], to jest a € A takie, ze A | 9[a,a], wiec z zalozenia indukcyjnego
B E ¢[h(a), h(a)] i w zwiazku z tym B = Jylh(a, y)].

[h(a)],

W druga strone, jesli B = 3y (z,y)[h(a)], to istnieje B € B takie, ze B = v[h(a), 5]. Prze-
ksztalcenie h jest surjekcja, wiec istnieje o € A takie, ze h(a) = 8. Mamy B | ¢[h(a), h()], a
wiec z zalozenia indukcyjnego A = v¥[a, a] i w zwiazku z tym A = Jyla, y). O

Definicja 3.2.9. Niech A bedzie struktura, S C A™.
Zbior S jest definiowalny bez parametréw w A, jedli istnieje p(x1,...,x,) takie, ze

S=A{(a1,...,ap) € A" : A = plal}.

Zbior S jest definiowalny (z parametrami) w A, jedli istnieje p(z1,...,Zn,Y1,...,yx) 1 iStnieja
p1,...,pr € A takie, ze

S={(a1,...,ap) € A" : A = pla,p]}.

Whniosek 3.2.10. Niech A struktura, S C A™, h automorfizm A taki, Ze dla pewnej krotki
a € A" zachodzia € S, ale h(a) ¢ S. Wtedy S nie jest definiowalny bez parametréw w A.

Dowdd. Niech A, S, h,a beda takie, jak w zalozeniach wniosku. Zal6ézmy, ze p(z1,...,x,) de-
finiuje S, czyli S = {b € A" : A = p(b)}. Wtedy A | o[a], wiec na mocy stwierdzenia 3.2.8
A = ¢[h(a)]. Czyli h(a) € S wbrew zalozeniu. O

Przyktad.

1. Zbiér P parzystych liczb naturalnych jest definiowalny bez parametréow w (N, +) formuta

Fy(z=y+y)
2. Zbiér P nie jest definiowalny bez parametréw w (R, +), bo h(z) = 3z jest automorfizmem
(R,+) ale S5 h(2) =3 ¢ P.
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3. Zbiér P nie jest definiowalny bez parametréw w (N,-) (por. h zamieniajace 2 z 3 i réwne

funkeji identycznosciowej na innych liczbach pierwszych).

4. Zbior S sktadajacy sie z liczb naturalnych bedacych kwadratami nie jest definiowalny w (N, +).

Struktura (N, 4) nie ma nietrywialnych automorfizméw, wiec potrzebne jest inne uzasanienie

niedefiniowalnoéci (jak zdazymy, to podamy je w styczniu).

3.3. Aksjomatyzowalnosé

Definicja 3.3.1. Struktura A jest modelem teorii T, jesli A = T. Jesli T jest teoria w sygnaturze

o, to MOD,(T) oznacza klase wszystkich struktur sygnatury o bedacych modelami 7.

Definicja 3.3.2. Klasa K struktur danej sygnatury o jest aksjomatyzowalna jesli istnieje T
taka, ze KK = MOD,(T). Jesli T jest skonczona, to K jest skoriczenie aksjomatyzowalna.

Przyktad (klasy aksjomatyzowalne/teorie).

Al o

Czesciowe porzadki, liniowe porzadki, relacje réwnowaznosci (skonczenie aksjomatyzowalne).
Algebry Boole’a (skonczenie aksjomatyzowalne)'.

Pierdcienie, ciala, pierécienie/ciala uporzadkowane (skonczenie aksjomatyzowalne).

Ciala charakterystyki p, gdzie p-liczba pierwsza (skonczenie aksjomatyzowalne).

Ciala charakterystyki 0 (nie sa skonczenie aksjomatyzowalne).

Klasa struktur nieskoficzonych (o nieskoniczonym uniwersum) danej struktury. Aksjomatyka:

Jzp 3z (20 # 21)
dzog dzq o (iUo #x1 AT # 22 N F .TUQ)

(ta klasa nie jest skonczenie aksjomatyzowalna).

7. Teoria mnogoéci ZFC to teoria w sygnaturze z jedna relacjg 2-argumentowa €, aksjomatyzu-

jaca klase modeli ZFC (a w zamierzeniu aksjomatyzujaca wiasnosci uniwersum teoriomno-
gosciowego). Aksjomaty (&, U itp. to skroty odpowiednich napiséw w jezyku uzywajacym

tylko €):

e aksjomat ekstensjonalnosci VaVy (x =y & Vz(z €z < 2 € y))

e aksjomat istnienia zbioru pustego: JzVy (y ¢ x)

e kilka aksjomatéw orzekajacych wykonalnosé podstawowych konstrukeji: suma, zbior po-
tegowy itp.

e aksjomat nieskoniczonosci Jx (@ € x AVy (y € z = y U {y} € x))

e schemat wyrdzniania: dla kazdej formuly ¢(z,y) aksjomatem ZFC jest

VzVyJwVe (x € w < (x € 2 A p(x,7)))

! Definicja na éwiczeniach.
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e schemat zastepowania: dla kazdej formuly ¢(z,y,u) aksjomatem ZFC jest
Vi (Va: Flyp(z,y,0) = V2 IwVy (y € w < Jzcz oz, y, ﬂ))) .

Zapis 3=y oznacza “istnieje doktadnie jedno y”, co mozna wyrazi¢ za pomoca zwyklych
kwantyfikatoréw 3 i V oraz réwnosci.

e aksjomat ufundowania Vz (x # @ = Jycz(zr Ny = 9))

e aksjomat wyboru.

8. Arytmetyka Peano PA to teoria w sygnaturze {<,+,,0,1}, aksjomatyzujaca klase modeli

PA (a w zamierzeniu aksjomatyzujaca wlasnosci struktury (N, +,-, <,0,1)). Aksjomaty:

e aksjomaty czeSci nieujemnej pierscienia dyskretnie uporzadkowanego

e schemat indukeji: dla kazdej formuly ¢(x,y) aksjomatem PA jest

vy ((0,9) AV (p(x,9) = (2 +1,9) = Ve p(z, 7)) .

Uwaga. Z dokladnoscia do odpowiednich tlumaczen miedzy jezykami {€} i {<,+,-,0,1}
teorie PA mozna utozsami¢ z ZFC z aksjomatem nieskonczonosci zastapionym jego negacja
(Scisle rzecz biorac, uprzednio nalezy dopisaé¢ do aksjomatyki ZFC tzw. aksjomat €-indukcji,
ktory wynika z ZFC, ale juz nie z ZFC pozbawionego aksjomatu nieskonczonosci).

9. Dla dowolnej struktury A, teoria struktury A to Th(A) = {p: A | ¢}.

Definicja 3.3.3. jesli B jest tej samej sygnatury co A i B = Th(A), to méwimy, ze B jest
elementarnie réwnowazna A (piszemy A = B)

Uwaga. A = B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢: A = ¢ wtw B = .
Uwaga. Kazda klasa aksjomatyzowalna musi by¢ domknieta na elementarng réwnowaznosc.
Uwaga. Struktury izomorficzne sg elementarnie réwnowazne.

7 powyzszego wynika, ze zadna klasa, ktora nie jest domknieta na izomorfizm, nie jest ak-
sjomatyzowalna. Dowodzenie nieaksjomatyzowalnosci klas domknietych na izomorfizm bedzie
wymagato wprowadzenia nowych metod. Stosunkowo prosto jest pokazaé, ze pewnych klas nie
da sie zaksjomatyzowac teoriami ztozonymi z bardzo prostych zdan.

Definicja 3.3.4. Formuta ¢ jest czysto egzystencjalna, jedli jest postaci Jxi...3Jx, Y, gdzie Y
bezkwantyfikatorowa.
Formuta ¢ jest czysto uniwersalna, jesli jest postaci V1, ... Vx, ¥, gdzie ¢ bezkwantyfikatorowa.

Stwierdzenie 3.3.5. Niech A C B ia € A. Jesli p(T) jest czysto egzystencjalna i A = ¢[al,

to B = la]. Jesli o(z) jest czysto uniwersalna, a € A i B = ¢[d], to A = ¢[a].

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze na mocy definicji podstruktury i definicji spelniania formut bez-
kwantyfikatorowych, dla dowolnych A C B, dowolnej ¢ bezkwantyfikatorowej, dowolnej krotki
a € A mamy: A = ¢[a] wtedy i tylko wtedy gdy B = ¢[a]
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Niech teraz ¢ bedzie czysto egzystencjalng formula postaci Jy; . .. Iy, (T, §), gdzie ¥ nie zawiera

kwantyfikatoréw. Jeéli A = ¢[a] to istnieja by,...,b, € A takie, ze A = a,b]. Skoro v

jest bezkwantyfikatorowa, to dla tych wlasnie by,...,by mamy B |= w[a,b. A zatem B |=

Jy1 ... Jyn Y[a, ], czyli B = ¢[a).

Dla ¢ czysto uniwersalnej korzystamy z tego, ze A [ Yy ... Vy, ¥[a] wtw A = Vy; ... Vy, ~[al.
O

Przyktad. Klasa liniowych porzadkéw ma, jak latwo sprawdzié, czysto uniwersalna aksjoma-
tyzacje. W aksjomatyce gestych liniowych porzadkéw pojawia sie natomiast zdanie, ktére nie
jest czysto uniwersalne: VxVy (z < y = Jz(x < 2z A z < y)). Nie jest to przypadek: poniewaz
(Q, <) jest gestym porzadkiem, a jego podstruktura (N, <) nie jest, to klasa gestych liniowych

porzadkéw nie moze mieé¢ czysto uniwersalnej aksjomatyzacji.

Innymi metodami w tym stylu mozna dowodzié, ze jaka$ klasa struktur nie ma aksjomatyki ztozo-
nej z nieco bardziej skomplikowanych, ale wciaz prostych zdan, np. postaci Vay ... Ve, Jyr ... Jy, ¥
badz Jzi...3x, YY1 ... Yym ¢ dla ¢ bezkwantyfikatorowej. W celu dowodzenia, ze pewne klasy
w ogole nie sa aksjomatyzowalne, wprowadzimy teraz nowsa konstrukcje struktur.

3.4. Ultraprodukty

Definicja 3.4.1. Niech {A; : i € I} bedzie indeksowana rodzing struktur sygnatury o. Niech
U bedzie ultrafiltrem? na zbiorze indekséw I. Ultraprodukt 1licr Ai /U to struktura sygnatury o
zdefiniowana w nastepujacy sposob.
e Dla (ai)ieb(bi)iel S Hie[ A; definiujemy: (a’i)iel ~y (bi)ieh jesli {Z el:a; = bl} eU. 7z
definicji ultrafiltru wynika, ze ~y; jest relacja réwnowaznosci.
e Uniwersum [lier Ai /74 to zbiér klas abstrakeji relacji ~y (czyli [lier A/ ~)-
e Dla R" € 0: ([(a});],....[(a});]) € RIL AU oty {iel:(a},...,a}) € RA} eU.

(To jest dobrze okredlone: jesli (al) ~y (b}),...,(al) ~y (b7?), to dla kazdego j = 1,...,n,

Zj = {z al = bf} € U jest elementem U. Jedli réwniez X := {i: (a},...,al) € RA} € U,
toU>Z1N---NZ,NXC{i:(b},...,b0") € RA}, wiec {i: (b},...,b7) € RAY cUl.)
o Dla f* € o: fILAVU([(ad) ), [(a),)) = [(FA (al, .., a)),).

(Poprawnosé definicji sprawdza sie podobnie jak dla symboli relacyjnych.)

o Dlaceo: lliAi/¥ = [(cA),]-

Definicja 3.4.2. Jedli dla kazdego ¢ € I mamy A; = A, to ultraprodukt [Lier A/u nazywamy
ultrapotega i oznaczamy przez Al Ju

Przyktad.
1. Jesli U jest ultrafiltrem gléwnym generowanym przez {ig}, gdzie ig € I, to [Licr A Ju =~ A .

2 Definicja na éwiczeniach.
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N
2. Wezmy U ultrafiltr niegléwny na N. Popatrzmy na (N, <) /u- Przeksztalcenie zadane wzo-

rem N 3> n — [(n,n,n,n,...)| jest zanurzeniem (N,<) w (Na<)N/u. Rozwazmy jednak
element [(0,1,2,3,4,...)]. Dla kazdego n € N mamy [(n,n,n,n,...)] < [(0,1,2,3,4,...)],
gdyz koskonczony zbiér {k € N: n < k} musi by¢ elementem Y. W takim razie w (N, <)N u

N
istnieje element, ponizej ktérego jest nieskonczenie wiele elementow, czyli (N, <) /U nie jest
izomorficzne z (N, <).

Twierdzenie 3.4.3 (Losia). Dla dowolnej formuly o(x1,...,zy,) i krotki ([(al),],...,[(al),])
elementéw 11 Ai/u zachodzi:

Ay o liehin. ] v {i: A gl o} eu

Dowdd. Przez indukcje po budowie formuty. Wystarczy sprawdzi¢ kroki dla formut atomowych,
-, Vi
e W kroku atomowym potrzebny jest odrebny (prosty) dowdd przez indukcje po budowie

termu, ze dla dowolnego termu ¢(z1, ..., x,) i dowolnych [(a}),],. .., [(a?),] zachodzi

LA @), ] = (A0 o))

(wszystkie kroki latwo wynikaja z definicji ultraproduktu).
e Niech ¢ bedzie postaci t; = to.

A/ et = (1D L))
wiw A BRG] e ]] = AR e, e

wiw  (e[af, . af]) e (87al, s af])
wtw {z t‘ﬁi [a},...,a"] = t‘?" [a}, ,a?]} euU

witw {i:AZ‘):tlztz[a%,...,a?]}Eu.

e Niech ¢ bedzie postaci R(t1,...,t). Dla uproszczenia przyjmujemy k = 1 i piszemy ¢ := ¢;.

A/ e ro) e, @]
wiw LA (), (0] € RIL AU
wtw KtAi[a%,...,a?])J e rlL;Ai/u

witw {z tAilal, ... al e RAi} ceu

wtw {z A= R(t(az«l,...,a?))} ceu.
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e Niech ¢ bedzie postaci —.

(zal. ind.)
[l Aifyy = = wtw [LiAsJyy e p - wiw

Ostatnia réwnowazno$¢ wynika z tego, ze dla dowolnego X C I mamy: X ¢ U wtw I\ X € U.
e Niech ¢ bedzie postaci postaci ¥ V 1.

[l Aifyy = v wiw (HiAi/u =+ lub 1L Ai /gy ):77) wtw
{i: As Evreld lub {i: A; En} eld) wtw
{i: AiEyvUli:AjEnteld wtw {i: Aj =y Vvl el.

Przedostatnia rownowaznos¢ wynika z tego, ze dla dowolnych X, Y C I mamy: X UY € U
wtw (X ed lub Y e U).
e Niech ¢ bedzie postaci Iy (y, x1,...,xn).
Jesli
i Aify =3y e ()], [(@f))]
to istnieje (b;);er taki, ze

i Aifyg = o [[(00)il/y, [(ad)i] /21, - [(a])] f2n]

7 zatozenia indukcyjnego,
X i={i: Ay = [bi/y, ol o, .. 0} fo] } €U

Zauwazmy, ze X CY := {i: A; =y al/x1,...,a"/z,]}, zatem réwniez Y € U.
W druga strone, zalézmy, ze Y € U. Dla ¢ € Y wybierzmy takie d; € A;, ze

A; ': w [di/y7azl/x17 s ,CL?/JJ”].
Definiujemy teraz (b;);:

b — d; jeslii e Y
' jakikolwiek element A; wpp

Mamy {i: A; =9 [b;/y,al/x1,...,a0 /z,]} € U. Z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy, ze

i A /g b= 0 [[00),): [(ad),], - [@),)], czyli Tl Ai fyg b= 3y [[(ad) ), - - [(af)]].
O

Whiosek 3.4.4. AI/L( = A. W szczegélnosci, (N, <)N/u =N.

Dowéd. A 11 = o wtw {it A = ¢} €U wtw A = o. O
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Whniosek 3.4.5. Nastepujgace klasy struktur nie sqg aksjomatyzowalne:

(i) klasa struktur o skornczonym uniwersum (dowolnej ustalonej sygnatury),

(ii) klasa dobrych porzedkow,

(iii) klasa cial niezerowej charakterystyki.

Dowdd. Dowody wszystkich trzech czesci twierdzenia sa podobne.

(i)

(iii)

Zal6zmy, ze teoria T aksjomatyzuje klase struktur skoniczonych. Dla ne€ N\ {0}, niech A,
ma doktadnie n elementéw. Rozwazmy niegléwny ultrafiltr ¢4/ na N\ {0} i ultraprodukt
1. An/yy. Mamy [1 An /7y =T, bo A, £ T dla kazdego n.

7 drugiej strony, dla danego k € N rozwazmy zdanie ¢ mdwiace ,istnieje > k elementdéw”.
Mamy {n: A, = ¢r} = {k,k+1,...}, a ten zbiér nalezy do U, gdyz U jest niegléwny. Na
mocy twierdzenia tosia, I, An /U E ¢k. Z dowolnosci k wnioskujemy, ze I, An /U ma
nieskonczone uniwersum, wbrew naszemu zalozeniu na temat T'. 4

Zalbézmy, ze T aksjomatyzuje klase dobrych porzadkdéw. Niech A, bedzie zwyklym porzad-

kiem na zbiorze {—n,—n-+1,...,0} i niech U bedzie ultrafiltrem niegtéwnym na N. Mamy
I, An /u ET,bo A, =T dla kazdego n. W I, An /Uy mozemy jednak rozwazy¢ elementy
a* =1[(0,1,-2,...,—k,—k, —k,...)]. Latwo sprawdzié, ze (a* : k€N ) jest nieskohiczonym

ciagiem $cisle malejacym. 4

Zalézmy, ze T aksjomatyzuje klase cial charakterystyki niezerowej. Niech P oznacza zbior
liczb pierwszych i niech U bedzie ultrafiltrem niegléwnym na P. Wtedy [Iper Fp uET,
bo F,, = T dla kazdego peP. Dla dowolnego g € P mamy jednak

{peIP:IFp}:1+1+-«-+1:0}:{q}géu,

q

czyli 11, IF‘p/u 14 ---+1. Z dowolnosci ¢ wnioskujemy, ze I, Fp /u nie jest cialem

q
niezerowej charakterystyki. 4

O]

Whniosek 3.4.6. Klasa struktur nieskoriczonych i klasa cial charakterystyki 0 nie sq¢ skoriczenie

aksjomatyzowalne.

Dowadd. Jedli ¢ jest jednozdaniowa aksjomatyka dla ciat charakterystyki 0, a v jest koniunkcja

zwyklych aksjomatow cial, to ¢ A - jest aksjomatyka dla cial niezerowej charakterystyki. 4 Dla
Y1y ) ) ©J ) yka ') ysty

struktur skonczonych rozumowanie jest podobne, ale jeszcze prostsze. O

3.5.

Dygresja: dwie szczegodlne ultrapotegi

Definicja 3.5.1. Niestandardowy model arytmetyki to dowolna struktura A sygnatury

(<,+,-,0,1,ewentualnie cos jeszcze)
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taka, ze A = (N, +,-,<,0,1,...) ale A % (N,...)

Uwaga. ,Ewentualnie co$ jeszcze” moze obejmowaé na przyktad funkcje 2%, ktéra umozliwia
wygodne reprezentowanie skonczonych ciagéw liczb naturalnych za pomoca pojedynczych liczb
naturalnych, funkcje z!, relacje ,y jest z-ta liczba pierwsza” itp. Skadinad jednak wiadomo
(jest to nietrywialny wynik Kurta Godla), ze wszystkie te funkcje i relacje, jak réwnez niemal
wszystkie inne relacje teorioliczbowe, ktére moga przyjs¢ do gtowy niespecjaliscie, sa definiowalne
w (N, +,)!

N
Przyktad. (N,...) /U, dla U niegléwnego, jest niestandardowym modelem arytmetyki.

Kazdy model niestandardowy musi mie¢ postac:

izmorficzna kopia N

b+7 b a+7Z
0A 1A 1+ DA, 3% ... (.. b)), ,(...,L“‘; Lo sy 2, a2, 20
=24

czes¢ niestandardowa struktury

Modele niestandardowe przydaja sie w dowodzeniu, ze jakies twierdzenia nie wynikaja z aksjoma-
téw Arytmetyki Peano albo innych silnych fragmentéw Th(N, <, +,-,0, 1). Przykladowo, jesli A
jest modelem niestandardowym, to odpowiednio wybrany odcinek poczatkowy A moze spetniaé
PA, ale nie speliaé¢ zdan wyrazajacych pewne (do$é wyrafinowane) wlasnosci teorioliczbowe czy
kombinatoryczne N.

Przyktad. Rozwazmy teraz sygnature (<, +, -, 0, 1, ewentualnie co$ jeszcze), gdzie ,co$ jeszcze”

obejmuje teraz operacje i relacje na liczbach rzeczywistych, np. sin, cos, e*, funkcje I' itd. Struk-
N

tura *R = (R, +,+,<,0,1...) /U, gdzie U niegléwny, ma ksztalt:

skoriczona czesé *R

— elementy nieskonczenie duze elementy nieskonczenie duze
( 2—1—0—1—2 ) %
1 a

elementy nieskonczenie mate

Klasy abstrakcji ciagéw statych (r,r,r,...) dla r € R tworza podstrukture *R, ktéra mozemy
utozsami¢ z R. Kazdy element skonczonej czesci *R ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
*r = x + ¢, gdzie x € R, a € jest nieskonczenie male. Liczbe x nazywany czescig standardowq
liczby *z i mozemy oznaczaé przez st(*z).

W *R mozemy uprawiaé analize niestandardowa, czyli definiowaé podstawowe pojecia analizy za
pomoca liczb nieskonczenie matych. Na przykltad dla funkcji f i € R mozna zdefiniowaé

flet+e) - f(ﬂf))

dla € nieskonczenie matego,
€

fia) =t (

jesli wartosé¢ ta jest dobrze okreslona (tj. jesli iloraz réznicowy nie zalezy od wyboru € i jest
skonczony), co bedzie mialo miejsce, ilekro¢ f jest rézniczkowalna w x w ,tradycyjnym” sensie.
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3.6. Twierdzenie o zwartosci i charakteryzacja klas aksjomatyzowalnych

Twierdzenie 3.6.1 (o zwartoéci dla logiki pierwszego rzedu). Niech T' bedzie teorig, a ¢ —
zdaniem logiki pierwszego rzedu. Jesli T = ¢, to istnieje skoriczona teoria Ty C T taka, Ze

To = .

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jesli kazdy skoniczony fragment teorii 7' ma model, to 7' ma model.
Zalézmy wiec, ze kazdy skonczony fragment 7" ma model, i niech I bedzie rodzing wszystkich
skonczonych fragmentéw T'. Dla kazdego S € I wybierzmy strukture Ag = S.

Dla kazdego zdania 1 €T niech Xy, = {S€l :1 € S}. Zauwazmy, ze jesli S € Xy, to Ag = .
Rodzina {Xy : ¢ €T} ma wlasno$é skonczonych przecie¢. (Dla danych 1,...,1, € T mamy
{1,.. ., 0} CT, czyli {¢1,...,¥n} € Xy, N---N Xy, .) W takim razie mozemy rozszerzy¢ ja
do ultrafiltru U na I (éwiczenia).

Rozwazmy [lser As/u. Dla ¢ € T mamy {Se€l:Ag =} D X, € U, a zatem z twierdzenia
Fosia I1i Ai /1 = 4. Z dowolnosci o wnioskujemy, ze [Lser As /= T. O

Twierdzenie 3.6.2 (Frayne-Morel-Scott). Niech K klasa struktur ustalonej sygnatury. Wte-
dy K aksjomatyzowalna wtedy i tylko wtedy gdy K domknieta na elementarng réwnowaznosé
1 ultraprodukty.

Dowdd.
(=) natychmiastowy wniosek z definicji elementarnej réwnowaznosci i twierdzenia Losia.
(<) Zaloézmy, ze U jest domknieta na = i ultraprodukty. Zdefiniujmy:

T := {9 : dla kazdej A € K zachodzi A = v}.

Pokazemy, ze T aksjomatyzuje K. Oczywiscie kazda struktura A € K spelnia T', wiec wystarczy
sprawdzié¢, ze jesli B =T, to B € K.

Rozwazmy B = T. Niech I bedzie zbiorem wszystkich skoficzonych fragmentéw Th(B). Dla
kazdego S € I wybierzmy Ag €K takie, ze Ag = S. Jakie$ takie Ag istnieje, bo w przeciwnym
przypadku dla S = {¢1,..., ¢} mielibySmy B |= A, ¥i, ale A |= = A\, ¥ dla kazdego A €K,
czyli = N, i € T, whrew zalozeniu, ze B = T.

Podobnie jak poprzednio definiujemy X, = {S€I :1 € S} i sprawdzamy, ze {X : v € Th(B)}
ma wlasno$¢ skonczonych przecieé¢, wiec istnieje ultrafiltr & O {X, : » € Th(B)}. Na mocy tw.
Fosia, [Iser As /= Th(B). Z domknigcia K ultraprodukty wnioskujemy, ze [Iser As /iy € K.
Ponadto [Iser As /iy = B, wiec B € K. O

3.7. Moce struktur w klasach aksjomatyzowalnych. Twierdzenia
Lowenheima-Skolema

Zajmiemy sie teraz pytaniem, jakiej mocy moga by¢ struktury nalezace do danej klasy aksjoma-
tyzowalnej. Zaczynamy od obserwacji, ze struktury skonczone mozna scharakteryzowaé jednym
zdaniem z dokltadnoscia do izomorfizmu.

23



Stwierdzenie 3.7.1. Niech A bedzie skonczong strukturg skonczonej sygnatury o. Wtedy ist-
nieje zdanie pa takie, Ze dla kazdej struktury B sygnatury o, B |= pa wtw B jest izomorficzna
z A.

Dowdd. Jesli A ma n elementéw, to pa stwierdza, ze istnieja parami rézne xq,...,T,, poza
ktorymi nie ma zadnych innych elementéw, a ponadto relacje miedzy x1,...,x, oraz wartosci
funkcji na 1, ..., x, sa doktadnie takie jak w A. O

Tak wiec, istnieja klasy aksjomatyzowalne zawierajace tylko struktury ustalonej skonczonej mocy.
Z drugiej strony, uzywajac twierdzenia o zwartosci albo modyfikujac nasz wezesniejszy dowdd
nieaksjomatyzowalnosci klasy struktur skonczonych, tatwo pokazaé:

Twierdzenie 3.7.2. Jesli teoria T ma modele dowolnie duzej skoniczonej mocy, to ma model
nieskonczony.

Skupimy si¢ odtad wtasnie na sytuacji, w ktérej 7' ma modele nieskoniczone. W opisaniu tej
sytuacji przyda sie kilka nowych pojecé.

Notacja. Jesli A jest struktura sygnatury o, to oo oznacza sygnature o U {c, : a€ A} (innymi
stowy, oA rozszerza o o indywidualne nazwy dla wszystkich elementéow A).

Definicja 3.7.3. Diagram struktury A to nastepujaca teoria w sygnaturze oa:

Diag(A) = {¢(cayy-- -, Ca,) & p formula sygnatury o,

¢ atomowa badZ negacja atomowej i A = ¢laq,...,an]}.
Diagram elementarny struktury A to nastepujaca teoria w sygnaturze oa:
ElDiag(A) = {¢(cays- -, Cay,) © ¢ formula sygnatury o i A = ¢lai, ..., an]}.

Podstawowsg wlasnos¢ diagraméw wyraza nastepujaca:

Obserwacja. Jesli A, B sa strukturami sygnatury o i (B, (cB : a € A)) = Diag(A), to przeksztal-
cenie a — cB jest zanurzeniem A w B. W szczegdlnosci h[A] jest podstruktura B izomorficzng

A, z doktadnoscia do izomorfizmu mozna wiec traktowaé¢ B jako rozszerzenie A

Uwaga. Jesli A, jest struktura sygnatury o, A, jest struktura sygnatury 7, gdzie ¢ C 7, a
ponadto A, = A; i interpretacje wszystkich symboli z o sa identyczne w obu strukturach (tak
jak w wypadku B i (B, (cB : a € A)) w obserwacji powyzej), to A, nazywamy wzbogaceniem A,

do sygnatury 7, a A, — reduktem A, do o.

Zeby sformulowaé podstawows wlasnoéé diagraméw elementarnych, potrzebujemy dodatkowej
definicji:
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Definicja 3.7.4. Zanurzenie h z A w B jest zanurzeniem elementarnym, jesli dla dowolnej
formulty o(z1,...,2,) i dowolnych ay,...,a, €A,

A = pla,...,a,] wtw B E plh(ar),. .., h(ay)].

Jesli A C B iidentycznosé jest zanurzeniem elementarnym A w B, to piszemy A < B i méwimy,
ze A jest elementarng podstrukturg B, a B jest elementarnym rozszerzeniem A.

Uwaga. Jesli A < B, to oczywiscie A = B, ale samo to, ze A C B i A = B, jeszcze nie oznacza,
ze A < B. Przyktadowo, niech A = (N\ {0},<) i B = (N, <). Wtedy A C B, A ~ B (funkcja
¢ :n+—n—1 jest izomorfizmem z A na B), ale A £ B: jesli p(x) oznacza formule Vyz < y, to
A = a[l], ale B [~ a[1] (bo 0 < 1).

Obserwacja. Jeéli A, B sa strukturami sygnatury o i (B, (cB : a € A)) |= ElDiag(A), to prze-
ksztalcenie a +— cB jest zanurzeniem elementarnym A w B. W szczegélnoéci h[A] < B, z

doktadnoscig do izomorfizmu mozna wiec traktowaé B jako elementarne rozszerzenie A.

Bedziemy teraz dowodzié¢ dwu tzw. twierdzen Lowenheima-Skolema, ktére tacznie méwia miedzy
innymi, ze jesli T ma model nieskonczony, to T ma modele dowolnych nieskonczonych mocy z
ewentualnym wyjatkiem mocy mniejszych niz liczba symboli w sygnaturze 7.

Twierdzenie 3.7.5 (gérne twierdzenie Lowenheima-Skolema). Jesli A jest strukturg nieskon-
czong, to A ma rozszerzenia elementarne dowolnie duzych mocy.

Dowdd. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Pokazemy, ze istnieje elementarne rozszerzenie A o
uniwersum mocy co najmniej tak duzej jak moc X.
Niech o bedzie sygnatura struktury A iniech oa x oznacza sygnature oa C {d, : z€ X}, gdzie
d, sa parami réznymi stalymi niewystepujacymi w oa. Rozwazmy teorie nastepujaca teorie w
sygnaturze oa x:

T = ElDiag(A)U{d, # dy : z,ye X,z # y}.

Teoria T jest skonczenie spelnialna: dowolny fragment 7', w ktorym wystepuja tylko symbole z
oA oraz stale dg,,...,dy, , jest spelniony w kazdej strukturze o uniwersum A, w ktérej symbole
z o interpretujemy tak jak w A, kazdy symbol ¢, dla a € A interpretujemy jako a, a symbole
dgy,-..,ds, interpretujemy jako m parami réznych elementéw A (jest to mozliwe, bo A jest z
zalozenia zbiorem nieskonczonym). Na mocy twierdzenia o zwartoéci T jest wiec spelnialna.

Niech B bedzie modelem 7. Na mocy podstawowej wlasnosci diagraméw elementarnych, redukt
B do sygnatury o jest z doktadnoscia do izomorfizmu elementarnym rozszerzeniem A. 7 drugiej
strony, z definicji T wynika, ze d2 # df’ dla z,ye X,z # y, a zatem |B| > | X|. O

Twierdzenie 3.7.6 (kryterium Tarskiego-Vaughta). Niech A C B. Wtedy A < B wtw dla
kazdej formuly ¥(x1,...,xn,y) oraz dowolnych ay,...,an, € A, jesli B = Iy [aq,...,ay], to
istnieje a€ A t. ze B = ¢lay, ..., an,al.
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Dowdd. (=) Rozwazmy formule ¢(x1,...,z,) postaci Iy (z1,...,zn,y). Jesli B = ¢[a], to
na mocy A < B réwniez A |= plal. Z definicji spelniania wynika, ze istnieje a € A takie, ze
A = ¢[a,a]. Ponownie na mocy A < B wnioskujemy, ze B |= v[a, a.

(<) Przez indukcje po budowie formuly pokazujemy, ze dla dowolnej formuly ¢(z) i krotki a
elementéw A mamy

A gla] wiw B F p[a].

1. Krok dla ¢ atomowej wynika natychmiast z tego, ze A C B.

2. Kroki dla spéjnikéw zdaniowych sg bezproblemowe.

3. Krok dla 3: niech ¢(Z) bedzie postaci Jy(z,y). Jesli A = ¢la], to jest a € A takie, ze
A = ¢[a,a]. Z zalozenia indukcyjnego B = v[a, a|, czyli réwniez B |= ¢[a]. W druga strone,
jesli B = ¢la], to na mocy zalozenia istnieje a € A speliajace B = v[a,al. Z zalozenia
indukcyjnego A | [a, al, czyli rowniez A = ¢lal.

O
Fakt 3.7.7. Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym. Wtedy:
1. | X x X| = |X]
2. Suma co najwyzej przeliczalnie wielu zbioréw mocy < |X| jest mocy < | X|.
Dowdd. 1. To twierdzenie Hessenberga z teorii mnogosci.
2 [Une Xal <IN x X| < X x X| = | X].
O

Whniosek 3.7.8. Niech o0 = (R, F,C) bedzie sygnaturg. Niech |o| = |R U F UC| Wtedy formul
sygnatury o jest max(Ro, |o|)

Dowdd. Kazda formuta jest skoficzonym ciggiem symboli ze zbioru

X=RUFUCUI{(,),—,V,I xo,x1,...},

przeliczalny

ktory jest mocy max(|o|, Ng), czyli elementem zbioru X™ dla pewnego n € N. Na mocy faktu 3.7.7
wszystkich formul sygnatury o jest nie wiecej max(|o|, Rg). Druga nieréwnosé jest prostym éwi-
czeniem. n

Twierdzenie 3.7.9 (dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema). Niech A bedzie nieskoriczong
strukturg sygnatury o. Niech X C A. Wtedy istnieje B < A takie, 2¢ X C B, a |B| <
max(|o], | X, Ro).

Dowdéd. Dla kazdej formuly postaci Jy1(Z,y) wprowadZmy operacje fzyy: AME) A ktéra
dla dowolnej krotki a € A™®) gpelnia

pewne b takie, ze A |=1la,b] jesli takie be A istnieje

fayw(&) = {

jaki$ element A wpp
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Funkcje taka nazywamy funkcjg Skolema dla 3y 1. Istnienie funkcji Skolema gwarantuje aksjomat
wyboru.

Zauwazmy, ze rodzina { f3,, : 1 formula sygnatury o} jest mocy < max(|o|,Ry) Rozwazmy teraz
ciag zbiorow X = By, B1, Bo, ... zawartych w A, gdzie

By = {fgw(d) : ¢ formuta, @ krotka elementéw z Bn} )
Twierdzimy, ze
() BoC B C ...

(ii) B zawiera zawiera wszystkie elementy ¢® dla c€o,
(iii) U,, Bn jest zamkniete na wszystkie operacje f4, f€o.

Rysunek 3.1. Rysunek pomocniczy

ad(i) a = fayy(a) dla ¢ (z,y) postaci y = x,
ad(ii) ¢® = f3,4 dla ¥(y) postaci y = c,
ad(iii) jedli f € o, to f*(a) = f3,4(a) dla 1(Z,y) postaci y = f().

W takim razie B = |J,, By, jest uniwersum pewnej podstruktury B C A. Oczywiscie X C B.

W celu pokazania, ze B < A, sprawdzimy, ze spelniony jest warunek z kryterium Tarskiego-Vaughta.
Niech (Z,y) bedzie formula, a b krotka elementéw B. Zalézmy, ze A = Jy[b]. Z definicji fa,y
wiemy, ze A |= ¢[b,a] dla a = f3,4(b). Skoro jednak b sklada si¢ z elementéw B = ,, By, to
réwniez fa,y, (b) € B, zgodnie z warunkiem z kryterium.
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Pozostaje oszacowa¢ |B|. Wiemy, ze| By = |X|. Ponadto,

|Bpy1]| < U BF x {formuly}| = max(|B,|, R, |o]).
keN —
—— max(Ro,|o])
<max(|Bn|,No)
Przez indukcje dowodzimy wigc, ze | B, | < max(Ro, |o|, | X|). W takim razie, na mocy faktu 3.7.7,
Bl = [Upen Bal < max(Ro, |o], | X]). O

Whniosek 3.7.10. Jesli teoria T w sygnaturze o ma nieskonczony model, to ma model kazdej
mocy > max(|o|, Rp)

Dowdd. Najpierw gérne, a potem dolne twierdzenie Lowenheima-Skolema. O

Definicja 3.7.11. Teoria T jest kategoryczna, jesli T' ma z dokladnoscig do izomorfizmu do-
ktadnie jeden model.

Whiosek 3.7.12. Zadna T majgca nieskoriczony model nie jest kategoryczna.

Uwaga. Dla ustalonej nieskonczonej mocy T' moze byé kategoryczna w danej mocy, tj. mieé
doktadnie jeden model danej mocy.

Uwaga (wniosek z twierdzenia Morleya z 1965 r. i kilku prostszych wynikéw). Jesli T jest
teoria w co najwyzej przeliczalnej sygnaturze i ma model nieskoficzony, to zachodzi jedna z
nastepujacych czterech sytuacji:

e T jest kategoryczna w kazdej mocy nieskonczonej,

e T jest kategoryczna w mocy Ny, ale nie jest kategoryczna w zadnej mocy nieprzeliczalnej,

e T jest kategoryczna w kazdej mocy nieprzeliczalnej, ale nie w mocy N,

e T nie jest kategoryczna w zadnej mocy.

Whniosek 3.7.13 (tzw. paradoks Skolema). Jesli teoria mnogosci ZFC ma model, to ma model
przeliczalny (mimo Ze orzeka istnienie zbioréw nieprzeliczalnych).

Whniosek 3.7.14. Istnieje przeliczalny niestandardowy model arytmetyki.

Dowdd. Th(N,+,-,<,0,1)U{c>1+---+1:n € N}, gdzie c jest nowa stala, jest z twierdzenia
| ———
n razy
o zwartosci (badZ bezposredniej konstrukeji ultrapotegi) spelnialna, a wiec na mocy dolnego

Lowenheima-Skolema ma model przeliczalny. O

3.8. Gry Ehrenfeuchta-Fraisségo

Definicja 3.8.1. Range kwantyfikatorowq formuly ¢ (ozn. qr(y)) definiujemy przez indukcje po
budowie ¢:
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qr(y) = 0 dla ¢ atomowej,

ar(=p) = ar(p),

qr(p o v) = max (qr(p),qr(y)) dla o€ {A,V, =, <1,
qr(Qz ) = qr(p) + 1 dla Q{V, 3}.

Przykltad. Ranga kwantyfikatorowa formuly —3x (Jy R(z,y) AV, ~S(z, 2)) wynosi 2.

Definicja 3.8.2. Dla neN, struktury A, B sa n-réwnowazne (ozn. A =,, B), jesli dla dowolnego
zdania ¢ speliajacego qr(¢) < n mamy: A = ¢ wtw B = ¢.

Naszym celem bedzie kombinatoryczna charakteryzacja n-rownowaznosci struktur. Zajmowacé
sie bedziemy przypadkiem sygnatur czysto relacyjnych, czyli takich, w ktérych nie wystepuja
symbole funkcyjne ani state indywiduowe.

Definicja 3.8.3. Niech A, B bedg strukturami czysto relacyjnej sygnatury o i niech p: X — B,
gdzie X C A. Mowimy, ze p jest czeSciowym izomorfizmem z A w B, jedli:

e p jest réznowartosciowe,

e dla kazdego symbolu R* € ¢ i kazdych aq,...,a; € domp :

(a1,...,ax) € R® wtw (p(ar),...,play)) € RB.

Definicja 3.8.4. Niech A, B beda strukturami czysto relacyjnej sygnatury o. Dla neNU {oo}
definiujemy n-rundowq gre Ehrenfeuchta-Fraissé’go Gy (A, B)

Gra dwu graczy: Spoiler i Duplikator. Gra trwa n rund. W i-tej rundzie Spoiler wybiera jaki$
element a; € A badz b; € B. Duplikator odpowiada, wybierajac odpowiednio b; € B lub a; € A.
Spoiler wygrywa, jesli dla pewnego k<n otrzymane po zakonczeniu k-tej rundy przeksztalcenie
a1 — bi,...,a — b nie jest czeSciowym izomorfizmem z A w B. W przeciwnym wypadku
wygrywa Duplikator.

Definicja 3.8.5. Dla n € NU {oo}, struktury A i B sa n-izmomorficzne (ozn. A ~, B), jesli
Duplikator ma strategie wygrywajaca w G, (A, B).

Twierdzenie 3.8.6 (twierdzenie Ehrenfeuchta-Fraissé’go). Niechi A, B bedq strukturami skori-
czonej, czysto relacyjnej sygnatury o. Wtedy dla kazdego neN, A =, B wtw A ~,, B.

Dowdd. (<) Zalézmy, ze A #, B. Spoiler gra zachowujac nastepujacy niezmiennik:
po k rundach, (A, aq,...,ax) Zn_r (B,b1,...,bg).

Niezmiennik jest spetniony dla k& = 0. Sprawdzimy, ze jesli jest spelniony dla danego k& < n,
to Spoiler moze zagwarantowaé jego spelnienie dla k + 1. Skoro struktury (A,aq,...,ax) i
(B,b1,...,b) réznia sie co do wartosci logicznej jakiego$ zdania rangi < n — k, to réznig sie
co do wartosci logicznej jakiego$ zdania tej rangi zaczynajacego sie od kwantyfikatora. Jesli np.
zdanie 3z, gdzie qr(p) < n — k — 1, jest prawdziwe w B i falszywe w A (drugi przypadek jest
analogiczny), to Spoiler w rundzie k + 1 jako by wybiera d€B t. ze (B,by,...,bx) | ld/z].
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Duplikator nie moze znalez¢ analogicznego d' € A, wiec (A a1,...,a5+1) ¥ ©lcks1/x], ale
(B, b1, ..., bk, bg+1) = @[ck+1/x], a wiec niezmiennik jest nadal spelniony.

Po n rundach mamy (A, ai,...,a,) Zo (B,b1,...,b,), z czego latwo wywnioskowaé¢ (korzy-
stajac z relacyjnosci sygnatury), ze przeksztalcenie a; — by,...,a, — by, nie jest czeSciowym
izomorfizmem.

(«=) Przez indukcje po i €N zdefiniujmy teraz dla dowolnego m €N, oraz dowolnych aq, ..., an, €
A formute go?’i(azl, <oy T typ Tangi i krotki a w strukturze A. Jednocze$nie sprawdmmy, ze
dla danych ¢, m mozliwych typoéw rangi ¢ krotek dtugosci m jest skonczenie wiele, a ponadto ze

A .
qr(eg Z) =1

A0 _
05 (21, Tm) .:/\R(le,...,xjg)/\/\—\R(le,...,azjz)/\/\a:jl = zj, /\/\ﬂxj1 = Zj,.

Rleo, Rleo, Jr.jasSm J1,j2<m:
T1yeenfe S R T1yesde <M R 451 =% ajy #ajs
(a/j17"'7aj£)€R (aj17"'7a/.7z)¢R

Zauwazmy, ze cpC—LA’O jest poprawnie okreslong formula (rangi kwantyfikatorowej 0), gdyz sygnatura
o jest skonczona. Zauwazmy tez, ze mozliwych typow rangi 0 krotek diugosci m jest skonczenie
wiele — kazdy taki typ jest wyznaczony przez to, ktére elementy krotki sg sobie réwne i ktore
ze skonczenie wielu relacji zachodza miedzy ktérymi elementami krotki.

et @) = N\ e @) Ay \ eai(3,y).

deA deA

Zauwazmy, ze na mocy zalozenia, iz jest tylko skonczenie wiele typéw rangi ¢ krotek dtugosci m+
1, koniunkcja i alternatywa po d € A sa w istocie skonczone, niezaleznie od mocy A. Korzystajac
z zalozenia indukcyjnego tatwo sprawdzié, ze typy rangi ¢ + 1 sa faktycznie formutami rangi
kwantyfikatorowej ¢ + 1 i ze dla ustalonej dtugoéci krotki mozliwych typéw rangi ¢ + 1 jest
skoniczenie wiele.

Przystepujemy teraz do wlasciwego dowodu implikacji (<) w tezie twierdzenia. Zalézmy, ze

Zalézmy, ze A =,, B. Duplikator gra zachowujac niezmiennik:
po k rundach, B = 2"k (b ... by

ai,...,ak

Niezmiennik jest spelniony dla k = 0. Sprawdzimy, ze jesli jest spelniony dla danego k£ < n, to
Spoiler moze zagwarantowaé jego spelnienie dla k + 1:
e Zalézmy, ze Spoiler wybiera agy; € A. Mamy

BE A Jyelt @, an )b /on, b o),
deA

a zatem w szczegdlnosci

B E ElycpaAl’ﬁ:f;;kH(a:l,...,xk,y)[bl/xl, ooy bp /Ty

Duplikator wybiera swiadka na kwantyfikator 3y w tej formule jako by, 1.
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e Zaldézmy, ze Spoiler wybiera by € B. Mamy

A
BEWy \/ gpal’n ,flwl (x1,.. .z, y)[b1/z1, ..., b /K],
deA

a zatem
B ): \/ SoaAlfL 7;1; xl,...,.’Ek,y)[bl/xl,...,bk/$k,bk+1/y]-

deA
Duplikator wybiera d € A Swiadczace o spelnieniu powyzszej alternatywy jako a4 1.
Po n rundach mamy B cpaAl”(.)_’an [b1,...,bn], z czego latwo wywnioskowaé, ze przeksztalcenie
ai +— by, ..., an — by jest czeSciowym izomorfizmem. O

Whiosek 3.8.7 (z dowodu). Jesli B = o5, to B =; A. Jesli B = it (b1 by, to
(B,bl,...,bk) =i (A,al,...,ak)

Whniosek 3.8.8. Dla danych m, i istnieje tylko skonczenie wiele nierownowaznych formut rangi

i nad zmiennymsi Ti, ..., Tm.

Uwaga.

e Jedli sygnatura jest nieskonczona, to moze by¢ tak, ze Spoiler wygrywa np. w pierwszym ru-
chu nawet jesli stuktury sa n-réwnowazne. Aby uzyskaé prawidtows charakteryzacje n-réwnowaznoéci,
trzeba gra¢ na reduktach do skonczonych fragmentéw sygnatury.

e Jesli w sygnaturze sa stale, to mozna je traktowaé jako ,,juz wykonane” ruchy.

e Obecnos¢ funkcji w sygnaturze powoduje, ze nawet skomplikowane zaleznosci moga sie wyra-
za¢ formulami rangi kwantyfikatorowej 0. Mozna zastapi¢ funkcje ich wykresami (relacjami),
otrzymujac z danej struktury A wersje relacyjng A™. To zmienia rangi kwantyfikatorowe
formut, ale A™ = B™ wtw A = B.

Przyktad. 1. Niech o bedzie sygnatura pusta, A, = {1,...,n}, B, = {1,...,n+ 1}. Dupli-
kator wygrywa G, (A, B), czyli A =,, B (oczywiscie A #,.+1 B). Wynika z tego, ze wlasnosé
LS2uniwersum struktury ma parzystg liczbe elementow” nie wyraza sie w logice I rzedu.

2. Niech (A4, <?), (B, <B) geste liniowe porzadki bez koncéw. Wtedy Duplikator wygrywa gre
Gool((A, <™), (B, <B)). Wynika z tego miedzy innymi, ze (4, <?) = (B, <B), a zatem DLO
(teoria gestych liniowych porzadkéw bez koncéw) jest zupelna.

(Skadinad ~., jest znacznie mocniejsze niz =; w szczegdlnosci, dwie przeliczalne struktury

bedace w relacji ~, sa izomorficzne — ¢éwiczenie).
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