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1 Wstęp

Niniejszy skrypt zawiera notatki z konweratorium prowadzonego w Instytu-
cie Filozofii w roku akademickim 2015/2016. Części odpowiadające poszcze-
gólnym zajęciom zostały oddzielone seriami zadań. Są one dwojakiego typu:
te, które warto rozwiązać, żeby upewnić się, że zrozumiało się treść wykładu
oraz pomocne przy przygotowaniu do kolokwiów nie zostały w żaden sposób
wyróżnione, a dodatkowe, do których dobrze przejść po zrobieniu tych pierw-
szych, zostały oznaczone ∗.

2 Przestrzenie i odwzorowania liniowe

Zajęcia 5. X

Rozpoczniemy od zarysu algebry liniowej. Algebra liniowa to dziedzina do-
tycząca przestrzeni liniowych i ich odwzorowań. Struktury te pozwalają zde-
finiować czym są wektory w bardzo daleko posuniętej ogólności. W naszym
wypadku dokonamy połowicznego uogólnienia, gdyż będziemy rozważali je-
dynie rzeczywiste przestrzenie liniowe.

Definicja 1. Przez przestrzeń liniową nad R rozumiemy strukturę (V,+, ·),
gdzie V jest niepustym zbiorem, zaś + : V 2 → V oraz · : R × V → V ope-
racjami spełniającymi następujące warunki:

1. ∀u, v, w ∈ V u+ (v + w) = (u+ v) + w. (Łączność +)

2. ∃v ∈ V ∀w ∈ V v + w = w + v = w. (Istnienie elementu neutralnego)
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Można udowodnić, że istnieje dokładnie jeden element neutralny spełniający
powyższywarunek. Będziemy go oznaczać przez~0, a z czasem po prostu przez
0.

3. ∀v ∈ V ∃w ∈ V v + w = w + v = ~0. (Istnienie elementu odwrotnego)

Element w wprowadzony przez powyższą definicję będziemy oznaczać przez
−v. Będziemy stosować standardową konwencję notacyjną i pisać u−w zamiast
u+ (−w).

4. ∀v, w ∈ V v + w = w + v. (Przemienność)

5. ∀x, y ∈ R∀v ∈ V (x+ y)v = xv + yv. (Rozdzielność działań)

6. ∀x ∈ R∀v, w ∈ V x(w + v) = xw + xv. (Rozdzielność działań)

7. ∀x, y ∈ R∀v ∈ V x(yv) = (xy)v. (Łączność ·)

8. ∀v ∈ V 1 · v = v.

Elementy przestrzeni V nazywamy wektorami. Przestrzenie liniowe nazywa-
my czasem przestrzeniami wektorowymi.

Wprowadzone aksjomaty pozwalają udowodnićwszystkie standardowewła-
sności, których oczekiwalibyśmy powektorachwprzestrzeni euklidesowej. Dla
przykładu wymieńmy dwie proste równości.

Fakt 2. Ustalmy dowolną przestrzeń liniową V i dowolny wektor v ∈ V.Wówczas:

1. 0 · v = ~0.

2. (−1)v = −v.

Dowód. Udowodnimypunkt pierwszy, drugi pozostawiając jako ćwiczenie.Weź-
my więc dowolną przestrzeń V oraz v ∈ V. Na mocy łączności mnożenia wek-
tora przez liczby mamy:

2 · (0 · v) = (2 · 0)v = 0 · v.

Namocy przemienności dodawania liczb zmnożeniem liczb przez wektory
mamy:

2 · (0 · v) = (1 + 1)(0 · v) = 0 · v + 0 · v.

Zatem uzyskujemy równość:
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0 · v = 0 · v + 0 · v,

z której po dodaniu stronami wektora −0 · v otrzymujemy:

~0 = 0 · v.

Od tej pory umówmy się oznaczać wektor zerowy przez 0. Wprowadźmy
kolejne podstawowe pojęcie budowanej teorii.

Definicja 3. Podprzestrzenią przestrzeni V nazwiemy dowolny niepusty pod-
zbiórW ⊆ V taki, że dla dowolnych w1, w2 ∈ W oraz x ∈ R wektory w1 + w2

oraz xw1 również są elementamiW.

Zauważmy, że z dowolności elementu x w powyższej definicji wynika, że
0 ∈W dla dowolnej podprzestniW dowolnej przestrzeni liniowej.

Podamy teraz garść przykładów przestrzeni liniowych i ich podprzestrzeni.

Przykład 4. 1. Liczby rzeczywisteR ze zwykłymdodawaniem imnożeniem
stanowią przestrzeń liniową nad R. Geometrycznie można myśleć o tej
przestrzeni liniowej jako o prostej.

2. Płaszczyzna R2 = {(x, y) | x, y ∈ R} z dodawaniem: (x1, y1) + (x2, y2) =

(x1 + x2, y1 + y2) oraz a(x, y) = (ax, ay) jest przestrzenią liniową. Jest to
kanoniczny przykład.

3. Analogicznie możemy zdefiniować przestrzenie euklidesowe wyższych
wymiarów R3,R4, . . .

4. Prosta L = {(x, y) | y = 3x} jest podprzestrzenią płaszczyzny R2.

Istotnie: jeśli y1 = 3x1 oraz y2 = 3x2, to (y1 + y2) = 3(x1 + x2) oraz
ay1 = 3(ax1), co dowodzi, że L jest domknięta na dodawanie wektorów i
mnożenie wektora przez liczbę.

5. Prosta L′ = {(x, y) | y = 3x+5} nie jest podprzestrzenią liniowąR2, dla-
tego że nie jest domknięta ani na dodawanie ani na mnożenie wektorów
przez liczby różne od ±1.

6. Parabola P = {(x, y) | y = x2} nie jest podprzestrzenią liniową R2.

7. Wielomiany jednej zmiennej z działaniami zwykłego dodawania wielo-
mianów i mnożenia wielomianów przez liczbę są przestrzenią liniową.
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8. Wielomiany jednej zmiennej stopnia ≤ 7 są podprzestrzenią przestrzeni
wszystkich wielomianów. Wielomiany stopnia ≥ 7 nie są podprzestrze-
nią, bo np. (x8 + 1) − (x8) nie jest wielomianem stopnia ≥ 8, mimo że
stanowi różnicę dwóch takich wielomianów.

9. Funkcje ciągłe [0, 1]→ R są przestrzenią liniową ze zwykłymi operacjami
dodawania funkcji i mnożenia funkcji przez liczbę. (W ogólności, dlaA ⊆
R, przestrzeń funkcji ciągłych A→ R oznaczamy przez C(A).)

Warto poczynić jedną uwagę, która może zapobiec nieporozumieniom: w
wypadku wektorów w szkole średniej (przynajmniej tych na fizyce) dodawa-
nie v + w było dobrze określone tylko w wypadku, gdy punkt zaczepienia
w był punktem końcowym v. W szególności w + v niekoniecznie było dobrze
określonymdziałaniem. Bliższy naszej aksjomatyce byłby następujący obrazek:
wszystkie wektory zaczepione są w początku układu współrzędnych, a doda-
wanie polega na odczepianiu jednego z wektorów, przyczepianiu go na końcu
drugiego i przeprowadzaniu sumowania z fizyki licealnej. Zapobiegłszy ewen-
tualnemu zamętowi, możemy kontynuować rozbudowę słownika.

Definicja 5. Powiemy, że v jest kombinacją liniową wektorów v1, . . . , vn, jeśli
istnieją takie x1, . . . , xn ∈ R, że

v = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn.

Jeśli wszystkie współczynniki xi są równe 0, to kombinację nazywamy trywial-
ną. Dla dowolnej przestrzeni V i dowolnych v1, . . . , vn ∈ V przez lin(v1, . . . , vn)

oznaczamy podprzestrzeń kombinacji liniowych tych wektorów. Powiemy, że
wektory v1, . . . , vn są liniowo zależne, gdy 0 jest ich nietrywialną kombina-
cję liniową. W przeciwnymwypadku nazwiemy je liniowo niezależnymi. Jeśli
V = lin(v1, . . . , vn), to mówimy, że v1, . . . , vn rozpinają przestrzeń V.

Zilustrujmy te pojęcia kilkoma przykładami:

Przykład 6. 1. Wektory (1, 0), (0, 1), (1, 1) ∈ R2 są liniowo zależne, bo (1, 0)+

(0, 1)− (1, 1) = 0.

2. Wektory (1, 0, 0) oraz (0, 0, 1) ∈ R3 są liniowoniezależne, bo jeśli a1(1, 0, 0)+

a2(0, 0, 1) = (a1, 0, a2) = (0, 0, 0), to a1 = 0 oraz a2 = 0.Wkrótce pozna-
my bardziej systematyczne metody badania liniowej zależności układu
wektorów.

3. To raczej uwaga, która łączy dwawprowadzone pojęcia niż przykład: otóż
gday v1, . . . , vn stanowią układ liniowo niezależny, to v ∈ lin(v1, . . . , vn)

wtw układ v, v1, . . . , vn jest liniowo zależny.
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Jesteśmy już gotowi, by udowodnić główne twierdzenie pierwszych zajęć,
które pozwoli nam zrozumieć strukturę przestrzeni liniowych. W szczególno-
ści zdefiniujemy pojęcie wymiaru i przekonamy się, że wszystkie przestrzenie
liniowe skończonego wymiaru d są izomorficzne z przestrzenią Rd.

Twierdzenie 7. Jeśli v1, . . . , vk ∈ lin(w1, . . . , wn), to k ≤ n.

Dowód. Dowód przeprowadzimy przez indukcję po n. Dla n = 1 twierdzenie
jest oczywiste. Przypuśćmywięc, że zostało już udowodnione dla n i rozważmy
przypadek n+1.W takimwypadku bez utraty ogólności możemy zakładać, że
k > 1, a więc zmieniwszy numerację rozważać wektory v0, v1, . . . , vk w prze-
strzeni lin(w0, w1, . . . , wn). Z definicji kombinacji liniowych istnieją takie liczby
aij , że

v0 = a0,0w0 + a0,1w1 + · · ·+ a0,nwn

v1 = a1,0w0 + a1,1w1 + · · ·+ a1,nwn

...
...

vk = ak,0w0 + ak,1w1 + · · ·+ ak,nwn.

Skoro wektory vi są liniowo niezależne, to w szczególności żaden nie jest
wektoremzerowym (wprzeciwnymwypadkubiorąc dowolnyniezerowywspół-
czynnik przy tym wektorze i 0 przy pozostałych otrzymalibyśmy 0 jako nie-
trywialną kombinację liniową). W szcególności któryś ze współczynników a0,j

jest różny od 0. Ewentualnie zmieniając oznaczenia możemy przyjąć, że jest to
współczynnik a0,0. Niech teraz:

ui = vi −
ai0
a00

v0.

Wówczas dla i > 0 mamy:

ui =

(
ai0 −

ai0
a00

a00

)
w0 +

(
ai1 −

ai0
a00

a01

)
w1 + · · ·+

(
ai,n −

ai0
a00

a0,n

)
wn.

Współczynnik przyw0 zeruje się, a zatemdla i > 0mamyui ∈ lin(w1, . . . , wn).

Aby skorzystać z założenia indukcyjnegodla k inwystarczy pokazać, żewekto-
ry w1, . . . , wk są liniowo niezależne. Jednak wniosek ten łatwo uzyskać. Gdyby

b1u1 + · · ·+ bkuk = 0,

to mielibyśmy również z definicji wi:

b1v1 + · · ·+ bkvk −
(
b1
a10
a00

+ · · · bk
ak0
a00

)
v0 = 0,
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co przeczy liniowej niezależności v0, v1, . . . , vn. Widzimy więc k wektorów li-
niowo niezależnych w przestrzeni rozpiętej przez n wektorów, a zatem k < n,

stąd też i k + 1 < n+ 1, co należało udowodnić.

Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, że dla dowolnej przestrzeni liniowej V i dowolnego
v ∈ V zachodzi równość (−1)v = −v.

Zadanie 2. Pokaż, że dla dowolnej przestrzeni liniowej V , wektora v ∈ V \ {0}
i c ∈ R

jeśli cv = 0, to c = 0

Zadanie 3. Udowodnij, że jeśliW jest podprzestrzeniąR2, to alboW = {(0, 0)},
alboW = R2, alboW = {(x, y) | y = ax} dla pewnego a ∈ R.

Zadanie 4. NiechV będzie przestrzenią liniową i v0, . . . , vn ∈ V . Niechu0, . . . , uk ∈
lin(v0, . . . , vn). Udowodnij, że lin(u0, . . . , uk) ⊆ lin(v0, . . . , vn). Kiedy zachodzi
równość?

Zadanie 5. Wskaż zbiór przeliczalnej mocy rozpinający przestrzeń wielomia-
nów o współczynnikach rzeczywistych. Pokaż, że żaden skończony zbiór wek-
torów nie rozpina tej przestrzeni.
∗Zadanie 6. Podaj nieprzeliczalny zbiór liniowoniezależnychwektorówwC([0, 1]).
Wskaż jakikolwiek zbiór rozpinający C([0, 1]).

Zadanie 7. Sprawdź, czy poniższe układy wektorów są liniowo niezależne:

1. (1, 1), (0, 1).

2. (1, 2, 3), (0, 1, 0), (0, 0, 1).

3. (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5), (4, 5, 6).

4. (0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0).

5. (1, 5, 2, 4), (0, 9, 4, 2), (4, 7, 2, 1), (0, 8, 5, 4), (9, 3, 7, 4).

Zadanie 8. 1. Czy wektory (1, 2), (0, 1) rozpinają R2?

2. Czy wektory (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1) rozpinają R3?

3. Czy wektory (1, 4, 5, 0), (9, 2, 7, 1), (8, 4, 5, 2) rozpinają R4?

Zadanie 9. Załóżmy, że v1, . . . , vn jest układem liniowo niezależnym.Wówczas
v ∈ lin(v1, . . . , vn) wtw v1, . . . , vn, v jest liniowo zależny.

Zadanie 10. Pokaż, że układ wektorów v1, . . . , vn jest liniowo zależny wtw dla
pewnego imamy vi ∈ lin(v1, . . . , vn).

6



Zajęcia 12. X

Zajmiemy się teraz następującym problemem: czy każda przestrzeń liniowa V
jest postaci lin(A) dla pewnego zbioru liniowo niezależnych wektorów z V . Jak
się okaże, odpowiedź na to pytanie jest twierdząca. W tym momencie już po-
winno dla Czytelnika być jasne, że jeśli tak jest, to wybór A na pewno nie jest
jednoznaczny. Wyprowadźmy ważny wniosek z Twierdzenia 7.

Wniosek 8. Przypuśćmy, że v0, . . . , vn ∈ V,w0, . . . , wm ∈ V są dwoma liniowo
niezależnymi układami wektorów w V . Jeśli lin(v0, . . . , vn) = lin(w0, . . . , wm), to
w = m.

Wprowadzimy teraz dwie kluczowe dla tej części wykładu definicje

Definicja 9. Powiemy, że przestrzeń liniowa V ma wymiar n (ozn. dimV =

n) wtedy i tylko wtedy, gdy w V istnieje n wektorów liniowo niezależnych,
które rozpinają V . Powiemy, że przestrzeń V jest skończenie wymiarowa jeśli
dla pewnego n dimV = n.

Podczas zajeć skupimy się na przestrzeniach skończenie wymiarowych -
jeśli nie stwierdzamy inaczej, to "przestrzeń liniowa" znaczy "skończenie wy-
miarowaprzestrzeń liniowa".Następująca uwagawynika natychmiat z definicji
wymiaru.

Uwaga 10. Niech V będzie przestrzenią liniową i v1, . . . , vn ∈ V . Jeśli v1, . . . , vn
są liniowo niezależne, to dimV ≥ n.

Następująca uwaga wynika natomiast z Twierdzenia 7:

Uwaga 11. Niech V będzie przestrzenią liniową i v1, . . . , vn ∈ V . Jeśli v1, . . . , vn
rozpinają V , to dimV ≤ n.

Z powyższcyh dwóch uwag wypływa ważny:

Wniosek 12. Niech V będzie przestrzenią liniową. Jeśli istnieją v1, . . . , vn takie, że
V = lin(v1, . . . , vn), oraz v1, . . . , vn są liniowo niezależne, to dimV = n.

Przykład 13. dimRn = n. Faktycznie, łatwo się przekonać, że wektory ei dla
i ≤ n, gdzie

ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)
na i-tym miejscu 1, na pozostałych 0

są liniowo niezależne i rozpinają Rn.

Przykład 14. Niech V będzie przestrzenią liniowąwielomianów stopnia co naj-
wyżej n. Wtedy dimV = n + 1. Niech teraz W będzie przestrzenią liniową
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wszystkich wielomianów o współczynnikach rzeczywistych zmiennej x. Wte-
dyW nie ma skończonego wymiaru, bo dla dowolnego k wektory

x0, x, . . . , xk

są liniowo niezależne.

Definicja 15. Bazą przestrzeni liniowej V nazwiemy dowolny układ wektorów
v1, . . . , vn, który jest liniowo niezależny i rozpina V .

Przykład 16. W Rn wektory ei (wprowadzone w Przykładzie 13) stanowią ba-
zę. Jest to tzw. baza standardowa. Niech v = (1, . . . , 1) ∈ Rn. Inną bazą w Rn

jest np. v − e0, v − e1, . . . , v − en.

Przykład 17. W przestrzeni wielomianów stopnia co najwyżej nwektory

x0, x, x2, . . . , xn

stanowią bazę.

Uwaga 18. W przestrzeni n-wymiarowej dowolne dwie bazy są równoliczne i
mają moc n.

Zachęcamy do próby udowodnienia poniższego stwierdzenia samodzielnie
i przejrzenia poniższego dowodu tylko dla pewności, że zrobiło się to popraw-
nie.

Stwierdzenie 19. Niech V będzie przestrzenią liniową i v1, . . . , vn ∈ V . Następujące
warunki są równoważne:

1. v1, . . . , vn jest maksymalnym układem liniowo niezależnym w V , tzn. dla do-
wolnego v ∈ V \ {v1, . . . , vn}, v1, . . . , vn, v jest liniowo zależny.

2. v1, . . . , vn jest minimalnym układem rozpinającym V , tzn. dla dowolnego i ≤ n
{v1, . . . , vn} \ {vi} nie rozpina V .

3. dimV ≤ n i v1, . . . , vn są liniowo niezależne.

4. dimV ≥ n i v1, . . . , vn rozpinają V .

5. v1, . . . , vn są bazą V .

Dowód. (1) ⇒ (2) Przypuśćmy, że v1, . . . , vn jest maksymalnym układem li-
niowo niezależnym w V . Pokażemy, że v1, . . . , vn rozpina V . Ustalmy dowolne
v ∈ V . Z maksymalności układu v1, . . . , vn układ v1, . . . , vn, v jest liniowo za-
leżny, a zatem, na mocy Zadania 9 v ∈ lin(v1, . . . , vn). Wykażemy, że v1, . . . , vn
jest minimalny. Gdyby bowiem, dla pewnego i ≤ n. {v1, . . . , vn}\{vi} rozpinał
V , to mielibyśmy vi ∈ lin({v1, . . . , vn} \ {vi}) i v1, . . . , vn byłby liniowo zależny,
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na mocy Zadania 9.
(2) ⇒ (3) Skoro v1, . . . , vn rozpina V , to dimV ≤ n, na mocy Uwagi 11. Mu-
simy pokazać, że v1, . . . , vn jest liniowo niezależny. Gdyby był jednak liniowo
zależny, to na mocy Zadania 10 mielibyśmy vi ∈ lin(v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn) i
(v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn rozpinałby V wbrew minimalności v1, . . . , vn.
(3) ⇒ (4) Jeśli v1, . . . , vn są liniowo niezależne, to dimV ≥ n na mocy Uwa-
gi 10. Gdyby istniał v ∈ V \ lin(v1, . . . , vn) to układ v1, . . . , vn, v byłby liniowo
niezależny na mocy Zadania 9. Wtedy jednak musilibyśmy mieć

dimV ≥ n+ 1 > n,

co stoi w sprzeczności z tym, że na mocy (3) dimV ≤ n.
(4)⇒ (5) Przypuśćmy, że dimV ≥ n i v1, . . . , vn rozpinają V . Gdyby były linio-
wo zależne, to rozumując podobniej jak w dowodzie (2) ⇒ (3) dostalibyśmy,
że (b.o.o.) v2, . . . , vn rozpinają V . Wtedy jednak na mocy Uwagi 11 mielibyśmy

dimV ≤ n− 1 < n,

co przeczy założeniu, że dimV ≥ n.
(5) ⇒ (1) Niech v1, . . . , vn będzie liniowo niezależny i rozpina V . Musimy po-
kazać, że v1, . . . , vn jest maksymalny, tzn. dla dowolnego v

v1, . . . , vn, v

jest liniowo zależny. Tak jednak jest, bo z definicji v ∈ lin(v1, . . . , vn), a zatem
układ v1, . . . , vn, v jest liniowo zależny na mocy Zadania 9.

Zauważmy, że na mocy definicji wymiaru przestrzeni liniowej każda (skoń-
czenie wymiarowa) przestrzeń liniowa ma bazę. Bazę danej przestrzeni linio-
wej możemy traktować jako tymczasową reprezentację tej przestrzeni. Poniższe
twierdzenie dobrze obrazuje to stwierdzenie: mając wybraną jakąkolwiek bazę
przestrzeni V kazdemu wektorowi możemy w jednoznaczny sposób przypo-
rządkować krotkę liczb rzeczywistych "reprezentującą" ten wektor w tej bazie.
Napisaliśmy tymczasową dlatego, że dana przestrzeń w żaden kanoniczny spo-
sób nie wyróżnia żadnej ze swoich baz, dlatego też można je swobodnie zmie-
niać w zależności od tego, z którą wygodniej jest w danej sytuacji pracować.
Druga część twierdzenia, zwana też Twierdzeniem Steinitza o wymianie, pokazuje
(m.in.), że każdy wektor jest elementem jakiejś bazy. Sens tej nazwy objaśnimy
na przykładzie po przeprowadzeniu dowodu.

Twierdzenie 20. Niech V będzie przestrzenią liniową z bazą v1, . . . , vn.

1. każdy wektor v ∈ V można przedstawic jako kombinację liniową v1, . . . , vn w
dokładnie jeden sposób, tzn. dla dowolnego v ∈ V istnieją a1, . . . , an takie, że

v =

n∑
i=1

aivi

9



i dla dowolnych b1, . . . , bn jeśli

v =

n∑
i=1

bivi,

to dla dowolnego i ≤ n, ai = bi.

2. każdy liniowo niezależny układ wektorów w1, . . . , wk dla k ≤ n można uzupeł-
nić do bazy wektorami z bazy v1, . . . , vn.

Dowód. (1) Ustalmy wektor v ∈ V . Istnienie liczb ai o których mówi ten punkt
wynika z tego, że V = lin(v1, . . . , vn). Ustalmy jakiekolwiek takie liczby ai.
Przypuśćmy, ze dla pewnych bi ∈ R

v =

n∑
i=1

bivi,

Wtedy jednak

v =

n∑
i=1

bivi =

n∑
i=1

aivi

czyli
n∑
i=1

(bi − ai)vi = 0

Z liniowej niezależności v1, . . . , vn wynika, że dla dowolnego i, ai−bi = 0, czyli
dla dowolnego i, ai = bi.
(2) Ustalmy liniowo niezależny układ w1, . . . , wk dla k ≤ n. Rozpatrzmy nastę-
pujący układ wektorów rozpinający V

w1, . . . , wk, v1, . . . , vn (1)

Usuńmy z tego układu wszystkie wektory, które są kombinacjami liniowymi
poprzednichwektorówwciągu. Z założenia o liniowej niezależnościw1, . . . , wk

żaden wektor z tego układu nie został usunięty. Dostajemy zatem układ wek-
torów rozpinający V :

w1, . . . , wk, vi1 , . . . , vim (2)

Wystarczy pokazać, że układ ten jest liniowo niezależny. Ustalmy a1, . . . , ak,
bi1 , . . . bim takie, że

a1w1 + . . .+ akwk + bi1vi1 + . . .+ bimvim = 0

Z liniowej niezależności w1 . . . , wn wynika, że jeśli wszystkie bij są równe zero,
to wszystkie powyższe współczynniki są równe zero i kombinacja jest trywial-
na. Jeśli zaś któreś z bij jest niezerowe, to istnieje też takie o największymwspół-
czynniku j. Wtedy jednak vij wyraża sie jako kombinacja liniowa poprzednich
wektorów, co przeczy konstrukcji układu (2). Stąd musimy mieć

a1 = . . . = ak = bi1 = . . . = bim = 0.
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Przykład 21. Ustalmy przestrzeń liniową V z bazą v1, . . . , vn. Ustalmy k < n i
popatrzmy na

V1 = lin(v1, . . . , vk)

V1 jest podprzestrzenią V (Definicja 3) rozpiętą przez pierwsze k wektorów
wybranej bazy. Ustalmy inną bazę w1, . . . , wk przestrzeni V1. Wtedy na mo-
cy punktu 2 powyższego twierdzenia możemy uzupełnić w1, . . . , wk do bazy
przestrzeni V elementami bazy v1, . . . , vn. To uzupełnienie musi składać się z
n−kwektorów vk+1, . . . , vn, bowiem v1, . . . , vk da się uzyskać jako kombinacje
liniowe z układu w1, . . . , wk. Wymieniliśmy zatem bazę w podrzestrzeni V1, nie
ruszając pozostałych wektorów wybranej wpierw bazy V .

Sensowność poniższej definicji uzasadniliśmy we właśnie przeprowadzo-
nym dowodzie:

Definicja 22. Niech V będzie przestrzenią liniową z bazą v1, . . . , vn i v ∈ V .
Współrzędnymi wektora v w bazie v1, . . . , vn nazywamy jedyne takie liczby
a1, . . . , an ∈ R, że

v =

n∑
i=1

aivi

Przykład 23. Rozpatrzmy V = R3 i v = (1, 2, 3). Wektor ten ma w bazie stan-
dardowej przestrzeni R3 (tzn. złożonej z wektorów (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1))
współrzędne

1, 2, 3

Jeśli jednak zmienimy kolejność wektorów bazy standardowej rozważając np.
bazę (0, 1, 0), (1, 0, 0), (0, 0, 1), to ten sam wektor w tej bazie będzie miał współ-
rzędne

2, 1, 3

Jeśli rozważymybazę tej samej przestrzeni złożoną zwektorów (1, 1, 0), (1, 0, 1),
(0, 1, 1), to v będzie miał w niej współrzędne

0, 1, 2

Uwaga 24. Z Twierdzenia 20 wynika, że dla dowolnego wektora v ∈ V \ {0}
istnieje taka baza V , że v ma w tej bazie współrzędne

1, 0, . . . , 0
n−1 zer

gdzie n = dimV . Istotnie, jeśli v 6= 0, to jednoelementowy układ

v

jest liniowo niezależny, zatemmożna uzupełnić go do bazy V . W tej bazie vma
żądane współrzędne.
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Uwaga 25. Niech v1, . . . , vn będzie bazą przestrzeni V . Jeśli v ma w tej bazie
współrzędne

a1, . . . , an

a w ma w niej współrzędne
b1, . . . , bn

to v + w ma w niej współrzędne a1 + b+ 1, . . . , an + bn i dla dowolnego c ∈ R,
cv ma w niej współrzędne ca1, . . . , can.

Zadania

Zadanie 11. Znaleźć dwie różne, nowe (tzn. różne od podanych w powyższym
wykładzie) bazy przestrzeni R3. Znaleźć współrzędne wektora (1, 1, 1) w tych
bazach.

Zadanie 12. Znaleźć bazy podanych podprzestrzeni V1 ⊆ V dla

1. V = R3, V1 = {(x1, x2, x3) | x1 + 2x2 − x3 = 0}

2. V = R3, V1 = lin((1, 2, 1), (0, 1, 1), (1, 3, 2)).

Zadanie 13. NiechV = R4. Znaleźćwspółrzędnewektorów (1, 0, 8, 9), (1, 7, 1, 7),
w bazie (1, 1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 1), (0, 1, 1, 1).

∗Zadanie 14. Niech v ∈ R3 \ {0} i niech a, b, c ∈ R nie wszystkie będą zerowe.
Udowodnij, że istnieje baza R3, w której v ma współrzędne a, b, c.

Zadanie 15. Udowodnij, że v1, . . . , vn jest bazą przestrzeni V wtedy i tylkowte-
dy, gdy każdy wektor da się przedstawić jako kombinację liniową v1, . . . , vn w
dokładnie jeden sposób. (Implikację (⇒) zrobiliśmy w Twierdzeniu 20. Pozo-
staje implikacja przeciwna.)

Zajęcia 19. X

Wprowadzimy kolejne kluczowej pojęcie rozważanej teorii – przekształcenia
liniowego.

Definicja 26. Niech V,W będą dwiema przestrzeniami liniowymi. Odwzoro-
wanie φ : V → W nazwiemy liniowym, gdy spełnione są następujące dwa
warunki:

1. φ(v + v′) = φ(v) + φ(v′) dla dowolnych v, v′ ∈ V.

2. φ(cv) = cφ(v) dla dowolnego v ∈ V oraz c ∈ R.

12



Uwaga 27. Z drugiego warunku od razu wynika, że jeśli φ : V →W jest linio-
we, to φ(0) = 0.

Zilustrujmy to pojęcie szeregiemprzykładów i kontrprzykładów.Dla uprosz-
czenia zapisu będziemy funkcję o argumentach z przestrzeniRn zapisywać jako
funkcję n zmiennych rzeczywistych. Takwięc φ(x, y, z) jest skrótowym zapisem
φ((x, y, z)).

1. Dla dowolnej przestrzeni liniowej V odwzorowanie id : V → V, takie że
φ(v) = v dla dowolnego v ∈ V jest liniowe.

2. Odwzorowanie φ : R3 → R dane wzorem φ(x, y, z) = z jest liniowe.

3. Odwzorowanie φ : R→ R2 dane wzorem φ(t) = (3t,− 1
2 t) jest liniowe.

4. Odwzorowanie φ : R2 → R2 dane wzorem φ(x, y) = (x+y√
2
, −x+y√

2
) jest

liniowe.

5. Różniczkowanie jako odwzorowanie przestrzeni R[X] wielomianów jed-
nej zmiennej o współczynnikach rzeczywistych w siebie jest liniowe.

Wewszystkich powyższychprzypadkach liniowość sprawdzamybezpośred-
nio. Przerachujmy drugi z nich:

φ((x, y, z) + (x′, y′, z′)) = φ(x+ x′, y + y′, z + z′)

= z + z′

= φ(x, y, z) + φ(x′, y′, z′).

Drugi warunek sprawdzamy bardzo podobnie:

φ(c(x, y, z)) = φ(cx, cy, cz)

= cz

= cφ(x, y, z).

Byćmoże lepsze intuicje na temat odwzorowań liniowych pozwolą wyrobić
poniższe kontrprzykłady:

6. Odwzorowanie φ : R→ R dane wzorem φ(x) = x2 nie jest liniowe. Istot-
nie: φ(x+ x′) = (x+ x′)2 = x2 + (x′)2 + 2xx′ = φ(x) +φ(x′) + 2xx′, co na
ogół różni się od φ(x) + φ(x′), o ile tylko x, x′ oraz 2 są różne od zera.
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7. Odwzorowanie φ : R2 → R dane wzorem φ(x, y) = xy nie jest liniowe.
Faktycznie: φ((x, y) + (x′, y′)) = φ(x+x′, y+y′) = (x+x′)(y+y′) = xy+

x′y′+xy′+x′y = φ(x, y)+φ(x′, y′)+xy′+x′y, zaś ostatni wyraz jest równy
φ(x, y)+φ(x′, y′) tylko o ilewobuparach (x, y), (x′, y′)przynajmniej jedna
ze współrzędnych jest równa 0.

8. Odwozorowanie φ : R→ R zadane φ(x) = x+1 nie jest liniowe, gdyż np.
φ(0) = 1.

Okazuje się, że odwzorowania liniowe dopuszczają bardzo prosty opis. Po-
niższe stwierdzenie stanowi uzasadnienie tego faktu. Przy okazji sformułuje-
my kluczową własność baz, która mogłaby w zasadzie posłużyć jako ich rów-
noważna definicja. Dla niewielkiego uproszczenia zapisu ograniczymy się do
przypadku skończenie wymiarowego.

Stwierdzenie 28. Niech V,W będą skończenie wymiarowymi przestrzeniami linio-
wymi. Niech (v1, . . . , vn) będzie dowolną bazą V. Wówczas dla dowolnych wektorów
w1, . . . , wn istnieje dokładnie jedno φ : V →W liniowe, takie że dla dowolnego i:

φ(vi) = wi.

Dowód. Pokażemy najpierw jedyność odwzorowania φ, a następnie zastanowi-
my się nad jego ewentualnym istnieniem. Niech v będzie dowolnym wekto-
rem z przestrzeni V. Na mocy Twierdzenia 20, punkt 1. wektor v ma w bazie
(v1, . . . , vn) jednoznacznie określone współrzędne, czyli istnieje dokładnie je-
den ciąg liczb (a1, . . . , an), taki że

v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn.

Na mocy liniowości odwzorowania φ zachodzą następujące równości:

φ(v) = φ(

n∑
j=1

ajvj)

=

n∑
j=1

φ(ajvj)

=

n∑
j=1

ajφ(vj)

=

n∑
j=1

ajwj .

To pokazuje, że ustaleniewartości odwzorowania φ nawektorach bazowych
wyznacza wartości odwzorowania φ także i na wszystkich innychwektorach V.
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Wystarczy więc pokazać, że odwzorowanie liniowe φ o zadanych wartościach
istnieje. Zdefiniujmy więc φ w następujący sposób. Niech v będzie dowolnym
wektorem z przestrzeni V. Niech a1, . . . , an będą takimi liczbami, że

v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn.

Definiujemy:

φ(v) =

n∑
j=1

ajwj .

Odwzorowanie φ jest określone na całym V, bo v1, . . . , vn rozpinają V. Po-
wyższy wzór rzeczywiście wyznacza funkcję (tzn. dla dowolnego v tylko jeden
wektor w ∈ W spełnia definicję φ(v)), bo ciąg liczb (a1, . . . , an) jest wyzna-
czony jednoznacznie. Wystarczy więc sprawdzić liniowość. Weźmy dowolne
dwa wektory v, v′ i niech w rozważanej bazie mają współrzędne odpowiednio
(a1, . . . , an) oraz (b1, . . . , bn).Wówczas:

φ(v + v′) =

n∑
j=1

(aj + bj)wj =

n∑
j=1

ajwj +

n∑
j=1

bjwj = φ(v) + φ(v′).

Podobnie widzimy, że:

φ(cv) =

n∑
j=1

cajwj = c

n∑
j=1

ajwj = cφ(v).

Co dowodzi, że tak zdefiniowane φ jest liniowe.

Ostatnie twierdzenie pozwoli nam na wprowadzenie użytecznego sposobu
zapisu odwzorowań liniowych, który umożliwi nam systematyczne znajdowa-
nie współrzędnych (w dowolnej bazie) wektora stanowiącego wartość odwzo-
rowania liniowego w ustalonym punkcie.

Definicja 29. Przez macierz (o wymiarach) n × m o wyrazach rzeczywistych
rozumiemy tablicę 

a11 . . . a1m

a21 . . . a2m
...

...
...

an1 . . . anm

 ,

gdzie dla dowolnych indeksów i, j wartości aij są rzeczywiste. Macierz po-
wyższej postaci oznaczamy też (ai,j)i≤n,j≤m, a czasem niezbyt precyzyjnie po
prostu (ai,j).
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Zauważmy, że powyższa definicja używa niezdefiniowanego pojęcia tabli-
cy. W istocie moglibyśmy napisać, że macierz to funkcja ze zbioru
{1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . ,m}wR, która parze (i, j)przypisuje liczbę ai,j .Będzie-
my jednak konsekwentnie mówić o macierzach jako o tablicach.

Kolejna definicja wiąże z każdym odwzorowaniem liniowym (po ustaleniu
bazy) pewną macierz, co jak się niedługo przekonamy stanowi punkt wyjścia
do ważnych technik rachunkowego rozwiązywania problemów geometrycz-
nych.

Definicja 30. Niech φ : V →W będzie przekształceniem liniowym. NiechA =

(v1, . . . , nn),B = (u1, . . . , uk) będą dowolnymi bazami tych przestrzeni.Macie-
rzą przekształcenia φ w bazach A,B nazwiemy taką macierz (ai,j)i≤k,j≤n, że
dla dowolnych indeksów i, j wartość ai,j to i-ta współrzędna wektora φ(vj) w
bazie B.
Macierz tę oznaczamyM(φ)BA.

Powyższa definicja może wywoływać u czytelnika wrażenie, że faktyczne
znalezienie macierzy danego przekształcenia w danej bazie jest sprawą trudną.
Jak się jednak przekonamy, jest to dość nietrafne poczucie.

Przykład 31. Niech st oznacza bazę standardową w R2. Niech φ : R2 → R2

oznacza odbicie symetryczne względem osi OX. Znajdziemy macierz φ w ba-
zach st, st. Niech aij oznacza wyraz tej macierzy o indeksach i, j. Wektor e1
przechodzi przy odwzorowaniu φ na tenże wektor. Czyli wspołrzędne φ(e1)

w bazie st to po prostu (1, 0). Zatem a1,1 = 1, zaś a2,1 = 0. Dalej zauważmy,
że φ(e2) = −e2. Czyli współrzędne φ(e2) w bazie st to (0,−1). Stąd a2,1 = 0,

natomiast a2,2 = −1.Wnioskujemy więc, że szukana macierz to:

(
1 0

0 −1

)
.

Niech φ : V → V. Od tej pory przez macierz przekształcenia φ w bazie A
będziemy rozumieli macierz tego przekształcenia w bazach A,A.

Przykład 32. Macierz obrotu o 30◦ w R2 zapisuje sie jako:( √
3
2 − 1

2
1
2

√
3
2 .

)
.

Do tej pory nie widać jeszcze, jak korzystamy z faktu, że macierz zdefinio-
waliśmy jako tablicę. Zdefiniujemy teraz operację na macierzach, której opano-
wanie znacznie ułatwia graficzny sposób zapisu macierzy.
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Definicja 33. NiechA = (ai,j), B = (bi,j) będą macierzami o wymiarach n×m
oraz m × l. Wówczas przez AB rozumiemy macierz n × l o wyrazach (ci,j),

gdzie dla dowolnych indeksów i, j zachodzi równość:

ci,j =

m∑
k=1

ai,kbk,j .

Innymi słowy: macierz AB to macierz, w której wyraz na miejscu (i, j) wy-
znaczamy w następujący sposób: bierzemy i-ty wiersz macierzy A oraz j-tą
kolumnę macierzy B, przykładamy jedno do drugiego tak, żeby lewy kraniec
wiersza znajdował się na górze kolumny, mnożymy powspórzędnych i dodaje-
my uzyskane iloczyny. W razie problemów ze zrozumieniem, na czym polega
ta operacja, warto być może spróbować obejrzeć animację w sieci.

Przykład 34.(
1 2

3 4

)(
5 6

7 8

)
=

(
1 · 5 + 2 · 7 1 · 6 + 2 · 8
3 · 5 + 4 · 7 3 · 6 + 4 · 8.

)
=

(
19 22

43 50.

)

Na koniec podamy jedno stwierdzenie, które wyjaśnia związekmiedzyma-
cierzą przekształcenia liniowego a samą macierzą.

Definicja 35. Niech v ∈ V będzie dowolnym wektorem, zaś A = (v1, . . . , vn)

– skończoną bazą przestrzeni V. macierzą współrzędnych wektora v w bazie
A nazwiemy macierz o wymiarach n × 1, w której na miejscu (i, 1) stoi i-ta
współrzędna wektora v w tej bazie.

Przykładowo, macierz współrzędnych wektora e2 w bazie standardowej w
R3, to

 0

1

0

 .

Stwierdzenie 36. Niech φ : V → W. Niech A będzie dowolną bazą w V, natomiast
B –dowolną bazą wW. Jeśli A jest macierzą φ w bazachA,B, zaś v – macierzą współ-
rzędnych v w bazie A, to Av jest macierzą współrzędnych wektora φ(v) w bazie B.

Powyższe stwierdzenie łatwo zastosować w konkretnej sytuacji.

Przykład 37. Znajdziemy obraz wektora (15, 17) po obrocie o 30◦. Sprowadza
się to do ustalenia, jakie są jego współrzędne w bazie standardowej. Wektor ten
ma w bazie standardowej współrzędne 15, 17.Wiemy też, jak wygląda macierz
obrotu o 30◦ w bazie standardowej. Wystarczy więc wykonać mnożenie:( √

3
2 − 1

2
1
2

√
3
2

)
·

(
15

17

)
=

(
15
√
3−17
2

15+17
√
3

2

)
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Zadania

Zadanie 16. Niech φ : V → W będzie odwzorowaniem liniowym oraz na W.
Niech ψ : W → U będzie odwzorowaniem liniowym. Udowodnij, że ψ ◦ φ też
jest liniowe.

Zadanie 17. Znajdź macierze następujących przekształceń w bazie standardo-
wej:

1. Identyczność w R3.

2. Obrót o 45◦ wokół osi OX w R3.

3. Przekształcenie dane wzorem φ(x, y, z) = z.

4. Przekształcenie dane wzorem φ(x, y, z) = (z, y, x).

5. Obrót o dowolny kąt α w R2.

6. Symetria względem płaszczyzny lin(e2, e3) w R3.

∗Zadanie 18 (Dość ważny przykład). Znajdź macierz obrotu o kąt θwokół pro-
stej lin(v) w bazie (v, v′, v′′) przestrzeni R3, gdzie v, v′, v′′ są wzajemnie prosto-
padłe i tej samej długości.

Zadanie 19. Pomnóż macierze:

1.

(
10 5

12 −7

)
·

(
−1 0

3 8

)
.

2.

(
0 7 11

1 23 −2

)
·

 5 −e
2 −2

1 3

 .

3.

 1 1 1

1 1 1

1 1 1

 ·
 1 1 1

1 1 1

1 1 1

 .

4.

 1 1 1

0 1 1

0 0 1

 ·
 1 1 1

0 1 1

0 0 1

 .

5.

 1 1 1

0 1 1

0 0 1

 ·
 1 1 1

0 1 1

0 0 0

 .

6.

(
0 1

1 0

)
·

(
−1 2

3 8

)
.

18



Zadanie 20. Pokaż, że dowolne przekształcenie liniowe φ : R → R jest zadane
wzorem

φ(x) = cx

dla pewnego c ∈ R.

Zadanie 21. Znajdź obraz następujących wektorów w R3 po obrocie o kąt π3
wokół osi OZ.

1. (1, 2, 3).

2. (1, 0, 1).

3. (−1, 0, 5).

∗Zadanie 22. Niech V będzie przestrzenią liniową. Pokaż, że jeśli układ wek-
torów v1, . . . , vn ∈ V ma następującą własność:

dla dowolnej przestrzeni liniowejW i dowolnej funkcji φ : {v1, . . . , vn} →W

istnieje dokładnie jedno przekształcenie liniowe φ′ : V →W takie, że
φ′ �{v1,...,vn}= φ

to v1, . . . , vn jest bazą V .

2.1 Zajęcia 26.X

Konwencja 1. Od tej pory pisząc φ : V → W będziemy mieli zawsze na my-
śli, że φ jest przekształceniem liniowym przestrzeni liniowych V iW . Wszelkie
odejścia od tej umowy będą sygnalizowane.

Wprowadźmy jedne zważniejszych pojęć, służących do badania przekształ-
ceń liniowych.

Definicja 38. Niech φ : V →W .

1. Jądremφ nazywamyprzeciwobrazwektora zerowego przestrzeniW przy
przekształceniu φ, tj.

φ−1(0) = {v ∈ V | φ(v) = 0}

Jądro φ oznaczamy przez kerφ.

2. Obrazem φ nazywamy obraz przestrzeni V przy przekształceniu φ, tj.

φ[V ] = {w ∈W | ∃v ∈ V φ(v) = w}

Obraz φ oznaczamy przez imφ.
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Przykład 39. Przypomnijmy, że przez ei oznaczamy wektory bazy standardo-
wej Rn (zob. Przykład 13)

• Jeśli π : R4 → R3,
π(x, y, z, v) = (x, y, z),

to kerπ = lin{e4}, a imπ = R3.

• Jeśli π : R3 → R4,
π(x, y, z) = (x, y, z, 0),

to kerπ = {0} i imπ = lin{e1, e2, e3}.

• Jeśli ρ jest obrotem R3 wokół osi lin{(1, 0, 0)} o kąt θ, to kerφ = {0} i
imφ = R3.

Uwaga 40. Niech φ : V → W . kerφ i imφ to podprzestrzenie liniowe V i W
odpowiednio. Faktycznie, sprawdźmy, że imφ jest domknięte na dodawanie:
niech w1, w2 będą wektorami z imφ. Wtedy z definicji istnieją v1, v2 ∈ V takie,
że

φ(v1) = w1, φ(v2) = w2

Wtedy na mocy liniowości φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = w1 + w2, zatem v1 +

v2 świadczy o tym, że w1 + w2 ∈ imφ. Sprawdzenie pozostałych warunków
pozostawimy jako ćwiczenie.

Uwaga 41. Niech φ : V → W . Jeśli v1, . . . , vn rozpina V , to φ(v1), . . . , φ(vn)

rozpina imφ. Faktycznie, niech w ∈ imφ. Wtedy istnieje v ∈ V takie, że φ(v) =

w. Z założenia, istnieją a1, . . . , an takie, że

v = a1v1 + . . .+ anvn

Stąd, z liniowości φ, mamy

w = φ(v) = φ(a1v1 + . . .+ anvn) =

= a1φ(v1) + . . .+ anφ(vn)
liniowość φ

Zatem w ∈ lin{φ(v1), . . . , φ(vn)}.

Poniższe stwierdzenie jest jednym z ważniejszych w tym rozdziale:

Stwierdzenie 42. Niech φ : V → W i niech v1, . . . , vn, vn+1, . . . , vn+k będzie bazą
V taką, że v1, . . . , vn jest bazą V . Wtedy φ(vn+1), . . . , φ(vn+k) jest bazą dla imφ

Dowód. Ustalmywszystko jak powyżej.Musimypokazać, żeφ(vn+1), . . . , φ(nn+k)

rozpina imφ i jest liniowo niezależny. Dla dowodu tego pierwszego ustalmy do-
wolny w ∈ imφ. Wtedy z definicji istnieje v ∈ V taki, że

φ(v) = w
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Skoro v1, . . . , vn+k jest bazą V , to istnieją a1, . . . , an+k takie, że

v = a1v1 + . . .+ an+kvn+k

Na mocy liniowości φ i tago, że v1, . . . , vn są z jądra φ dostajemy:

w = φ(v) = φ(a1v1 + . . . an+kvn+k) =

= a1φ(v1) + . . .+ anφ(vn)︸ ︷︷ ︸
=0

+an+1φ(vn+1) + . . .+ an+kφ(vn+k) =

= an+1φ(vn+1) + . . .+ an+kφ(vn+k)

Zatem w ∈ lin{φ(vn+1), . . . , φ(vn+k)}.

To teraz liniowa niezależność: przypuśćmy, że

b1φ(vn+1) + . . .+ bkφ(vn+k) = 0

Wtedy z liniowości φ, φ(b1vn+1 + . . .+ bkvn+k) = 0, stąd

b1vn+1 + . . .+ bkvn+k ∈ kerφ

Skoro v1, . . . , vn rozpina kerφ to istnieją a1, . . . , ak takie, że

b1vn+1 + . . .+ bkvn+k = a1v1 + . . .+ anvn

Ponieważ jednak v1, . . . , vn+k jest bazą, to

a1 = . . . = an = b1 = . . . = bk = 0,

co było do wykazania.

Wyciągnijmy bardzo ważny

Wniosek 43. Niech φ : V →W . Wtedy

dimV = dim imφ+ dim kerφ

Dowód. Faktycznie, zauważmy, że na mocy powyższego stwierdzenia, mamy,
że baza imφ liczy dimV − dim kerφwektorów. To wystarczy.

Przykład 44. Niech σ : R2 → R2 będzie zadane

σ(u, v) = (u+ v, 2u+ 2v)

Łatwo sprawdzić, że kerφ = {(u, v) ∈ R2 | u = v} = lin{(1, 1)}. Łatwo
sprawdzić, że wektor (1, 0) dopełnia tę bazę jądra do bazy R2. Zatem σ(1, 0) =

(1, 2) jest bazą imφ.
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Definicja 45. Niech φ : V →W

1. φ jest monomorfizmem jeśli φ jest różnowartościowe.

2. φ jest epimorfizmem jeśli imφ = W .

3. φ jest izomorfizmem jeśli jest monomorfizmem i epimorfizmem zarazem.

Przykład 46. • π : R3 → R zdefiniowane π(x, y, z) = z jest epimorfizmem.

• Niech R[X] będzie przestrzenią wielomianów. Przekształcenie σ : R2 →
R[X] zdefiniowane

σ(a, b) = aX + b

jest monomorfizmem.

• Obrót R2 o kąt θ jest izomorfizmem.

Sformułujemy teraz banalną uwagę, która, w połączeniu z dotychczasową
naszą wiedzą, ma bardzo niebanalne konsekwencje.

Uwaga 47. Jeśli φ : V → W i kerφ = {0}, to φ jest monomorfizmem. Istotnie,
przypuśćmy, że

φ(v) = φ(u)

dla pewnych u, v ∈ V . Wtedy z liniowości

φ(u− v) = 0

Stąd u − v ∈ kerφ. Na mocy założenia, że kerφ = {0} dostajemy, że u − v = 0,
czyli u = v.

Wniosek 48. Jeśli φ : V → W jest epimorfizmem i dimV = dimW , to φ jest
izomorfizmem.

Dowód. Faktycznie, wystarczy sprawdzić, że φ jest monomorfizmem, a zatem,
że kerφ = {0}. Ale jeśli φ jest epimorfizmem, to imφ = W , stąd na mocy Wnio-
sku 43 i założenia

dimV = dim kerφ+ dim imφ = dim kerφ+ dimW = dim kerφ+ dimV

Stąd dim kerφ = 0, a zatem kerφ = {0}.

Wniosek 49. Niech V będzie przestrzenią liniową i dimV = n. Wtedy V jest izo-
morficzne z Rn.
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Dowód. Oczywiście dimRn = n. Na mocy poprzedniej uwagi wystarczy zna-
leźć epimorfizm V → Rn. Ustalmy bazę v1, . . . , vn przestrzeni V i zdefiniujmy
funkcję

φ′(vi) = ei, 1 ≤ i ≤ n

gdzie e1, . . . , en jest bazą standardową Rn. Na mocy Stwierdzenia 28 φ rozsze-
rza się do przekształcenia liniowego φ : V → W . Ponieważ dla dowolnego i,
ei ∈ imφ, więc

imφ = Rn,

stąd φ jest epimorfizmem, a nasz dowód jest zakończony.

Wniosek 50. Dowolne dwie przestrzenie liniowe tego samego wymiaru są izomorficz-
ne.

Wniosek 51. Niech dimV = n i dimW = k. Przestrzeń przekształceń liniowych z
V doW jest izomorficzna z przestrzenią macierzy o wymiarach k × n.

Dowód. Namocypowyższegownioskuwystarczy sprawdzić, że obydwie prze-
strzenie mają ten sam wymiar. Zauważmy, że rodzina macierzy

ek,l = (ai,j)i≤k,j≤n,

gdzie

ai,j =

{
1 jeśli i = k, j = l

0 w p.p.

jest bazą przestrzeni macierzy (pozostawimy to jako łatwe ćwiczenie). Ustal-
my bazy v1, . . . , vn przestrzeni V iw1, . . . , wk przestrzeniW . Zdefiniujmy prze-
kształcenie φi,j zadane na bazie

φi,j(vi) = wj

φi,j(vl) = 0 dla l 6= i

Sprawdzenie, że tak zdefiniowane φi,j stanowią bazę przestrzeni przekształceń
V →W pozostawimy jako ćwiczenie. Stąd obydwie przestrzenie mają wymiar
równy n · k. Zatem są izomorficzne.

Konwencja 2. Od tej pory i na wiek wieków, przestrzeń przekształceń linio-
wych zV doW będziemyoznaczać przezL(V,W ), a przestrzeńmacierzyMn×k.

Uwaga 52. Ustalmy V iW wymiaru n i k odpowiednio i bazami V iW . Niech
φi,j , ei,j będą bazami przestrzeni L(V,W ) iMk×n jak w powyższym twierdze-
niu.Oczywiście istniejewiele (ile dokładnie?) izomorfizmówL(V,W )naMk×n,
które przeprowadzają bazę złożoną z φi,j na bazę złożoną z ei,j . Wśród nich je-
den jednak się narzuca, mianowicie ten zadany przez

φi,j 7→ ei,j

23



Zauważmy, że przy tym izomorfizmie przekształcenie φ ∈ L(V,W ) przechodzi
na macierzM(φ)WV . Dowód tej obserwacji pozostawimy jako ćwiczenie.

Definicja 53. Niech φ : V → W i ψ : W → Y . Złożenie przekształceń φ i ψ, to
przekształcenie

ψ ◦ φ : V → Y

ψ ◦ φ(v) = ψ(φ(v))

We Wniosku 51 widzieliśmy, że przestrzeń macierzy jest izomorficzna z
przestrzenią liniową przekształceń liniowych. Pozostaje pytanie: jakie działa-
nie na macierzach odpowiada składaniu przekształceń. Poprzedzimy to jednak
jedną uwagą dotyczącą algebry macierzy

Uwaga 54. Wypisując odpowiednio długie napisy można przekonać się, że
mnożenie macierzy jest łączne, tj. dla dowolnych macierzy A, B, C rozmiaru
n× k, k × l, l ×m odpowiednio, mamy

A · (B · C) = (A ·B) · C

Ponadto mnożenie macierzy jest rozdzielne względem ich dodawania: dla
dowolnych A rozmiaru n× k i B, C rozmiaru k × l mamy

A · (B + C) = A ·B +A · C (*)

Podobnie, jeśli c ∈ R, to mamy

A · (c ·B) = (c ·A) ·B (**)

Ustalmy teraz przestrzenie liniowe V iW z bazami V ,W i wymiaru odpowied-
nio k i n. W szczególności, jeśli l = 1, to B i C reprezentują pewne wektory
przestrzeni V , a A · B i A · C pewne wektory przestrzeni W . Możemy zatem
myśleć o A jako o funkcji

V → W

v 7→ A · v

(*) i (**) stwierdzają wtedy, że takie przekształcenie jest liniowe. Łatwo przeko-
nać się, że jest to dokładnie przekształcenie φ : V →W , takie, że A = M(φ)WV .

Stwierdzenie 55. Niech φ : V →W , ψ : W → Y i V ,W , Y będą bazami V ,W i Y
odpowiednio. Wtedy

M(ψ ◦ φ)YV = M(ψ)YW ·M(φ)WV

24



Dowód. Ustalmy wszystko jak powyżej. Z definicji złożenia dla dowolnego v ∈
V mamy

ψ ◦ φ(v) = ψ(φ(v))

W bazie Y , na mocy Stwierdzenia 36 współrzędne wektora v w bazie Y , to

M(ψ)YW · (M(φ)WV · v)

Na mocy łączności (Uwaga 54) powyższy wektor jest równy(
M(ψ)YW ·M(φ)WV

)
· v

Stąd, na mocy jednoznaczności odwzorowania φ 7→M(φ)YV musi być

M(ψ)YW ·M(φ)WV = M(ψ ◦ φ)YV

2.1.1 Zadania

Zadanie 23. Dokończ dowód Uwagi 40.

Zadanie 24. Znaleźć macierze przekształceń z Przykładu 39

1. w bazach standardowych.

2. w bazie standardowej i bazie vi = (1, . . . , 1)− ei, i ≤ n.

Zadanie 25. Znaleźć macierz przekształcenia σ z punktu drugiego Przykładu
46 w bazach {e1, e2} ⊆ R2 i {1, X} ⊆ R[X].

Zadanie 26. Udowodnij Wniosek 50.

Zadanie 27. Uzupełnij dowód Wniosku 51.

Zadanie 28. Policz izomorfizmy z Uwagi 52.

Zadanie 29. Łatwo przekonaj się o tym, o czym łatwo przekonać się w Uwadze
54.

Zadanie 30. Wskaż przekształcenie liniowe φ : R2 → R2, dla którego imφ ⊆
kerφ.

Zadanie 31. Niech φn oznacza

φ ◦ . . . ◦ φ
n razy φ

Udowodnij, że imφ ⊆ kerφ wtedy i tylko wtedy, gdy φ2 = 0. Znajdź macierz
A ∈M2×2 taką, że A2 = 0.
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Zajęcia 09.XI

Zanim przejdziemy do dalszego rozwijania teorii przestrzeni liniowych i ich
przekształceń, czeka nas krótkie interludiumpoświęcone operacjom, któremoż-
na wykonywać na samychmacierzach. Rozwinięcie teorii tych operacji pozwoli
nam potem dokonywać użytecznych rachunków służących badaniu pytań geo-
metrycznych. Rozpoczniemy od zdefiniowania pewnego szczególnego kształtu
macierzy:

Definicja 56. Powiemy, że macierz A jest w postaci schodkowej, jeśli każdy
zerowy wiersz tej macierzy znajduje się poniżej wszystkich wierszy niezero-
wych oraz dla dowolnego i, jeśli j jest najmniejszym wskaźnikiem, dla którego
ai,j 6= 0, zaś j′ jest najmniejszymwskaźnikiem, dla którego ai+1,j′ 6= 0, to j′ > j.
Innymi słowy, pierwszy niezerowy wyraz w danym wierszu jest położony na
lewo od pierwszego niezerowego wyrazu w kolejnym wierszu.

Powiemy, że macierz A jest w zredukowanej postaci schodkowej, jeśli jest
w postaci schodkowej, a ponadto w każdym wierszu pierwszym niezerowym
wyrazem jest 1 i jest to jedyny niezerowy wyraz w danej kolumnie.

Bardzo łatwo zrozumieć, czym są macierze w postaci schodkowej na przy-
kładzie:

Przykład 57. 1. Macierz


10 5 4 1

0 0 12 −7

0 0 0 −17

0 0 0 0

 jest w postaci schodkowej,

ale nie zredukowanej.

2. Macierz

(
1 0

0 1

)
jest w postaci schodkowej zredukowanej.

3. Macierz

(
0 1

1 0

)
nie jest w postaci schodkowej.

Definicja 58. Przez operacje elementarne na wierszach macierzy rozumiemy
następujące działania:

1. Dodanie do siebie dwóch różnych wierszy.

2. Pomnożenie wiersza przez liczbę rzeczywistą różną od zera.

3. Zamiana dwóch wierszy miejscami.

Za pomocą operacji elementarnych można każdą macierz sprowadzić do
postaci schodkowej zredukowanej. Rozważenie kilku przykładów całkowicie
wyjaśnia dlaczego tak jest. Formalnie fakt ten można uzasadnić przez indukcję
po liczbie wierszy.
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Fakt 59. Każdą macierz można sprowadzić do postaci schodkowej zredukowanej za
pomocą operacji elementarnych.

Przykład 60. Sprowadzimy do postaci schodkowej zredukowanej macierz: 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 .

Odejmijmy od drugiego wiersza pierwszy wiersz pomnożony przez 4, a od
trzeciego wiersza pierwszy wiersz pomnożony przez 7. Otrzymujemy: 1 2 3

0 −3 −6

0 −6 −12

 .

Odejmijmy od trzeciego wiersza drugi wiersz pomnożony przez 2. Mamy: 1 2 3

0 −3 −6

0 0 0

 .

Pomnóżmy drugi wiersz przez (− 1
3 ). Otrzymujemy: 1 2 3

0 1 2

0 0 0

 .

Odejmijmywreszcie od pierwszegowiersza drugiwiersz pomnożony przez
2. Dostajemy:  1 0 −1

0 1 2

0 0 0

 .

Ostatnia macierz jest już w postaci schodkowej zredukowanej.

Nietrudno zauważyć, że niezerowe wiersze macierzy w postaci schodko-
wej zredukowanej są liniowo niezależne: dowolna liniowa zależność między
nimi pozwoliłaby określić liniową zależność między tymi fragmentami wier-
szy, które mają wyraz 1 na dokładnie jednymmiejscu i 0 na wszystkich innych.
W związku z tym schodkowanie macierzy pozwala szybko ustalać, ile jest wek-
torów liniowo niezależnych w danych zbiorze skończonym.

Jest też jasne, że jeśli pomyślimy o wierszach macierzy jako o wektorach
pewnej przestrzeni, to operacje elementarne nie zmieniają wymiaru podprze-
strzeni rozpiętej przez te wektory.

Możemy podsumować te uwagi poniższym stwierdzeniem:
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Stwierdzenie 61. Niech v1, . . . , vn będą dowolnymi wektorami w pewnej przestrzeni
skończenie wymiarowej V. Niech A będzie macierzą, której wierszami są współrzęd-
ne wektorów v1, . . . , vn w pewnej ustalonej bazie A.Wówczas dim lin(v1, . . . , vn) to
dokładnie liczba niezerowych wierszy macierzyA′ powstałej przez zeschodkowanie ma-
cierzy A.

Schodkowanie macierzy daje też efektywną metodę rozwiązywania ukła-
dów równań liniowych.

Przykład 62. Powiedzmy, że chcemy znaleźć wszystkie takie (x, y, z), które sta-
nowią rozwiązanie układu równań liniowych:

{
x+ 2y + 3z = 0

4x+ 5y + 6z = 0.

Układy równań takie jak powyżej, w których wszystkie wyrazy wolne wy-
noszą 0 nazywamy jednorodne. Opiszemy najpierw na przykładzie, jak roz-
wiązuje się właśnie takie układy rónań liniowych.

Zauważmy, że jeśli (x, y, z) spełnia powyższy układ równań, to spełnia rów-
nież każde z równań, jak również każde z równań powstałych przez przemno-
żenie powyższych równań przez liczbę rzeczywistą.

Co więcej, możemy zauważyć, że dowolne (x, y, z), które będzie spełniało
oba powyższe równania będzie też spełniać ich sumę. Stwierdzamy więc na
końcu, że jeśli rozważymy macierz współczynników:

(
1 2 3

4 5 6

)
,

to operacje elementarne nawierszach nie zmienią zbioru rozwiązań powyższe-
go układu równań.

Powyższa macierz po sprowadzeniu do postaci schodkowej przybiera na-
stępującą postać:

(
1 0 −1

0 1 2

)
.

A to pozwala nam na prosty opis zbioru rozwiązań. Mienowicie otrzymu-
jemy układ równań:

{
x− z = 0

y + 2z = 0.
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Czyli x = z, a y = −2z.Wynika stąd, że rozwiązania powyższego układu
równań tworzą jednowymiarową przestrzeń liniową, w której skład wchodzą
wszystkie wektory postaci (t,−2t, t), dla t ∈ R, innymi słowy lin((1,−2, 1)).

Rozwiązania układów równań tworzą przestrzeń liniową tylko dla układów
jednorodnych, ale na szczęście rozwiązywanie układów równań niejednorod-
nych jest równie proste. Powiedzmy, ze chcemy znaleźćwszystkie takie (x, y, z),

dla których:

{
x+ 2y + 3z = 7

4x+ 5y + 6z = 8.

Ponownie zapisujemy to równanie jako macierz:

(
1 2 3 7

4 5 6 8

)
.

Ponownie możemy ją sprowadzić do postaci schodkowej zredukowanej:

(
1 0 −1 −19

3

0 1 2 20
3

)
.

Znów otrzymujemy zgrabny opis rozwiązań powyższego układu równań,
mianowicie x = z + −19

3 , zaś y = −2z + 20
3 . Czyli rozwiązania to dokładnie

wektory postaci (t+ −193 ,−2t+ 20
3 , t) dla dowolnych t ∈ R. Innymi słowy jest to

zbiór wektorów v + (−193 , 203 , 0), gdzie v ∈ lin((1,−2, 1)). Zbiór ten będziemy
też oznaczać przez lin((1,−2, 1)) + (−193 , 203 , 0).

Odnotujmy na końcu, że rozwiązania jednorodnych układów równań linio-
wych stanowią zawsze przestrzeń liniową. Podobnie rozwiązania dowolnych
układów równań są zawsze postaci V +w, gdzie V jest przestrzenią liniową, a
w jest pewnym wektorem.

Kontynuujemy badanie algebraicznej struktury macierzy. Wiemy już, że po
ustaleniu bazy przekształcenia w danej przestrzeni skończenie wymiarowej V
odpowiadają jednoznacznie macierzom kwadratowym o wymiarze dimV ×
dimV. (Wniosek 51) Fakt ten pozwala nam łatwo uzyskać przydatne informacje
o operacjach na macierzach.

Stwierdzenie 63. Dla dowolnego n istnieje taka macierz I , że dla dowolnej macierzy
A rozmiaru n× n zachodzi równość: AI = IA = A.
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Dowód. Ustalmy n i rozważmy dowolną przestrzeń n-wymiarową V. Niech id
oznacza przekształcenie tożsamościowe tej przestrzeni (czyli takie przekształ-
cenie, że id(v) = v dla dowolnego v ∈ V . Dla dowolnego przekształcenia
φ : V → V zachodzi wówczas równość:

φ ◦ id = id ◦ φ = φ,

co wynika w oczywisty sposób z definicji przekształcenia tożsamościowego.
Ustalmy dowolną bazę v1, . . . , vn przestrzeni V. Niech I będzie macierzą id w
tej bazie. Z odpowiedniości między mnożeniem macierzy w ustalonej bazie, a
składaniem przekształceń (Stwierdzenie 55) wynika, że macierz I spełnia toż-
samość w tezie stwierdzenia.

Chcemy jeszcze sprawdzić, czy macierz I jest określona jednoznacznie. Pri-
ma facie do jej ustalenia konieczny był uprzedni wybór bazy. Przyjmijmy jednak,
że wybraliśmy bazę (v1, . . . , vn).Wówczas dla dowolnego j mamy id(vj) = vj ,

czyli id(vj) ma w wybranej przez nas bazie współrzędne (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

gdzie jedyna znajduje się na j-tym miejscu. Na mocy definicji macierzy prze-
kształcenia znaczy to, że macierz przekształcenia id w tej bazie miała postać:


1 0

. . .
0 1


niezależnie od wyboru bazy.

Skoro wiemy już, że w zbiorze macierzy kwadratowych rozmiaru n × n

istnieje jedynka względem mnożenia macierzy, możemy spytać, czy operacja
mnożenia macierzy jest odwracalna.

Definicja 64. Niech A będzie dowolną macierzą rzeczywistą wymiaru n × n.
Powiemy, że macierz B jest odwrotna do A, jeśli spełnione są równości:

AB = BA = I.

Macierz odwrotną do A oznaczamy A−1.

Operację odwracaniamożna też zdefiniować dla przekształceń liniowychw
sposób znany z kursów logiki.

Definicja 65. Niech φ : V → V będzie dowolnym przekształceniem liniowym.
Powiemy, że ψ jest odwrotne do φ, jeśli

φ ◦ ψ = ψ ◦ φ = id.

Łatwomożna pokazać, że dla każdego izomorfizmu istnieje przekształcenie
odwrotne.
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Stwierdzenie 66. Niech φ : V → V będzie dowolnym izomorfizmem liniowym.
Wówczas istnieje przekształcenie liniowe ψ : V → V odwrotne do φ.

Zanim przejdziemy do dowodu poczyńmy dwie uwagi: po pierwsze, sko-
ro φ jest bijekcją, to istnienie pewnej funkcji ψ, która spełnia tezę stwierdzenia
wynika z czysto teoriomnogościowych rozważań. Nieoczywista jest tylko linio-
wość. Po drugie, zastrzeżmy, że niekiedy teza powyższego twierdzenia służy za
definicję izomorfizmu liniowego.

Dowód. Niech V będzie przestrzenią liniową, a v1, . . . , vn pewną jej bazą. Wie-
my, że izomorfizmprzekształca dowolną bazę na bazę, a zatem φ(v1), . . . , φ(vn)

też jest bazą.

Wiemy, że przekształcenie liniowemożna jednoznacznie określić zadając je-
go wartości na dowolnej bazie. Niech więc ψ będzie jedynym takim przekształ-
ceniem liniowym, że dla dowolnego j:

ψ(φ(vj)) = vj .

Twierdzimy, że φ ◦ ψ = id. Istotnie, widzimy, że dla dowolnego j

id(vj) = vj ,

a określenie wartości na bazie definiuje przekształcenie liniowe jednoznacz-
nie. Czyli

ψ ◦ φ = id.

Podobnie pokazujemy, że φ ◦ ψ = id.

Ponownie możemy skorzystać z odpowiedniości między mnożeniem ma-
cierzy a składaniem przekształceń w ustalonej bazie, żeby wysunąć wniosek
na temat algebraicznych własności macierzy.

Wniosek 67. NiechA będzie macierzą izomorfizmu φ : V → V w bazieA (tzn. niech
A będzie macierzą φ w bazie A, a φ niech będzie izomorfizmem.) Wówczas istnieje
macierz odwrotna do A.

Dowód. Wystarczy zauważyć, że macierz przekształcenia odwrotnego do φ w
bazie A spełnia definicję A−1.

Wiemy już, że w wielu przypadkach można odwracać macierze. Nie jest
wciąż jasne, jak to robić. Aby dokonywać rachunków na macierzach, będziemy
więc musieli ustalić dwie kwestie:
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1. Jak sprawdzić, czy macierzA jest macierzą izomorfizmuw pewnej bazie?

2. Jeśli jest, to jak znaleźć macierz odwrotną?

Odpowiedź na oba pytania okazuje się prosta. W tym celu będziemy mu-
sieli powrócić do schodkowania macierzy. Zacznijmy od prostej obserwacji, że
operacje elementarne same odpowiadają mnożeniu przez pewną macierz.

Stwierdzenie 68. Dla każdej z trzech operacji elementarnych i dowolnego n istnieją
takie macierze Q, że dla dowolnego k i dowolnej macierzy A rozmiaru n × k macierz
QA jest równa macierzy A′

Dowód. Pokażemy, że istnieje macierz Ekl, taka, że dla dowolnej macierzy A
rozmiaru n×nmacierzEklA powstaje zmacierzyA przez dodanie k-tegowier-
sza do l-tego wiersza.

Ustalmy dowolną bazę v1, . . . , vn w przestrzeni Rn. Niech v∗k : Rn → R bę-
dzie zdefiniowane w następujący sposób: v∗k(v) to k-ta współrzędna wektora v
we wspomnianej bazie. Niech φ : Rn → Rn będzie odwzorowaniem określo-
nym w następujący sposób:

φ(v) = v∗k(v)vl.

Niech ψ będzie dowolnym innym odwzorowaniem Rn → Rn. Zauważmy,
że φ ◦ ψ(vj) to wektor v∗k(ψ(vj)vl, czyli wektor, którego l-ta współrzędna to k-
ta współrzędna wektora ψ(vj), a wszystkie pozostałe współrzędne są zerowe.
Na mocy definicji macierzy przekształcenia znaczy to, że macierz φ◦ψ w bazie
v1, . . . , vn tomacierz, która jedyne niezerowewyrazymaw l-tymwierszu, który
stanowił k-ty wiersz macierzy przekształcenia ψ.

Stwierdzamywięc, że dla dowolnego przekształcenia ψmacierz przekształ-
cenia

(id + φ) ◦ ψ = ψ + φ ◦ ψ

to macierz przekształcenia ψ z k-tymwierszem dodanym do l-tego wiersza. Je-
śliwięc zdefiniujemyEkl jakomacierz odwzorowania (id+φ)wbazie v1, . . . , vn,
to stwierdzamy, że Ekl ma żądaną własność.

Dowód istnieniamacierzy pozostałych operacji elementarnych jest podobny
i pozostawiamy go jako ćwiczenie.

Szukającmetody odwracaniamacierzy skorzystamy znastępującego stwier-
dzenia.

Stwierdzenie 69. Dla dowolnej macierzy A liczba liniowo niezależnych kolumn tej
macierzy jest równa liczbie liniowo niezależnych wierszy tej macierzy.
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Zpowyższego stwierdzeniamożemywywnioskować, że istnieje prosty test,
który pozwala ustalić, czy dana macierz jest macierzą izomorfizmu.

Stwierdzenie 70. Niech A będzie dowolną macierzą n × n. Wówczas n jest macie-
rzą izomorfizmu dokładnie wtedy, gdy jej postać schodkowa zredukowana to macierz
identyczności I.

Dowód. Każdy izomorfizm przeprowadza bazę na bazę, a zatemwartości wek-
torów dowolnej bazy przy izomorfizmie stanowią układ liniowo niezależny.
Skoro A jest macierzą pewnego izomorfizmu φ w bazie v1, . . . , vn, to kolumny
macierzy A muszą być liniowo niezależne, gdyż są to po prostu współrzędne
wektorów φ(vj).

Skoro liczba liniowo niezależnych wierszy jest taka, jak liczba niezależnych
kolumn, to macierz A ma n liniowo niezależnych kolum, a zatem w postaci
schodkowej zredukowanej ma postać I.

Łatwo pokazać, że macierze, które mają odwrotność, to dokładnie macierze
izomorfizmów.

Definicja 71. Macierz A rozmiaru n × n nazwiemy odwracalną, gdy istnieje
macierz A−1.

Zauważmy, że bez wprowadzania stwierdzenia 70 moglibyśmy podać rów-
nie proste kryterium ustalania, czy dana macierz jest odwracalna: wystarczyło-
by ustalić, czy można daną macierz doprowadzić do postaci I operacjami ele-
mentarnymi na kolumnach. Podaliśmy to stwierdzenie, gdyż w praktyce ope-
racje elementarne przeprowadzamy raczej na wierszach (choć bez szczególnie
głębokich powodów.)

Jesteśmy gotowi podać metodę odwracania macierzy: załóżmy, żeA jest do-
wolnąmacierzą n×n.Doprowadzamy ją operacjami elementarnymi do postaci
I. Niech Q1, . . . , QN oznaczają macierze kolejnych operacji elementarnych. Na
mocy związku między mnożeniem przez macierze operacji elementarnych a
stosowaniem tych operacji stwierdzamy, że

QNQN−1 · · ·Q1A = I.

Ale znaczy to dokładnie, że QNQN−1 · · ·Q1 jest szukaną macierzą A−1. Za-
uważmy ponadto, że

QNQN−1 · · ·Q1 = QNQN−1 · · ·Q1I,

ale prawa strona powyższej równości to zarazem efekt zastosowania kolejno
operacji elementarnych odpowiadającychmacierzomQ1, Q2, . . . , QN domacie-
rzy I . Czyli wystarczy sprowadzić macierz A do postaci schodkowej zreduko-
wanej, a równocześnie stosować te same operacje domacierzy I.GdyA zostanie
sprowadzone do postaci I,macierz I zostanie sprowadzona do postaci A−1.
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Przykład 72. Odwrócimy macierz(
1 2

3 4

)
.

Wypiszmy powyższą macierz oraz macierz jednostkową I.W celu łatwiej-
szego śledzeniawykonywanych operacji elementarnychwypiszemy je obok się-
bie:

(
1 2 1 0

3 4 0 1

)
.

Odejmujemy trzykrotność pierwszego wiersza od drugiego uzyskując:

(
1 2 1 0

0 −2 −3 1

)
.

Dzielimy drugi wiersz przez (−2). Otrzymujemy:

(
1 2 1 0

0 1 3
2

−1
2

)
.

Odejmujemy dwukrotność drugiego wiersza od pierwszego:

(
1 0 −2 1

0 1 3
2

−1
2

)
.

Sprowadziliśmy naszą macierz do macierzy jednostkowej I. Stwierdzamy
zatem, że efekt zastosowania tych samych operacji elementarnych do macierzy
I , czyli szukana przez nas macierz odwrotna, to:

(
−2 1
3
2 − 1

2

)
.

Zadania

Zadanie 32. Opisz wszystkie rozwiązania układu równań:
x1 + 17x2 − 4x3 − x4 = 1

4x1 − 6x3 = 6

2x2 + 8x4 = 4

Zadanie 33. Znajdź macierze odwrotne do następujących macierzy:
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1.

(
5 6

7 8

)

2.

( √
3
2 − 1

2
1
2

√
3
2

)

3.

(
0 1

1 0

)

4.

 0 0 1

0 1 0

1 0 0



5.

 1 1 1

1 1 1

1 1 1



6.

 1 2 3

2 1 2

3 2 1



7.


1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



8.

 5 0 0

0 5 0

0 0 2


Zadanie 34. Udowodnij, że dla dowolnych macierzy A,B rozmiaru n × n za-
chodzi wzór:

(AB)−1 = B−1A−1.

Zadanie 35. Udowodnij, żemacierzA jest odwracalnawtedy i tylkowtedy, gdy
jest macierzą izomorfizmu w pewnej bazie.

Zadanie 36. Udowodnij, że dla dowolnej macierzy odwracalnej A i dowolnej
macierzy C istnieje taka macierz B, że

AB = C.

Zadanie 37. Udowodnij, że istnieją macierze wszystkich operacji elementar-
nych. Znajdź jawny opis macierzy operacji elementarnych.
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Zajęcia 16. XI

Wiemy już, jak ustaliwszy bazę przypisać odwzorowaniu liniowemu macierz.
Często (na ogół) bardziej niżmacierz interesuje nas samo odwzorowanie, chcie-
libyśmy więc zrozumieć zależność między macierzami przekształceń a rozma-
itymi bazami. Zauważmy na początek, że gdy znamy współrzędne wektora w
jednej bazie, to znalezienie jego współrzędnych w innej bazie sprowadza się do
przemnożenia kolumnywspółrzędnych tegowektora przez pewną zdefiniowa-
ną już przez nas macierz.

Definicja 73. Macierzą zmiany bazy (zamiany współrzędnych) od bazy A do
B nazywamy macierzM(id)BA.

Zanim uzasadnimy, czemu warto nazywać wprowadzoną powyżej macierz
macierzą zmiany bazy przypomnijmy stwierdzenie 36:

Stwierdzenie 74. Niech φ : V → W. Niech A będzie dowolną bazą w V, natomiast
B –dowolną bazą wW. Jeśli A jest macierzą φ w bazachA,B, zaś v – macierzą współ-
rzędnych v w bazie A, to Av jest macierzą współrzędnych wektora φ(v) w bazie B.

Dowód. NiechA = (v1, . . . , vn),B = (w1, . . . , wn) będą dwiema bazamiw prze-
strzeni V. Niech A = (aij) będzie macierzą φ w bazach A,B Niech v będzie
kolumną współrzędnych i-tego wektora bazy A w tejże bazie, czyli kolumną z
jedyną na i-tym miejscu i zerem w pozostałych miejscach.

Na mocy deficji aij to j-ta współrzędna wektora φ(vi) w bazie B. Pomno-
żenie opisanej wyżej kolumny współrzędnych przez A daje w wyniku macierz
składającą się z jednej kolumny, która na j-tym miejscu ma liczbę aij . Jest to
dokładnie kolumna współrzędnych wektora φ(vi) w bazie B. Udowodniliśmy
więc stwierdzenie dla wektorów bazy A.

Wystarczy zauważyć, że jeśli v jest dowolnym wektorem, to istnieją takie
współczynniki ak, że

v =

n∑
k=1

akvk.

A wówczas

Av =

n∑
k=1

akAvk,

z czego już łatwo wynika nasze stwierdzenie.

Biorąc w szczególności φ = id możemy łatwo przekonać się, jaki jest zwią-
zek macierzy zmiany bazy ze zmianą bazy.
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Wniosek 75. Niech A będzie macierzą zmiany bazy od A = (v1, . . . , vn) do B =

(w1, . . . , wn).Wówczas dla dowolnego wektora v jeśli w jest kolumną współrzędnych
wektora v w bazie A, to Aw jest kolumną współrzędnych wektora v w bazie B.

Przykład 76. Niech A = ((1, 0), (5, 7)). Niech st oznacza bazę standardową w
R2.Wówczas macierz przejścia z A do st to

(
1 5

0 7

)
.

Z drugiej strony (1, 0) = 1(1, 0) + 0(5, 7), a (0, 1) = − 5
7 (1, 0) + 1

7 (5, 7), czyli
macierz przejścia z st do A to

(
1 − 5

7

0 1
7

)
.

Jeśli znamy macierz przejścia z bazy A do bazy B to łatwo też znaleźć ma-
cierz przejścia z bazyB do bazyA.Zanimpokażemy jak to zrobić sformułujemy
nieco ogólniejszy fakt.

Stwierdzenie 77. Dla dowolnych φ : U → V, ψV → W oraz baz A,B, C w prze-
strzeniach odpowiednio U, V,W mamy:

MCB(ψ)MBA(φ) = MCA(ψ ◦ φ).

Dowód. Niech u ∈ U będzie dowolnym wektorem, a c kolumną jego współ-
rzędnych w bazie A.Wiemy już na mocy stwierdzenia 36, że

MBA(φ)c

to kolumna współrzędnych wektora φ(u) w bazie B. Stosując raz jeszcze to
samo stwierdzenie widzimy, że

MCB(ψ)
(
MBA(φ)c

)
jest kolumną współrzędnych wektora ψ(φ(u)) w bazie C. Ale skoro dla do-

wolnego u oraz kolumny c jego współrzędnychw bazieAwwynikumnożenia:

MCB(ψ)MBA(φ)

otrzymujemy kolumnę współrzędnych ψ ◦ φ(u) w bazie C, to stwierdzamy
biorać za uwektory bazowe bazy A, że powyższy iloczyn macierzy jest macie-
rząMCA(ψ ◦ φ).
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Wniosek 78. Dla dowolnych baz A,B tej samej przestrzeni mamy:

MBA(id) = MAB (id)−1.

Dowód.
MBA(id)MAB (id) = MBB (id),

przekonaliśmy się już, że dla dowolnej bazy B macierz identyczności MBB (id)

to macierz jednostkowa I. SkoroMAB (id) pomnożona przezMBA(id) daje wwy-
niku macierz jednostkową I, to z definicji jest równa macierzyMBA(id)−1.

Przykład 79. NiechA = ((1, 2, 3), (4, 5, 6), (0, 1, 1)). Znajdziemy macierz przej-
ścia z bazy st do bazy A, czyli znajdziemy macierz, która w kolumnach ma
współrzędne wektorów bazowych st w bazieA.Aby to zrobić wypisujemy naj-
pierw łatwo macierzM st

A (id):

 1 4 0

2 5 1

3 6 1

 .

Szukana macierzMA
st (id) to odwrotność powyższej macierzy, czyli

 −3 4 − 4
3

1 −1 1
3

1 2 1

 .

Przypuśćmy, że znamy macierz odwzorowania φ w pewnej bazie i chcemy
poznać jego macierz w pewnej innej bazie. Możemy to łatwo zrobić opierając
się na dotychczasowych rozważaniach.

Stwierdzenie 80. Dla dowolnego φ : V → V oraz dowolnych baz A,B przestrzeni
V zachodzi równość:

MBB (φ) = MBA(id)MAA (φ)MAB (id)

= MBA(id)MAA (φ)MBA(id)−1.

Dowód. Jest to bezpośredni wniosek ze stwierdzenia 77.

Przykład 81. Niech φ oznacza obrót o π
6 wokół prostej lin((2, 1, 0)) w R3. Znaj-

dziemy macierz φw bazie st czyliM st
st (φ).

Rozszerzmy ((2, 1, 0)) do bazy, w której wszystkie wektory są prostopadłe,
na przykład doA = ((2, 1, 0), (−1, 2, 0), (0, 0, 1)). Powtarzając geometryczne ro-
zumowanie z przykładu 32 stwierdzamy, że macierz φw bazie A to po prostu:
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 1 0 0

0
√
3
2 − 1

2

0 1
2

√
3
2

 .

Wiemy też, że

M st
A(id) =

 2 −1 0

1 2 0

0 0 1

 .

Odwracając wypisaną wyżej macierz wnioskujemy, że:

MAst (id) =


2
5

1
5 0

− 1
5

2
5 0

0 0 1

 .

A zatem wnioskujemy ostatecznie, że:

M st
st (φ) =


2
5

1
5 0

− 1
5

2
5 0

0 0 1


 1 0 0

0
√
3
2 − 1

2

0 1
2

√
3
2


 2 −1 0

1 2 0

0 0 1

 .

Zadania

Zadanie 38. Czy dla dowolnych φ, ψ : V → V i dowolnych bazA,B przestrzeni
V zachodzi wzór:MBA(φ) = MAB (φ)−1?

Zadanie 39. Znajdź współrzędne wektora (1, 0, 0) w bazach:

1. (1, 2, 3), (4, 5, 8), (1, 3, 1).

2. (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0).

Zadanie 40. Znajdź macierz przejścia z bazy A do bazy B, gdzie:

1. A = ((1, 1, 0), (1, 0,−1), (0,−1, 1)),B = ((2, 3, 4), (0, 5, 6), (1, 2, 3)).

2. A = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (−2, 0, 1),B = ((1, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 2, 2).

Zadanie 41. Znajdź macierz obrotu o π
3 w R2 w bazie ((1, 0), (0, 3)) a następnie

w bazie ((1, 1), (3,−3)).

Zadanie 42. Wiedząc, że wektory (1, 1, 0, 0), (1,−1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 1,−1)

są wzajemnie prostopadłe znajdź macierz obrotu o π
4 w przestrzeni R4 wokół

prostej lin((0, 0, 1, 1)) bazie standardowej.
∗Zadanie 43. Załóżmy, że φ : V → V jest przekształceniem, którema taką samą
macierzw każdej bazie (tzn.MAA (φ) nie zależy odwyboru bazyA). Udowodnij,
że wówczas φ = a · id dla pewnego a ∈ R.
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3 Wyznaczniki

3.1 Zajęcia 23. XI

Zaczniemy tym razem od krótkiej gawędy, która (mam nadzieję) pomoże lepiej
zrozumieć geometrię stojącą za wprowadzanymi w tym rozdziale pojęciami.
Zachęcamy do sporządzania rysunków w trakcie lektury.

Uwaga 82. Sposób podejścia do problemu, który tu prezentujemy, a który jest
kluczowy dla zrozumienia metod algebry liniowej, jest w pewnym sensie prze-
ciwny do "szkolnego" sposobu patrzenia. "W szkole" najpierw rysujemy sobie
układ współrzędnych, a potem badamy figury, za pomocą współrzędnych, któ-
re zadaje nasz układ. W podejściu, które tu prezentujemy wychodzimy od abs-
trakcyjnych pojęć "wektora", "równoległoboku" itp., których definicja jest nieza-
leżna od tego jak dobierzemy nasze współrzędne. Dobierając na różne sposoby bazę
naszej przestrzeni wybieramy "sposób patrzenia" na te obiekty.

Równoległościanem w Rn nazywamy wielościan, który ma n par równole-
głych ścian. (WR2 to po prostu równoległobok, a co to dokładniej znaczywRn,
że dwie płaszczyzny n − 1 wymiarowe są równoległe pozostawimy do zasta-
nowienia.) Formalnie: jeśli mamy zadanych n liniowo niezależnych wektorów
v1, . . . , vn w przestrzeni Rn, to równoległościanem nazywamy zbiór wektorów
zadanych przez sumy postaci

n∑
i=1

tivi

dla wszystkich ti takich, że 0 ≤ ti ≤ 1. Naszym celem jest znalezienie wzoru na
liczenie objętości równoległościanów o dobrych własnościach algebraicznych.
Zacznijmy od przypadku przestrzeni jednowymiarowej, czyli prostej R (rów-
noległościany wR to po prostu odcinki). Każdy punkt w w ∈ Rwyznacza od-
cinek pomiędzy punktem 0 a w. Chcielibyśmy żeby długością takiego odcinka
była "odległość" pomiędzy 0 a w, w szczególności powinna to być jakaś licz-
ba (biorąc po prostu w dostaniemy wektor). Możemy zatem ustalić jakąś bazę
R, tzn. niezerowy wektor, i popatrzeć na współrzędną w w tej bazie. Niektóre
wybory bazy przyporządkują jednak w ujemną współrzędną (np., jeśli jako ba-
zę weźmiemy −w, to w w tej bazie będzie miał współrzędną −1). Moglibyśmy
zastosować rozwiązanie brutalne i po prostuwziąćmoduł (wartosć bezwzględ-
ną) współrzędnej wektora w w danej bazie. Zamiast tego, zastanówmy się jaką
informację niesie ze sobą ujemny znak długości takiego odcinka. Zauważmy,
że to czy w dostanie ujemną, czy dodatnią współrzędną zależy od tego, czy
wybierzemy wektor o tym samym znaku, co w, czy przeciwnym. Przyjmijmy
ponadto na potrzeby tego przykładu następującą definicję: wektoryw, v na pro-
stej wskazują w tę samą stronę jeśli mają ten sam znak (jako liczby rzeczywiste).

40



Wychodzi na to, że na prostejw wskazuje w tę samą stronę, co vwtedy i tylko wte-
dy, gdy odcinek wyznaczany przez wmaw bazie v dodatnią długość. Dokładnie
po to będzie nam dopuszczenie możliwości ujemnej objętości: poza informacją
ile miejsca zajmuje dany obiekt w przestrzeni będziemy chcieli wiedzieć jak na
niego patrzymy. Na prostej odpowiada towskazaniu, w którą stronę jest "prawo"
(wybraniu zwrotu na osi współrzędnych). Ponadto wzięcie po prostu współ-
rzędnej wektora w w danej bazie, a nie modułu tej współrzędnej, ma tę zaletę,
że przyporządkowanie wektorowi jego objętości jest przekształceniem liniowym.

Zanim przejdziemy do sytuacji z R2 zastanówmy się jak można prostym
wzorem opisać pole równoległoboku wyznaczanego przez liniowo niezależne
wektory v1, v2. Nietrudno się przekonać, że jeśli, w bazie standardowej (e1, e2),
v1 leży "na prawo" od v2 (wyobrażamy sobie, że stoimy w początku układu
współrzędnych i obydwawektory są przed nami) i wektory te mają współrzęd-
ne (x1, y1) i (x2, y2) odpowiednio, to pole naszego równoległoboku jest równe

x1y2 − x2y1 (3)

Oznaczmy powyższą liczbę przez v. Jeśli wykonamy tę samą operację na
tych samych wektorach, ale zapisanych w bazie (e2, e1), to otrzymamy

x2y1 − x1y2

a zatem −v. Oczywiście jedna z tych liczb musi być ujemna. Gdybyśmy jednak
umówili się, że pierwszy wektor w naszej bazie wskazuje "gdzie jest prawo" (a
zatem i gdzie jest lewo, bo towprzeciwnymkierunku), a drugi, "gdzie jest góra"
(a zatem i gdzie jest dół), to zauważymy, że jako prawy wektor musielibyśmy
wziąć v2, którego współrzędne w tej bazie wynoszą (y2, x2), a zatem obliczając
pole dostalibyśmy znów liczbę v. Podobnie jakwwypadkuR zauważyliśmy, że
to czy dana para wektorów wyznacza tak samo kierunki, jak druga ma zwią-
zek z tym, czy pola równoległoboków wychodzą dodatnie, czy ujemne. To, co
zmieniliśmy zamieniając wektory miejscami, nazwiemy orientacją naszej prze-
strzeni liniowej. W dalszej części powiemy, że dwa układywektorów v1, . . . , vn,
w1, . . . , wnwyznaczają tę samą orientację przestrzeni, jeśli pole równoległościa-
nu wyznaczanego przez v1, . . . , vn w bazie w1, . . . , wn jest dodatnie. Zanim to
zrobimy, musimy jednak zobaczyć jak wzór (3) uogólnia się na wyższe wymia-
ry. Do tego potrzebujemy jeszcze drobnego przygotowania.

3.1.1 Permutacje

Definicja 83. Ustalmy zbiór [n] := {1, . . . , n}. Permutacją [n] będziemy nazy-
wać dowolną bijekcję tego zbioru. Zbiór permutacji [n] oznaczamy przez Sn.
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Jeśli σ jest permutacją [n], taką, że dla pewnych k < i < n

σ(k) = i

σ(i) = k

i dla pozostałych l ∈ [n] mamy σ(l) = l, to σ nazywamy transpozycją. Transpo-
zycję elementów k, i zapisujemy w skrócie (k, i). Przez id oznaczamy permuta-
cję identycznościową.

Przykład 84. Rozpatrzmy permutacje zbioru [3]. (Oczywiście jest ich 6). Uży-
wając notacji z powyższej definicji łatwo wskazać cztery z nich:

1. id

2. σ2 = (1, 2) - permutacja zamieniająca 1 i 2, a trzymająca 3 wmiejscu.

3. σ3=(2, 3) - permutacja zamieniająca 2 i 3, a trzymająca 1 wmiejscu.

4. σ4=(1, 3) - permutacja zamieniająca 1 i 3, a trzymająca 2 wmiejscu.

Pozostałe permutacje, to cykle trójelementowe

σ5(1) = 2

σ5(2) = 3

σ5(3) = 1

oraz

σ6(1) = 3

σ6(2) = 1

σ6(3) = 2

σ5 iσ6 wygodnie jest zapisaćwpostaci ciągów, odpowiednio (1, 2, 3) oraz (1, 3, 2)

(pierwszy element przechodzi na drugi, drugi, na trzeci, a trzeci na pierwszy,
oczywiście można zapisać tak dowolnie długie cykle). Zauważmy, że σ5 jest
złożeniem dwóch transpozycji, mianowicie

(1, 2, 3) = (3, 2) ◦ (1, 3)

Podobnie σ6
(1, 3, 2) = (2, 3) ◦ (1, 2)

Sprawdzenie tego pozostawimy jako łatwe ćwiczenie na oswojenie się z notacją.

W powyższym przykładzie widzieliśmy, że każdy element możemy zapi-
sać jako złożenie pewnej liczby transpozycji. Da się z niego wydobyć zresztą
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ogólną metodę jak znajdować taki rozkład: weźmy cykl, (1, 2, 3), dla którego
takiego rozkładu nie widać od razu. Cykl ten przesuwa 3 na 1. Składając go z
transpozycją (3, 1) z prawej strony widzimy, że

(1, 2, 3) ◦ (3, 1) = (2, 3)

Poniższe stwierdzenie pokazuje, że ta sytuacja uogólnia się na dowolne permu-
tacje. Na jego dowód składa się powyższy pomysł + indukcja.

Stwierdzenie 85. Dowolną permutację σ zbioru [n] można przedstawić jako złożenie
pewnej liczby transpozycji.

Dowód. Dowodzimy przez indukcję ze względu na [n]. Dla n = 1 (podobnie jak
dla = 2, = 3) zarówno istnienie takiego przedstawienia, jak i jednoznaczność
liczby czynników w rozkładzie są oczywiste. Przypuśćmy, że n > 1 i twierdze-
nie prawdziwe jest dla k < n. Ustalmy dowolną permutację σ zbioru [n]. Jeśli σ
jest identycznością, to jest złożeniem transpozycji. Jeśli nie jest identycznością,
to istniejąm, l ∈ [n] takie, że

σ(m) = l 6= m

Wtedy permutacja σ ◦ (m, l) spełnia

σ ◦ (m, l)(l) = l

zatem możemy ją traktować jako permutację zbioru n − 1 elementów. Z zało-
żenia indukcyjnego σ ◦ (m, l) możemy przedstawić jako złożenie transpozycji.
Zatem σ też da się przedstawić jako złożenie transpozycji.

Oczywiście rozkład permutacji na transpozycje nie jest jednoznaczny, nawet
z dokładnością do liczby czynników. W dowolnym miejscu takiego rozkładu
możemy zawsze wstawić dwa razy tę samą transpozycję i otrzymać zapis tej
samej permutacji z większą liczbą transpozycji.

Przykład 86. (1, 2, 3) = (1, 3)(2, 3) = (1, 3)(2, 3)(1, 2)(1, 2) = (1, 3)(1, 2)(1, 2)(2, 3)

Wpowyższym przykładzie liczba czynnikóww różnych rozkładach będzie
zawsze parzysta. Jak się okazuje parzystość liczby transpozycji w rozkładzie
jest stała dla danej permutacji. Dowód tego stwierdzenia pominiemy (docie-
kliwi mogą go znaleźć na tej stronie w wykładzie "Permutacje i podziały" pod
postacią Obserwacji 6.7.).

Stwierdzenie 87. Jeśli τ0 ◦ . . . ◦ τn i τ ′0 ◦ . . . ◦ τ ′k są dwoma rozkładami tej samej
permutacji na transpozycje, to n− k jest parzysta.
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Czyli parzystość liczby czynnikóww rozkładach danej permutacji na trans-
pozycje jest stała. Powyższe stwierdzenie było nam potrzebne żeby uzasadnić
poprawność poniższej definicji

Definicja 88. Permutacja σ jest parzysta jeśli da się przedstawić jako złożenie
parzystej liczby transpozycji. W przeciwnym przypadku permutacja σ jest nie-
parzysta.

Uwaga 89. Niech σ ∈ Sn i niech σ−1 oznacza permutację odwrotną do σ. Za-
uważmy, że σ jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy σ−1 jest parzysta.

3.2 Permutacyjna definicja wyznacznika

Zauważmy, że zamiast mówić, o przypisywaniu pola jakiemuś równoległościa-
nowi, możemymówić o przypisywaniu liczby pewnejmacierzy. Faktycznie, wi-
dzieliśmy, że w Rn, n liniowo niezależnych wektorów wyznacza równoległo-
ścian i dowolny równoległościan o niezerowym polu jest wyznaczany przez n
liniowo niezależnychwektorów.Możemy zatemmyśleć o n-wymiarowym rów-
noległościanie jako o macierzy n× n, której kolumny to wektory wyznaczające
nasz równoległościan. To podejście będzie miało dodatkowo jeszcze tę zaletę,
że macierze mogą reprezentować inne obiekty (np., co już dobrze wiemy, prze-
kształcenia liniowe).

Przykład 90. RównoległościanwR3 wyznaczanyprzezwektory (1, 2, 3), (0, 2, 0),
(3, 2, 0) reprezentujemy w macierzy jako 1 0 3

2 2 2

3 0 0


Pamiętajmy, że kolejność w jakiej podajemy wektory ma znaczenie (co więcej:
ma mieć).

Zauważmy, żewR2 zoorientowana objętość równoległoboku zadanegoma-
cierzą (

a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)
wynosiła a1,1a2,2 + (−1)a2,1a1,2. W obydwu składnikach tej sumy bierzemy po
dokładnie jednym wyrazie z każdego wiersza. Ponadto, jeśli popatrzymy na
pary współczynników, w różnych składnikach to wyznaczają one permutacje
zbioru dwuelementowego:wpierwszym składnikuwidzimy identyczność (pa-
ry (1, 1), (2, 2)), w drugim transpozycję (pary (1, 2), (2, 1)). Ponadto, każda per-
mutacja zbioru dwuelementowego jest reprezentowana, a (−1) dostawiliśmy
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przy składniku, który reprezentuje permutację nieparzystą. Poniższa definicja
uogólnia zatem wyprowadzony w przypadku R2 wzór na wyższe wymiary.
Przypomnijmy, że Sn to zbiór wszystkich permutacji zbioru n-elementowego.

Definicja 91. Wyznacznikiem macierzy A = (ai,j)i≤n,j≤n nazywamy liczbę∑
σ∈Sn

ε(σ)a1,σ(1)a2σ(2) · . . . · an,σ(n) (det)

gdzie

ε(σ) =

{
1 jeśli σ jest parzysta
−1 w.p.p.

Wyznacznik A oznaczamy przez detA.

Przykład 92. Zastosujemy wzór (det) do obliczenia wyznacznika macierzy a1,1 a1,2 a1,3

a2,1 a2,2 a2,3

a3,1 a3,2 a3,3


W prawej kolumnie podpisujemy od jakiej permutacji pochodzi dany składnik

detA = a1,1a2,2a3,3 id

− a1,1a2,3a3,2 (2, 3)

− a1,3a2,2a3,1 (1, 3)

− a1,2a2,1a3,3 (1, 2)

+ a1,2a2,3a3,1 (1, 2, 3)

+ a1,3a2,1a3,2 (1, 3, 2)

Przykład 93. Niech id oznacza macierz identyczności Rn w bazach standardo-
wych (tzn. macierz, która na przekątnej ma 1, a na pozostałych miejscach 0.)
Wtedy det id = 1. Faktycznie, we wzorze (det) jedynym niezerowym składni-
kiem jest ten pochodzący od permutacji identycznościowej i oczywiście ε(id) =

1, a także a1,1 = . . . = an,n = 1. Jak myślimy o wyznaczniku jako o zoorien-
towanej objętości równoległościanu, to udowodniliśmy właśnie, że objętość n-
wymiarowej kostki o krawędzi 1, zoorientowanej zgodnie z bazą standardową,
wynosi 1.

Wprowadźmy jedno oznaczenie: niech v1, . . . , vn będą n-tkami liczb rze-
czywistych (myślimy o nich jako o współrzednych wektorów z Rn w pewnej
bazie). k-tą współrzędną wektora vi oznaczamy przez vik. Macierz o wierszach
v1, . . . , vn będziemy oznaczać przez M(v1, . . . , vn). Zauważmy, że wyraz w i-
tym wierszu i j−tej kolumnie takiej macierzy jest równy dokładnie vij . Może-
my się teraz zapytać czy nasza konwencja żeby wektory ustawiać w wierszach
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macierzy, a nie w kolumnach jest w jakimkolwiek sensie istotna dla wartości
wyznacznika. Okazuje się, że tak nie jest.

Definicja 94 (Macierz transponowana). Niech A = (ai,j) i B = (bi,j) będą ma-
cierzami n×n.B nazywamymacierzą transponowaną doA jeśli dla dowolnych
i ≤ n, j ≤ n

bi,j = aj,i

Macierz transponowaną do A oznaczamy przez AT .

Przykład 95. Niech

A =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9


Wtedy

AT =

 1 4 7

2 5 8

3 6 9


Stwierdzenie 96. Dla dowolnej macierzy A rozmiaru n× n, detA = detAT .

Dowód. Niech A = (ai,j), AT = (bi,j). Pokażemy, że każdy składnik sumy opi-
sującej detA jest składnikiem sumy opisującej detAT i na odwrót. Przypuśćmy,
że

ε(σ)a1,σ(1) . . . an,σ(n)

jestw rozwinięciu detA. Niech σ−1 będzie permutacją odwrotną do σ. Zauważ-
my, że, przestawiając ewentualnie czynniki, powyższy iloczynmożemy zapisać
też

ε(σ)aσ−1(1),1 . . . aσ−1(n),n

Ponadto dla dowolnego i, aσ−1(i),i = bi,σ−1(i) a także ε(σ) = ε(σ−1) (na mocy
Uwagi 89), stąd powyższy składnik jest w rozwinięciu detAT . W drugą stronę
rozumujemy analogicznie.

Mówiąc nie do końca precyzyjnie, powyższe stwierdzenie gwarantuje nam,
że jeśli wyznacznik ma jakąś własnosć ze względu na wiersze macierzy A, to
ma ją też ze względu na kolumny A.

Stwierdzenie 97. Wyznacznik jest funkcją wierszy (kolumn) macierzy, liniową ze
względu na każdy argument.

Dowód. Musimypokazać, że dla dowolnychα,β ∈ R oraz v1, . . . , vi, wi, vi+1, vn

mamy

detM(v1, . . . , αvi + βwi, vi+1, vn) =

= α detM(v1, . . . , vi, vi+1, vn) + β detM(v1, . . . , wi, vi+1, vn) (∗)
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Jak spojrzymy na wzór (det), zobaczymy, że żeby udowodnić powyższą rów-
ność trzeba po prostu rozbić każdy ze składników dużej sumy na sumę w któ-
rej jednym składniku występuje αvi i, a w drugim βwi. Następnie pogrupować
składniki, w których występuje α i wyciągnąć α przed sumę. Zobaczmy przy-
kład dla n = 3, i = 2: każdy składnik rozwinięcia wyznacznika po lewej stronie
(∗) jest postaci

ε(σ)v1σ(1)(αv
2
σ(2) + βw2

σ(2))v
3
σ(3)

Powyższe wyrażenie jest zaś równe

αε(σ)v1σ(1)v
2
σ(2)v

3
σ(3) + βε(σ)v1σ(1)w

2
σ(2)v

3
σ(3)

Sumując po wszystkich permutacjach i grupując wyrazy z α w jedną sumę, a
wyrazy z β w drugą dochodzimy do wniosku, zę powyższe jest równe:

α
∑
σ∈S3

ε(σ)v1σ(1)v
2
σ(2)v

3
σ(3) + β

∑
σ∈S3

ε(σ)v1σ(1)w
2
σ(2)v

3
σ(3)

Powyższe to zaś na mocy definicji

α detM(v1, v2, v3) + β detM(v1, w2, v3)

Wypowiadając poniższe twierdzenie po ludzku: jeśli w macierzy A zamie-
nimy dwa wiersze miejscami, to wyznacznik zmieni znak. Taką własność zoo-
rientowanej objętości zaobserwowaliśmy już na przykładzie równoległoboku w
R2.

Stwierdzenie 98. Wyznacznik jest funkcją antysymetryczną wierszy (kolumn) ma-
cierzy, tzn. jeśli τ jest transpozycją [n], to

detM(v1, . . . , vn) = −detM(vτ(1), . . . , vτ(n))

Dowód. Dowód jest analogiczny do dowodu powyższych stwierdzeń i korzysta
z faktu, ze jeśli τ jest transpozycją, to dla dowolnej permutacji σ

ε(σ ◦ τ) = ε(τ ◦ σ) = −ε(σ)

Wniosek 99. Jeśli v1, . . . , vn jest liniowo zależnym układem wektorów, to

detM(v1, . . . , vn) = 0.
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Dowód. Zauważmy, że z antysymetriiwyznacznika, o którejmówiło Stwierdze-
nie 98, wynika, że dla dowolnych v1, . . . , vn−1 mamy

detM(v1, . . . , vn−1, v1) = 0

Faktycznie, zamieniając ze sobą pierwszy i ostatni wiersz M(v1, . . . , vn−1, v1)

dostajemy tę samą macierz, stąd musi być

detM(v1, . . . , vn−1, v1) = −detM(v1, . . . , vn−1, v1)

a to jest prawdą tylko jeśli detM(v1, . . . , vn−1, v1) = 0. Resztę szczegółów po-
zostawiamy jako ćwiczenie (należy skorzystać z liniowości wyznacznika).

Poniższe stwierdzenie jest jedną z najważniejszych własności wyznacznika.
Pozostawimy je bez dowodu.

Twierdzenie 100 (Cauchy). Niech A,B będą dwoma macierzami n× n. Wtedy

det(AB) = det(A) det(B)

Poniższy wniosek będzie bardzo ważny w kontekście definicji, tego, co to
znaczy, że dwie bazy danej przestrzeni n-wymiarowej określają tę samą orien-
tację tej przestrzeni. Na początku tego rozdziału stwierdziliśmy, że w R2 mo-
żemy powiązać to ze znakiem objętości równoległoboku wyznaczanego przez
jeden układ względem bazy wyznaczanej przez drugi układ. Zauważmy, że w
opisanej sytuacji macierz takiego równoległościanu to po prostu macierz zmia-
ny bazy. Czy może sie zdarzyć, że wyznacznik macierzy zmiany bazy będzie
równy 0? Poniższy wniosek z Twierdzenia Cauchy’ego wyklucza taką sytuację.

Wniosek 101. Niech A bedzie macierzą n × n. Wtedy A jest macierzą izomorfizmu
wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6= 0.

Dowód. Zauważmy, że jeśli A nie jest macierzą izomorfizmu, to A ma liniowo
zależne kolumny (pozostawimy to jako ćwiczenie). Zatem detA = 0. W drugą
stronę: przypuśćmy, że A jest macierzą izomorfizmu. Wtedy istnieje macierz
A−1 taka, że

AA−1 = id

Na mocy Twierdzenia Cauchy’ego mamy

detAdetA−1 = detAA−1 = det id = 1

Stąd detA 6= 0.

Wprowadźmy teraz definicję, wokół której snuliśmy rozważania na począt-
ku tego rozdziału:
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Definicja 102 (Orientacja). Niech V iW będą dwiema bazami Rn. Powiemy, że
V iW wyznaczają tę samą orientację jeśli detM(id)VW > 0.

Na koniec wprowadźmy jeszcze jedną metodę liczenia wyznacznika, która
często przydaje się w praktyce. Niech dla macierzy A, Ai,j oznacza macierz
powstającą przez usunięcie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Przykład 103. Jeśli

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 π e
√

2

17 13 πe eπ


to

A3,2 =

 1 3 4

5 7 8

17 πe eπ


Stwierdzenie 104. Niech A będzie macierzą n× n. Wtedy dla dowolnego i ≤ n

detA =

n∑
j=1

(−1)i+jai,j detAi,j =

n∑
k=1

(−1)i+kak,i detAk,i

Wzór podany w powyższym stwierdzeniu nosi nazwę rekurencyjnej defini-
cji wyznacznika. Uzależniamy w nim bowiem wyznacznik macierzy n × n od
wyznaczników pewnych mniejszych macierzy.

Przykład 105. Zastosujemy powyższywzór do policzenia wyznacznikamacie-
rzy

A =

 1 3 4

5 7 8

17 πe eπ


Policzymy to przy tymnadwa sposoby: dla 1-egowiersza (wpowyższymstwier-
dzeniu i = 1 i "lewa" suma) i 2-giej kolumny (w powyższym stwierdzeniu i = 2

i "prawa" suma).

1.

detA = (−1)1+1a1,1 detA1,1 + (−1)1+2a1,2A1,2 + (−1)1+3A1,3 =

= 1 detA1,1 − 3A1,2 + 4A1,3

= (7eπ − 8πe)− 3(5eπ − 136) + 4(5πe − 119)

= −8eπ + 12πe − 68 (4)

49



2.

detA = (−1)1+2a1,2 detA1,2 + (−1)2+2a2,2A2,2 + (−1)2+3A2,3 =

= −3 detA1,2 + 7A2,2 − πeA2,3

= −3(5eπ − 136) + 7(eπ − 68)− πe(−12)

= −eπ + 12πe − 68

3.3 Zadania

Zadanie 44. Oblicz wyznaczniki następujących macierzy:

1. 
1 2 1 3

0 1 1 0

2 1 3 1

1 0 2 0


2. 

3 0 0 0

5 1 0 0

4 3 6 0

7 9 2 8


3. 

2 0 0 1

0 3 1 0

2 1 1 2

3 4 5 4


4. 

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0


5. 

1 2 0 0

3 4 0 0

0 0 5 6

0 0 7 8


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6. 

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 27

16 18 20 22 24 26 28

29 30 31 32 33 34 35

1 5 7 11 13 17 19


Zadanie 45. Niech v1, . . . , vi, vi+1, vn będą n-tkami liczb rzeczywistych. Pokaż,
żeM(v1, . . . , vn) = M(v1, . . . , vi+vi+1, vi+1, . . . , vn). (dodanie do siebie dwóch
wierszy macierzy nie zmienia wyznacznika).

Zadanie 46. To zadanie otwarte: opisz jak zmienia się wyznacznik macierzy
przy stosowaniu operacji elementarnych.

Zadanie 47. Macierzą górnotrójkątną (dolnotrójkątną) nazywamymacierz (ai,j)

taką, że jeśli i > j (odpowiednio i < j), to ai,j = 0. Pokaż, że jeśli A = (ai,j) jest
macierzą górnotrójkątną, to detA = a1,1a2,2 . . . an,n.

Zadanie 48. Niech A = (ai,j), będzie macierzą taką, że

ai,j =

{
k, jeśli i = j = k

1 w.p.p

Udowodnij, że detA = n!.

4 Struktura euklidesowa w Rn

4.1 Zajęcia 30. XI

W tej części zdefiniujemy pojęcia odległości i kąta, a więc temat naszych zainte-
resowań będzie miał coraz wyraźniejszy związek z geometrią znaną ze szkoły
średniej. Zanim to zrobimy, wprowadzimy jeszcze jedno pojęcie czysto algebra-
iczne, które ułatwi nam omawianie nowo wprowadzanych struktur.

Definicja 106. Forma dwuliniowa o wartościach w R to dowolna funkcja g :

V × V → R, dla której zachodzą następujące własności:

1. g(v + v′, w) = g(v, w) + g(v′, w).

2. g(av, w) = ag(v, w) dla dowolnego a ∈ R.

3. g(v, w + w′) = g(v, w) + g(v, w′).

4. g(v, aw) = ag(v, w) dla dowolnego a ∈ R.
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Innymi słowy, forma dwuliniowa to funkcja dwóch zmiennych o warto-
ściach w R liniowa ze względu na każdą zmienną.

Przykład 107. Mnożenie dwóch liczb rzeczywistych × : R2 → R jest formą
dwuliniową.

Przykład 108. Wyznacznik macierzy 2 × 2 jest formą dwuliniową (zarówno
jako funkcja kolumn, jak i wierszy).

Definicja 109. Powiemy, że forma dwuliniowa g jest symetryczna jeśli dla do-
wolnych v, w

g(v, w) = g(w, v).

Przykładem formy dwuliniowej symetrycznej jest ponowniemnożenie liczb
rzeczywistych. Wyznacznik macierzy 2× 2 nie jest formą symetryczną. Formy
dwuliniowe, podobnie jak odwzorowania liniowe, są wyznaczone jednoznacz-
nie przez swoje wartości na wektorach dowolnej bazy.

Stwierdzenie 110. Niech v1, . . . , vn będzie dowolną bazą w V.Wówczas dla dowol-
nych liczb ai,j ∈ R istnieje dokładnie jedna forma dwuliniowa g : V 2 → R, taka że dla
dowolnych i, j ≤ n:

g(vi, vj) = ai,j .

Dowódpowyższego stwierdzenia jest analogiczny dodowodu stwierdzenia
28 i czytelnik nie powinien mieć już problemu z jego samodzielnym przepro-
wadzeniem.

Stwierdzenie 111. Standardowym iloczynem skalarnym na Rn nazywamy for-
mę dwuliniową symetryczną 〈v, w〉 taką, że

〈ei, ej〉 =

{
1, jeśli i = j,

0 w przeciwnym wypadku,

gdzie e1, . . . , en stanowią bazę standardową w Rn.

Uwaga 112. Zauważmy, że dla dowolnych v, w o współrzędnych w bazie stan-
dardowej odpowiednio (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) zachodzi wzór

〈v, w〉 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

Przykład 113. 〈(1, 2, 3), (4, 5, 6)〉 = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6 = 32.

Postaramy się teraz przedstawić geometryczną interpretację iloczynu ska-
larnego. Niestety, aby to uczynić posłużymy się pojęciami kąta między prosty-
mi oraz długości wektorów. Tych zaś pojęć nigdzie przedtem nie zdefiniowali-
śmy, co byłoby konieczne, gdybyśmy chcieli zadbać o ścisłość wywodu. Proble-
matyczne pojęcia zostaną wprowadzone jeszcze w tej części notatek, ale traf-
ność ich definicji będzie opierać się właśnie na geometrycznej interpretacji ilo-
czynu skalarnego.
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Rozważmy wektory v ∈ Rn długości 1. Zdefiniujmy następującą funkcję
f : Rn → R określoną na takich wektorach: f(v, w) to długość rzutu prosto-
padłego wektora w na prostą rozpiętą przez wektor v. Liniowość funkcji f po
ustaleniu v jest w miarę jasna: ewentualnie wybierając inną bazęA, której wek-
tory są wzajemnie prostopadłe, możemy przyjąć, że v jest jednym z wektorów
tej bazy, a wówczas dla dowolnego w′, f(v, w′) to po prostu wpółrzędna wek-
tora w′ odpowiadająca wektorowi bazowemu v, skąd wynika już liniowość bo
przy dodawaniu wektorów oczywiście dodają się ich współrzędne w dowolnej
bazie.

Zauważmy dalej, że długość rzutu prostopadłego wektora w na prostą roz-
piętą przez wektor v jest taka sama niezależnie od tego, czy rzpatrujemy ją jako
funkcję określoną na Rn, czy na lin(v, w, ). Będziemy ją więc rozpatrywać na
płaszczyźnie lin(v, w). Bez utraty ogólności v jest pierwszym wektorem bazy
prostopadłej tej płaszczyzny. Naszą funkcję f można więc obliczyć w następu-
jący sposób: wektorowi w o długości 1 przypisujemy jego pierwszą współrzęd-
ną. Jest jasne, że wynosi ona dokładnie cosα, gdzie α jest kątemmiędzy lin(w),

a lin(v).

Podobnie, jeśli rozważymydowolne trzywektory v, w,w′, aby obliczyć funk-
cję f wystarczy ją rozważać na lin(v, w,w′), przy czym można założyć, że wy-
braliśmy pewną bazę tej przestrzeni składającą się z wektorów wzajemnie pro-
stopadłych, z których v jest pierwszym. Jest jasne, że pierwsza współrzędna
sumy dwóch wektrów, to suma ich pierwszych współrzędnych. Zdefiniowali-
śmy funkcję dwuargumentową f określoną na wektorach długości 1, dla której
zachodzą własności:

1. f(v + v′, w) = f(v, w) + f(v′, w).

2. f(v, w + w′) = f(v, w) + f(v, w′).

Jest jasne, że dla każdego wektora v ∈ Rn istnieje taki v′, że v′ jest długości
1 oraz v = av′ dla pewnego a ∈ R. Zatem możemy zdefniować formę dwuli-
niową g wzorem:

g(v, w) = abf(v′, w′),

gdzie v′, w′ są długości 1, zaś v = av′, w = bw′. Zauważmy też, że dla do-
wolnych wektorów v, w wartość g(v, w) to wartość f(v, w) razy długość v razy
długość w.

Podsumowując dotychczasowy wywód: zdefiniowaliśmy formę dwulinio-
wą g : Rn × Rn → R następującym wzorem:

g(v, w) = długość rzutu prostopadłego wektora v na prostą

rozpiętą przez wektor w razy długość wektora w

= długość v razy długość w razy kosinus kąta między nimi.
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Niektórzy czytelnicy rozpoznają tu definicję iloczynu skalarnego w stylu fizyki
licealnej. Równoważnie można powiedzieć, że

〈v, w〉
‖v‖‖w‖

(gdzie ‖v‖ to długosć wektora v) to kosinus kąta między wektorami v a w.
Zauważmyna koniec, że zdefiniowana przez nas forma f przyjmuje nawek-

torach bazy standardowej dokładnie te same wartości co zdefiniowany przez
nas iloczyn skalarny, zatem na mocy stwierdzenia 110, powinna to być ta sa-
ma forma, o ile umielibyśmy zdefiniować formę f bez odwoływania się do pojęć,
których znaczenia nie objaśniliśmy.

Wykorzystamy teraz powyższe rozważania, żeby zdefiniować pojęcie długo-
ści wektora oraz miary kąta w Rn.

Definicja 114. Niech v ∈ Rn. Przez normę wektora v mamy na myśli wielkość√
〈v, v〉.

Aby upewnić się o formalnej poprawności defnicji kąta będziemy potrzebo-
wali następującego ważnego faktu z analizy.

Twierdzenie 115 (Nierówność Cauchy’ego). Dla dowolnych v, w ∈ Rn zachodzi
nierówność:

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖‖w‖.

W szczególności powyższa nierówność gwarantuje, że∣∣∣∣ 〈v, w〉‖v‖‖w‖

∣∣∣∣ ≤ 1.

Przypomnijemy, że intuicyjnie o powyższej wielkości możemy myśleć jako
o kosinusie kąta między v a w. To pozwala nam wprowadzić następującą defi-
nicję:

Definicja 116. Przez kąt między wektorami v a w w Rn mamy na myśli

arc cos

(
〈v, w〉
‖v‖‖w‖

)
.

Zgodnie z powyższą defnicją kąt między dowolnymi dwoma wektorami
wynosi ±90◦ wtedy i tylko wtedy, gdy 〈v, w〉 = 0. Pary wektorów spełniają-
cych tę równość nazywamy prostopadłymi lub ortogonalnymi. Powiemy, że
układ wektorów jest ortogonalny, jeśli wszystkie pary elementów tego ukła-
du są ortogonalne. Powiemy, że układ wektorów jest ortonormalny, jeśli jest
ortogonalny i wszystkie jego elementy mają długość 1. Zakończymy tę część
notatek twierdzeniem o dopełnianiu dowolnych układów wektorów ortonor-
malnych do baz ortonormalnych, którego dowód daje prosty algorytm znajdy-
wania brakujących wektorów.

54



Twierdzenie 117. Niech v1, . . . , vk ∈ Rn będzie dowolnym układem wektorów orto-
normalnych. Wówczas istnieją takie wk+1, . . . , wn, że układ v1, . . . , vk, wk+1, . . . , wn

jest ortonormalny i stanowi bazę.

Dowód. Pokażemy, że jesteśmy w stanie rozszerzyć v1, . . . , vk o jeden wektor w,
tak żeby otrzymany układ był ortonormalny. Sprawdzenie, że każdy układ or-
togonalny jest liniowo niezależny pozostawiamy jako ćwiczenie. Otrzymamy
zatem k + 1 niezależnych liniowych wektorów, które stanowią układ ortonor-
malny.

Przypuśćmy więc, że k < n oraz v1, . . . , vk stanowią układ liniowo nieza-
leżny w Rn oraz ortonormalny. Niech v będzie dowolnym takim wektorem, że
układ (v1, . . . , vk, v) jest liniowo niezależny. Taki wektor istnieje, bo wymiar Rn

jest wiekszy niż k.
Niech

v′ = v − 〈v1, v〉v1 − 〈v2, v〉v2 − . . .− 〈vk, v〉vk.

Zauważmy, że v′ 6= 0, bo w przeciwnym wypadku przedstawilibyśmy v
jako kombinację liniową wektorów v1, . . . , vk. Ponadto v′ jest prostopadły do
wektorów v1, . . . , vk, bo dla dowolnego j mamy:

〈v′, vj〉 = 〈v, vj〉 − 〈v1, v〉〈v1, vj〉 − 〈v2, v〉〈v2, vj〉 − . . .− 〈vk, v〉〈vk, vj〉

= 〈v, vj〉 − 0− 0− . . .− 0− 〈vj , v〉〈vj , vj〉

= 〈v, vj〉 − 〈vj , v〉

= 0.

Druga równość zachodzi, ponieważ 〈vi, vj〉 = 0 dla i 6= j. Trzecia równość
zachodzi, bo z założenia 〈vj , vj〉 = ‖vj‖ = 1. Pokazaliśmy zatem, że v′ jest
ortogonalny do każdego wektora vj .

Niech
w =

v′

‖v′‖
.

Łatwo się przekonać, że w jest prostopadły do wektorów v1, . . . , vk, oraz
że jego długość wynosi 1. Rozszerzyliśmy więc dowolny ortonormalny układ
wektorów, które nie rozpinają całego Rn do ortonormalnego układu wektorów
mającego o jeden element więcej. Przez prostą indukcję możemy więc uzyskać
tezę twierdzenia.

Korzystając z powyższego twierdzenia łatwo się przekonać, że również każ-
dy układwektorów ortogonalnychmożna rozszerzyć do bazy ortogonalnej. Al-
gorytm rozszerzania opisanywdowodzie powyższego twierdzenia nosi miano
ortogonalizacji Grama-Schmidta.
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Zadania

Zadanie 49. Czykątmiędzywektorami (1, 2, 3) a (4, 5, 6) jestwiększy, czymniej-
szy niż π

2 ? A między (1, 2, 3, 4) a (4, 3, 2, 1)?

Zadanie 50. Rozszerz do bazy ortonormalnej następujące układy wektorów:

1. 1√
3
(1, 1, 1) w R3.

2. 1√
2
(1, 1, 0, 0), 1√

2
(0, 0, 1, 1) w R4.

Zadanie 51. Pokaż, że dowolny układ v1, . . . , vk wektorów ortogonalnych jest
liniowo niezależny.

Zadanie 52. Niech φ będzie obrotem o π
3 wokół lin((1,−1, 1)) w R3. Znajdź

macierz φw bazie standardowej.

Zadanie 53. Niech φ będzie obrotem w R3, czyli przekształceniem, które w
pewnej bazie ortonormalnej ma macierz cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1

 .

Pokaż, żeφ zachowuje iloczyn skalarny, to znaczy dla dowolnych v, w zacho-
dzi równość 〈v, w〉 = 〈φ(v), φ(w)〉.W szczególności znaczy to, że φ zachowuje
kąty między wektorami i ich normy.

Zadanie 54. Niech φ : Rn → Rm będzie przekształceniem liniowym. Udowod-
nij, że istniejeM ∈ R,M > 0 takie, że dla dowolnego v ∈ Rn

‖φ(v)‖ ≤M‖v‖

5 Podstawowe pojęcia analizy w Rn

Konwencja 3. Jeśli x ∈ Rn, to przez xi oznaczamy i-tą współrzędną x.

5.1 Zajęcia 07.XII

Wpoprzednim wykładzie, dla dowolnego n ∈ N zdefiniowaliśmy funkcję ‖·‖ :

Rn → R, którą interpretujemy jako "długość wektora w bazie standardowej".
Przypomnijmy, że dla v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn:

‖v‖ =
√
〈v, v〉 =

√√√√ n∑
i=1

v2i (Norma)
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Norma wektora w naturalny sposób zadaje w przestrzeni Rn funkcję mierzą-
cą odległość pomiędzy punktami x, y jako "długość wektora o początku w x i
końcu w y." Formalnie określmy funckję d(x, y) wzorem

d(x, y) = ‖x− y‖ (Metryka)

Łatwo sprawdzić, że powyższa funkcja ma poniższe własności dla dowolnych
x, y, z ∈ Rn

1. d(x, y) = d(y, x)

2. d(x, y) ≥ 0 oraz d(x, y) = 0 wtw. x = y

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Faktycznie, sprawdźmy 2: ze wzoru (Norma) jest oczywiste, że dla dowolnych
x, y, d(x, y) ≥ 0 i ponieważ ‖0‖ = 0 to także d(x, x) = 0. Przypuśćmy zatem, że
x 6= y. Wtedy istnieje i takie, że xi 6= yi. Wtedy |xi − yi| > 0, stąd

‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 ≥ |xi − yi| > 0

co kończy dowód. Dowód pozostałych punktów pozostawimy jako ćwiczenie.

Uwaga 118. W przestrzeni liniowej dowolną funkcję spełniającą 1-3 nazywa
się metryką. W Rn istnieje wiele różnych metryk - przykład innej metryki niż
zdefiniowana powyżej podaje Zadanie 57

Poniższa definicja wprowadza odpowiednik "odcinka otwartego" na prostej
i "koła bez brzegu" na płaszczyźnie w dowolnej przestrzeni Rn

Definicja 119. Niech x ∈ Rn i r > 0. Kulą otwartą o środku w x i promieniu r
nazywamy zbiór

B(x, r) = {y ∈ Rn | d(x, y) < r}

Dysponując pojęciem "odległości punktów"wRnmożemywnaturalny spo-
sób uogólnić definicję granicy ciągu z przypadku jednowymiarowego na wie-
lowymiarowy.

Definicja 120. Niech (xk)k∈N będzie ciagiem punktów zRn i x ∈ Rn. Powiemy,
że x jest granicą xk (co będziemy zapisywać limk x

k = x, lub xk → x) jeśli

∀ε > 0∃j∀k > j d(xk, x) < ε

Stwierdzenie 121 (Przeformułowania definicji granicy). Niech (xk), x ∈ Rn. Na-
stępujące warunki są równoważne
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1. x jest granicą (xk)

2. limk d(xk, x) = 0

3. ∀ε > 0∃j∀k > j xk ∈ B(x, ε)

Przykład 122. Niech xk = ( 1
n cos( 6π√

n
), 1
n sin( 6π√

n
), 1
n ). Wtedy limxk = (0, 0, 0).

W poniższym stwierdzeniu wykazujemy, że zbieżność w Rn to zbieżność
"po współrzędnych": żeby zbadać do czego zbiega dany ciąg (xk) wystarczy
prawdzić do jakich liczb rzeczywistych zbiegają poszczególne ciągi współrzęd-
nych (xk).

Stwierdzenie 123. Niech xk = (xk1 , . . . , x
k
n) ∈ Rn i x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Wtedy

xk → x

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i ≤ n,

xki → xi.

Dowód. Przypomnijmy, że d(x, y) =
√∑n

i=1(xi − yi)2.

(⇐) Jeśli dla dowolnego i xki → xi, to także dla dowolnego i ("granica ilo-
czynu to iloczyn granic")

(xki − xi)2 → 0

Stąd ("granica sumy to suma granic")
n∑
i=1

(xki − xi)2 → 0

Zatem także (dokładając pierwiastek) d(xk, x)→ 0 i x jest granicą xk.

(⇒) Zauważmy, że dla dowolnych w, v ∈ Rn oraz ε > 0, jeśli |wi − vi| > ε

dla pewnego j ≤ n, to d(w, v) >
√
ε. Faktycznie

d(w, v) =

√√√√ n∑
i=1

(wi − vi)2 ≥
√

(wj − vj)2 = |wj − vj | > ε

(Zachęcamy do narysowania sobie poniższej sytuacji w przypadku n = 2).
Przypuścmy zatem, że dla pewnego i ≤ n, xki 9 xi. Wtedy istnieje ε > 0 takie,
że dla dowolnego j istnieje k > j takie, że |xki − xi| > ε. Na mocy powyższej
obserwacji mamy także, że dla dowolnego j istnieje k > j takie, że

d(xk, x) > ε

Stąd xk 9 x.
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Przejdziemy teraz do definicji granicy funkcji w punkcie.Wprowadźmy naj-
pierw jedną pożyteczną definicję:

Definicja 124. Niech A ⊆ Rn.

1. Zbiór A jest domknięty jeśli dla dowolnego ciągu (xk) ∈ A, limxk ∈ A.

2. Zbiór B jest domknięciem A (ozn. Ā) jeśli B jest najmniejszym zbiorem
domkniętym zawierającym A.

Przykład 125. 1. [0, 1] ⊆ R jest domknięty. Faktycznie, mamy bowiem, że
jeśli dla dowolnego k 0 ≤ xk ≤ 1 to także 0 ≤ limxk ≤ 1. (0, 1) nie jest
domknięty, gdyż lim 1

n = 0 3 (0, 1). Mamy za to (0, 1) = [0, 1].

2. PrzezQn oznaczamypodzbiórRn złożony zpunktówowszystkichwspół-
rzędnych wymiernych. Mamy Qn = Rn. Łatwo wynika to z faktu, że
Q = R i Stwierdzenia 123.

3. {(x, arc tg(x)) ∈ R2 | x ∈ R} = {(x, arc tg(x)) ∈ R2 | x ∈ R}.

Definicja 126. Niech A ⊆ Rn, x ∈ A, y ∈ Rm i f : A→ Rm. Powiemy, że y jest
granicą f w xwtedy i tylko wtedy, gdy

∀ε∃δ∀z
(
0 < d(x, z) < δ → d(f(z), y) < ε

)
Jeśli y jest granicą f w punkcie x, to piszemy limz→x f(z) = y.

Przypomnijmy, że jeśli f : B → C i A ⊆ B, to przez f [A] oznaczamy obraz
zbioru A przy funkcji f .

Stwierdzenie 127 (Równoważne definicje granicy). Przy oznaczeniach jak w po-
wyższej definicji, następujące warunki są równoważne

1. limz→x f(z) = y

2. dla dowolnego ciągu (zk) ∈ Rn takiego, że lim zk = x mamy lim f(zk) = y.

3. dla dowolnego ε > 0, istnieje δ > 0 taka, że f [B(x, δ)] ⊆ B(y, ε).

Przykład 128. 1. Niech f : R→ R3 będzie zadana

f(x) = (|x| cos(π|x|), |x| sin(π|x|), x)

Wtedy limx→0 f(x) = 0. Faktycznie, mamy bowiem

d(f(x), 0) = ‖f(x)‖ =

√
x2 cos2(π|x|) + x2 sin2(π|x|) + x2 = |x|

√
2

Stąd jeśli xk → 0, to d(f(xk), 0) = |xk|
√

2→ 0.
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2. Niech f : R2 \ {(0, 0)} → R będzie zadana

f(x, y) =
xy

x2 + y2

Wtedy (0, 0) ∈ R2 \ {(0, 0)}, ale f nie ma granicy w (0, 0). Faktycznie za-
uważmy, że dla ciągów

(a) xk = ( 1
k ,

1
k )

(b) yk = ( 1
k , 0)

mamy limxk = lim yk = 0 lecz dla dowolnego k

f(xk) = f

((
1

k
,

1

k

))
=

1
k ·

1
k

1
k2 + 1

k2

=
1

2

f(yk) = f(
1

k
, 0) =

1
k · 0
1
k2 + 0

= 0

Stąd lim f(xk) = 1
2 6= 0 = lim f(yk).

3. Funkcja f : R2 → R zdefiniowana

f((x, y)) = x · y

ma granicę w dowolnym punkcie R2. Wynika to z tego, że zbieżność w
Rn to zbieżność po współrzędnych, a także granica iloczynu to iloczyn
granic.

4. Niech R+ oznacza zbiór dodatnich liczb rzeczywistych i A = R+ × R.
Funkcja f : A→ R zdefiniowana

f((x, y)) = xy(:= ey ln(x))

nie ma granicy w punkcie (0, 0). Faktycznie, pokażemy, że dla dowolnego
ε > 0 funkcja f przyjmuje na zbiorze

B((0, 0), ε) ∩A

zarówno wartości dowolnie bliskie 0 jak i dowolnie duże, co będzie prze-
czyło warunkowi 3 ze Stwierdzenia 127. Ustalmy ε > 0. Wtedy dla do-
wolnego n ∈ N takiego, że 1

n <
ε
2 mamy(

1

n
,
ε

2

)
∈ B((0, 0), ε) ∩A

oraz (
1

n
,− ε

2

)
∈ B((0, 0), ε) ∩A
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Dla dowolnego n ∈ N mamy

f

(
1

n
,
ε

2

)
=

1

n
ε
2

oraz
f

(
1

n
,− ε

2

)
=

1

n−
ε
2

= n
ε
2

Stąd

lim
n→∞

f

(
1

n
,
ε

2

)
= 0

oraz
lim
n→∞

f

(
1

n
,− ε

2

)
= +∞

Ustalając k takie, że dla dowolnego n > k zarówno
(
1
n ,

ε
2

)
∈ B((0, 0), ε)∩

A jak i
(
1
n ,−

ε
2

)
∈ B((0, 0), ε) ∩ A wnioskujemy, że na dowolnie małych

kulach wokół (0, 0) f zwraca zarówno wartości dowolnie bliskie 0, jak i
dowolnie duże.

Uwaga 129. Analogicznie, co w przypadku funkcji jednej zmiennej, możemy
zdefiniować co to znaczy, że dla A ⊆ Rn x ∈ A, f : A→ R mamy

lim
z→x

f(z) =∞

Nasz dowód z przypadku 4 pokazuje jednak, że funkcja xy w punkcie (0, 0)

nie ma nawet granicy równej ∞. Wartości dla symbolu 00 nie można zatem
zdefiniować nawet uwaględniając "symbole nieoznaczone". (Przynajmniej jeśli
chcemy żeby był spełniony naturany warunek, żeby xy była ciągła).

Definicja 130. Niech A ⊆ Rn. Funkcja f : A → Rm jest ciągła jeśli dla dowol-
nego x ∈ A

lim
z→x

f(z) = f(x)

Zauważmy, że jeśli A ⊆ Rn i f : A → Rm, to istnieją funkcje fi : A → R,
i ≤ m takie, że dla dowolnego x ∈ A

f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))

Faktycznie, funkcję fimożna zdefiniować np. poprzez złożenie f z funkcją rzu-
towania Rm na i-tą oś.

Przykład 131. Niech f : R2 → R3 będzie zadane

f((x, y)) = (|xy| cos(π|x|), |xy| sin(π|x|), xy)

Wtedy f1((x, y)) = |xy| cos(π|x|), f2((x, y)) = |xy| sin(π|x|), f3((x, y)) = xy.

Następujące stwierdzenie jest oczywistą konsekwencją Stwierdzenia 123.
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Stwierdzenie 132. Funkcja f : Rn ⊇ A → Rm jest ciągła wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego i ≤ m, fi : Rn ⊇ A→ R jest ciągła.

Na koniec tego wykładu wprowadźmy jeszcze jedną ważną definicję:

Definicja 133. Niech A ⊆ Rn.

1. Zbiór A jest otwarty jeśli dla dowolnego x ∈ A istnieje takie ε > 0, że

B(x, ε) ⊆ A

2. Wnętrzem zbioru A nazywamy maksymalny zbiór otwarty zawarty w A.
Wnętrze zbioru A oznaczamy Int(A).

Uwaga 134. Łatwo sprawdzić, że wnętrze zbioru A jest równe⋃
{B(x, r) | B(x, r) ⊆ A}

Przykład 135. 1. Dla dowolnego x ∈ Rn i r > 0 kula B(x, r) jest otwarta.
Faktycznie, niech y ∈ B(x, r), wtedy d(x, y) < r, a zatemdla ε = r−d(x, y)

B(y, ε) ⊆ B(x, r)

2. (0, 1] ⊆ R nie jest otwarty, gdyż dla dowolnego r > 0, B(1, r) zawiera
liczby > 1.

3. (0, 1) jest otwarty jako podzbiór R, ale zbiór (0, 1) × {0} ⊆ R2 nie jest
otwarty, bo dowolna kula o środku w (0, 1) × {0} zawiera punkty o nie-
zerowej drugiej współrzędnej.

4. {(x, y) ∈ R2 | xy < 2} jest otwarty.

5. Rn, ∅ są otwarte.

6. Int(Rn) = Rn, ogólniej, jeśli A jest otwarty, to Int(A) = A.

7. NiechB = {(x, y) ∈ R2 | y = x2}. Wtedy Int(B) = ∅ (zbiórB nie zawiera
żadnej kuli otwartej.)

Uwaga 136. A ⊆ Rn jest otwartywtedy i tylkowtedy, gdyRn\A jest domknięty.

5.2 Zadania

Zadanie 55. Pokaż, że funkcja f : R \ {0} × R→ R zadana wzorem

f((x, y)) =
y

x

nie ma granicy w punkcie (0, 0).
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Zadanie 56. Pokaż, że funkcja fR2 \ {(0, 0)} → R zadana wzorem

f(x, y) =
x|y|√
x2 + y2

ma granicę w (0, 0).

Zadanie 57. Dla dowolnych x, y ∈ Rn określmy

dM (x, y) = max{|xi − yi| | i ≤ n}

Pokaż, że dM jest metryką (zob. Uwaga 118). Przypomnijmy, ze kulą o środku
x i promieniu r > 0 wmetryce d nazywamy zbiór

B(x, r) = {y ∈ Rn | d(x, y) < r}

Jak wyglądają kule w metryce dM?

Zadanie 58. Jeśli w definicji 120 zastąpimy d przez dM , to otrzymamy definicję
granicy ciągu w metryce dM . Niech (xk) będzie ciągiem punktów z Rn i x ∈ Rn.
Pokaż, że x jest granicą (xk) w metryce d wtedy i tylko wtedy, gdy jest granicą
(xk) wmetryce dM .

∗Zadanie 59. Pokazać, że B = Ā wtedy i tylko wtedy, gdy B jest największym
zbiorem takim, że dla dowolnego x ∈ B istnieje (xk) ∈ A taki, że xk → x.

Zajęcia 14.XII

W niniejszej części zaczniemy definiować podstawowe pojęcia rachunku róż-
niczkowego wielu zmiennych. Rzopoczniemy od pojęcia pochodnej cząstkowej
funkcji rzeczywistej.

Definicja 137. Niech f : Rd → R. Pochodną cząstkową funkcji f w punkcie
a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd względem zmiennej xj nazywamy granicę:

lim
h→∞

f(a1, . . . , aj−1, aj + h, aj+1, . . . , ad)− f(a1, . . . , ad)

h

i oznaczamy przez ∂f
∂xj

(a) lub Dif(a).

Podobnie jak na kursie Wprowadzenia do matematyki II, jeśli dla dowolne-
go a ∈ Rd istnieje ∂f

∂xi
(a) to przez ∂f

∂xi
oznaczamy funkcję

a 7→ ∂f

∂xi
(a)

W praktyce obliczanie pochodnych cząstkowych jest bardzo proste: w ramach
kursu zWprowadzenia domatematyki II obliczaliśmy nieraz pochodne funkcji
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jednej zmiennej, w których występował parametr rzeczywisty, np. dla f(x) =

eαx zachodził wzór:

f ′(x) = αeαx.

Pochodna cząstkowa względem zmiennej xj to zwykła pochodna funkcji
jednej zmiennej xj , w której zmienne xi dla i 6= j wystepują jako parametry.
Podajmy kilka przykładów, które pozwolą się oswoić z tym pojęciem.

Przykład 138. 1. Niech f(x, y) = xy.Wówczas ∂f
∂x = y, a ∂f

∂y = x.

2. Niech f(x, y) = exy.Wówczas ∂f
∂x = yexy, a ∂f

∂y = xexy.

3. Niech f(x, y) = x2y.Wówczas ∂f
∂x = 2xy.

Pochodna cząstkowa spełnia szeregwłasności pochodnej funkcji jednej zmien-
nej:

Stwierdzenie 139. Dla dowolnych funkcji f, g : Rd → R, a ∈ R, które mają pochod-
ne cząstkowe w względem xj w punkcie p zachodzą następujące własności:

1. ∂af
∂xj

(p) = a ∂f
∂xj

(p).

2. ∂f+g
∂xj

(p) = ∂f
∂xj

(p) + ∂g
∂xj

(p).

3. ∂fg
∂xj

(p) = ∂f
∂xj

(p)g(p) + f(p) ∂g∂xj (p).

4. ∂ fg
∂xj

(p) =
∂f
∂xj

(p)g(p)−f(p) ∂g∂xj (p)
g2(p) , o ile g(p) 6= 0.

Pochodna złożenia też zachowuje się zgodnie z naszymi oczekiwaniami.

Stwierdzenie 140. Niech f : Rd → R, g : R → R mają pochodne cząstkowe w
punktach odpowiednio p i f(p) Wówczas:

∂g ◦ f
∂xj

(p) = g′
(
f(p)

) ∂f
∂xj

(p).

Obliczanie pochodnych cząstkowych nie stanowi więc istotnie nowego za-
gadnienia w stosunku do materiału z poprzednich lat. Dla czytelnika nowy
może być natomiast wyraźnie geometryczny punktwidzenia, którego przyjęcia
wymagają zagadnienia analizy wielu zmiennych rzeczywistych.

Geometrycznie o pochodnej cząstkowejmoznamyśleć tak: funkcja f przypi-
suje jakas wielkość punktom przestrzeni Rd. O funkcji f : R2 → R możemy na
przykład myśleć jako o mapie z zaznaczoną wysokością różnych punktów te-
renu, a o funkcji f : R3 → R jako o przypisaniu każdemu punktowi przestrzeni
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trójwymiarowej temperatury w tym punkcie. Pochodna cząstkowa w kierunku
x wskazuje wówczas tempo zmiany wielkości f, gdy poruszamy się w kierun-
ku osi OX. Gdy jesteśmy na przykład na północnym zboczu grani ciągnącej
się wzdłuż osi wschód–zachód, to idąc wzdłuż tej osi zrazu ani nie nabiera-
my ani nie tracimy wysokości. Jeśli zatem wyobrazimy sobie, że osi tej odpo-
wiada ośOX, to pochodna cząstkowa funkcji wysokości względemwspółrzęd-
nej x będzie wynosiła 0. Z drugiej strony jeśli poruszymy się choć odrobinę na
północ tracimy wysokość, a jeśli na południe – to ją zyskujemy, zatem jeśli osi
północ–południe odpowiada oś OY, to pochodna cząstkowa funkcji wysokości
względemzmiennej y jest ujemna. Jest jasne, że kierunkiwyznaczone przez osie
układu współrzędnych nie mają wyróżnionego statusu z czysto geometryczne-
go punktu widzenia, warto więc zdefiniować pojęcia tempa zmiany funkcji w
dowolnym kierunku.

Definicja 141. Niech v ∈ Rd \ {0}. Niech f : Rd → R. Pochodną kierunkową
funkcji f w kierunku v w punkcie p nazywamy pochodną g′(0), gdzie funkcję
g : R→ R definiujemy wzorem:

g(t) = f(p+ tv).

Wielkość tę oznaczamy przez ∂f
∂v (p) lub Dvf(p).

Zauważmy, że w myśl powyższej definicji pochodna cząstkowa względem
zmiennej xj to to samo co pochodna kierunkowawzględemwektora bazy stan-
dardowej ej . Okazuje się, że w wypadku funkcji, z którymi będziemy mieli na
ogół do czynienia, pochodną kierunkową można łatwo wyrazić w terminach
pochodnych cząstkowych:

Stwierdzenie 142. Niech v =
∑d
j=1 ajej będzie dowolnym wektorem w Rd. Niech

p ∈ Rd. Przypuśćmy, że istnieje takie ε, że wszystkie funkcje ∂f
∂xj

są ciągłe na kuli o
środku w p i promieniu ε.Wtedy

∂f

∂v
= a1

∂f

∂x1
+ a2

∂f

∂x2
+ . . .+ ad

∂f

∂xd
.

Założenia powyższego twierdzenia można istotnie osłabić, ale nam to osła-
bienie nie będzie potrzebne. Jego ogólniejszą postać poznamy na kolejnych za-
jęciach, gdywprowadzimy pojęcie różniczki. Z powyższego twierdzenia wyni-
ka, że ilekroć rozważamywystarczająco porządne funkcje, to pochodna kierun-
kowa w kierunku, który jest kombinacją liniową pewnych wektorów ze współ-
czynnikami a1, . . . , an to kombinacja pochodnychwkierunku tychżewektorów
z takimi samymi współczynnikami.

Przykład 143. Niech f : R2 → R będzie dana wzorem f(x, y) = xy. Niech
v = (1, 1).Wówczas:

∂f

∂v
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y
= y + x.
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Wprowadźmy kolejny istotny obiekt geometryczny.

Definicja 144. Niech f : Rd → R.Gradientem funkcji f w punkcie p nazywa-
my wektor

(
∂f

∂x1
(p),

∂f

∂x2
(p), . . . ,

∂f

∂xd
(p)).

Oznaczamy go przez gradf(p) lub∇f(p).

Zauważmy, że gdy funkcja f ma ciągłe pochodne cząstowe w małej kuli o
środku w punkcie p, to wprost ze stwierdzenia 142 wynika, że dla dowolnego
wektora v zachodzi wzór:

∂f

∂v
(p) = 〈v,∇f(p)〉.

Stąd możemy przez bezpośrednie zastosowanie nierówności Cauchy’ego
(twierdzenie 115) wyciągnąć bardzo istotny wniosek:

Stwierdzenie 145. Przy oznaczeniach i założeniach jak wyżej, dla dowolnego wektora
v o długości 1 zachodzi nierówność:∣∣∣∣∂f∂v (p)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∂f

∂∇f(p)
(p)

∣∣∣∣ .
Dowód. Mamy bowiem na mocy nierówności 115:

∣∣∣∣∂f∂v (p)

∣∣∣∣ = |〈v,∇f(p)〉|

≤ |‖v‖‖∇f(p)‖|

= ‖v‖ |〈∇f(p),∇f(p)〉|

=

∣∣∣∣ ∂f

∂∇f(p)
(p)

∣∣∣∣ .

Przypomnijmy, że pochodna kierunkowa funkcji w puncie p kierunku wek-
tora v odpowiada tempu zmiany wartości funkcji, gdy z punktu p będziemy się
przesuwać w kerunku wyznaczonym przez wektor v. Powyższe stwierdzenie
mówi zatem, że gradient funkcji wyznacza kierunek jej najszybszego wzrostu.

Przykład 146. Niech f(x, y) = xy, p = (0, 1).Wówczas:

∇f = (y, x),∇f(p) = (1, 0).

Innymi słowy, jeśli chcemy jak najbardziej zwiększyć iloczyn xy, gdzie x = 0,

y = 1 zmieniając oba współczynniki w sumie o ε, powinniśmy zwiększać x.
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Zadania

Zadanie 60. Znajdź pochodne cząstkowe i gradient nastepujących funkcji:

1. f(x, y) = x+ y.

2. f(x, y) = xy, gdzie x, y > 0.

3. f(x, y) = x cos y.

4. f(x, y, z) = ez(x cos y + x sin y).

Zadanie 61. Znajdź pochodne kieurnkowe funkcji f wpunkcie (0, 0) wkierun-
ku v:

1. f(x, y) = ex+y, v = (1, 1).

2. f(x, y) = sin(−x+ 3y), v = (−1, 3).

Zajęcia 21.XII

W niniejszej części uogólnimy pojęcie pochodnej na funkcje f : Rd → Rk. Na
początek warto zastanowić się, jakiego typu obiektem powinna być różniczka od-
wzorowania Rd → Rk. W wypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, po-
chodna funkcji w punkcie była po prostu pewną liczbą. Jest wmiarę jasne, że ta
sytuacja nie ugólnia się na większą liczbę wymiarów. Intuicyjnie chcielibyśmy,
żeby pochodna zawierała informacje, jak zmieniają się wartości danej funkcji w
małym otoczeniu danego punktu. Już w wypadku funkcji f : Rn → R brak na-
turalnego kandydata na jedną liczbę, któramiałabyw sensowny sposóbmierzyć
takie zmiany. Okazuje się, że naturalnie jest zdefiniować różniczkę odwzorowa-
nia w punkcie jako pewne przekształcenie liniowe. 1 Fakt ten, być może dość
zaskakujący, będziemy się starali bliżej objaśnić w dalszych częściach notatek.

Definicja 147. Niech f : Rd → Rm i niech p ∈ Rd będzie dowolnym punktem.
Różniczką odwzorowania f w punkcie p nazywamy takie przekształcenie li-
niowe A, że

lim
‖v‖→0

‖f(p+ v)− f(p)−A(v)‖
‖v‖

= 0.

Wprwadzone wyżej odwzorowanie A oznaczamy Df(p)

1Zauważmy, że odwzorowania liniowe R → R to "to samo", co macierze o wymiarach 1 × 1,
a te ostatnio to "to samo", co liczby rzeczywiste. Przez "to samo" mamy oczywiście na myśli, że
odpowiednie przestrzenie są izomorficzne.
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Postarajmy się objaśnić powyższą definicję. Zaczniejmy od uwagi notacyj-
nej. Df(p) jest oznaczeniem pewnego odwzorowania liniowego Rd → Rm. W
szczególności znaczy to, że efekt zastosowania odwzorowania Df(p) do wek-
tora v ∈ Rd możemy zapisać Df(p)(v).

Dla uproszczenia dalszych rozważań przyjmijmy, że rozpatrujemy punkt
p = 0 ∈ Rd oraz odwzorowanie f takie, że f(p) = 0. Wówczas powyższa
definicja głosi, że

‖f(v)−Df(0)(v)‖
‖v‖

−→ 0.

Innymi słowy, dla wektorów v o bardzo małej normie odwzorowanie f za-
chowuje się bardzo podobnie do odwzorowania liniowego Df(0).

Definicja 148. Niech f : Rd → Rm.Niech p ∈ Rd. Powiemy, że f jest różniczko-
walnaw p dokładnie wtedy, gdy istnieje różniczka odwzorowania f wpunkcie
p.

Czytelnikowiemoże sięwydawać, że różniczkowalność funkcjiwielu zmien-
nych to bardzo rzadko spełniony warunek. Zauważmy, że różniczkowalność
funkcji f : R2 → R w punkcie 0 oznacza między innymi, że dla odpowied-
nio małych liczb dodatnich ε1 oraz ε2 wartość funkcji f(ε1, ε2) to mniej więcej
f(ε1, 0) + f(0, ε2).Okazuje się jednak, że funkcje, które, mówiąc nieściśle, moż-
na opisać "jednym wzorem" na ogół czynią zadość temu wymaganiu. Bardzo
ważny warunek dostateczny różniczkowalności można ująć w następujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 149. Niech f : Rd → Rm, p ∈ Rd i niech dla dowolngo x ∈ Rd f(x) =

(f1(x), . . . , fm(x)). Załóżmy, że istnieje takie ε > 0, że dla dowolnego x ∈ B(p, ε)

wszystkie pochodne cząstkowe
∂fi
∂xj

(x)

istnieją. Załóżmy ponadto, że dla dowolnego i, j funkcje

∂fi
∂xj

są ciągłe w kuli B(p, ε). Wówczas funkcja f jest różniczkowalna w p. Co więcej,
macierz różniczki Df(p) w bazie standardowej ma w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
wyraz

∂fi
∂xj

.
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Macierz różniczki w bazie standardowej nazywamy macierzą Jacobiego.
Zauważmy, że powyższe twierdzenie podaje w wielu typowych przypadkach
efektywny sposób znajdywania różniczki funkcji:mianowiciewiemy, że do opi-
su przekształcenia liniowego wystarczy podanie jego macierzy w dowolnej ba-
zie. Zobaczmy, jak to działa na konkretnym przykładzie.

Przykład 150. Niech f : R+ × R→ R2 będzie zdefiniowana wzorem

f(r, φ) = (r cosφ, r sinφ).

Innymi słowy, funkcja f liczbie dodatniej r oraz dowolnej liczbie φ przypo-
rządkowuje punkt f(r, φ), który jest odległy od początku układu współrzęd-
nych o r, a kąt między osią OX a odcinkiem łączącym początek układu współ-
rzędnych z punktem f(r, φ) wynosi φ.

Pochodne cząstkowe wynoszą odpowiednio:

∂r cosφ
∂r = cosφ ∂r cosφ

∂φ = −r sinφ
∂r sinφ
∂r = sinφ ∂r sinφ

∂φ = r cosφ.

Wszystkie pochodne cząstkowe są ciągłe w całej dziedzinie. Zatem funkcja
f jest różniczkowalna w każdym punkcie dziedziny, a macierz jej różniczki w
bazie standardowej to:

(
cosφ −r sinφ

sinφ r cosφ

)
.

Aby przekonać się, jaka jest różniczka funkcji f w danym punkcie należy
podstawić odpowiednie wartości w miejsce r oraz φ. Na przykład Df((1, π))

ma w bazie standardowej macierz:(
−1 0

0 1

)
.

Na koniec tej części zastanówmy się jeszcze, jak można myśleć o różnicz-
kach funkcji f : Rd → R. Ustalmy dowolną taką funkcję f. Przypuśćmy, że jej
pochodne cząstkowe są ciągłe w całej dziedzinie. W takim wypadku macierz
jej różniczki w bazie standardowej jest w każdym punkcie taka sama i wynosi:

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xd

)
.

Zauważmy, że pochodna kierunkowa funkcji f w punkcie p i w kierunku
dowolnego wektora v to dokladnie:
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Df(p)(v).

Zatem, mówiąc nieściśle, różniczka koduje informacje dotyczące pochod-
nych kierunkowych we wszystkich możliwych kierunkach. Dzięki liniowości
różniczki, ta informacja dopuszcza wmiarę prosty opis w postaci macierzy. Je-
śli współrzędne wektora v w bazie standardowej to (v1, . . . , vd), to pochodna
kierunkowa wyraża się wzorem:

∂f

∂v
(p) =

(
∂f
∂x1

(p) . . . ∂f
∂xd

(p)
)

v1
...
vd

 =

d∑
j=1

vj
∂f

∂xj
(p).

Czytelnikmoże się czuć trochę zdezorientowany rozróżnieniemmiędzy róż-
niczką funkcji o wartościach w R a jej gradientem. Są to istotnie dwa różne
obiekty. Różniczka to odwzorowanie liniowe A : Rd → R, natomiast gradient,
to jedyny taki wektor v ∈ Rd, że dla dowolnego w ∈ Rd:

〈v, w〉 = A(w).

Powyższe równanie można równoważnie zapisać w postaci:

〈∇f(p), w〉 = Df(p)(w).

Innymi słowy, odwzorowanie liniowe Amożna opisać jako branie iloczynu
skalarnego danego wektora z gradientem. Obiekty te warto rozróżniać, choć
niestety trudno podać przekonujące argumenty za sensownością tego rozróż-
nienia w tym momencie kursu.

Zadania

Zadanie 62. Znajdź macierze Jacobiego następujących funkcji:

1. f(x, y) = xy.

2. f(x, y) = (ex + e−y, ey + e−x).

3. f(t) = (cos t, sin t, t).

4. f(x, y) = (sin(x cos y), sin(y cosx)).

5. f(x, y, z) = (ez(x+ y), ez(x− y), z).

Zadanie 63. Podaj przykład funkcji f : R2 → R, która w punkcie 0 ma obie
pochodne cząstkowe, ale nie jest różniczkowalna.

Zadanie 64. Podaj przykład funkcji f : R2 → R, która w punkcie 0 ma wszyst-
kie pochodne kierunkowe, ale nie jest różniczkowalna.
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5.3 Arytmetyczne własności różniczki

W tym podrozdziale uogólnimy znane dobrze wzory na pochodną sumy, ilo-
czynu i złożenia funkcji na przypadek funkcji wielu zmiennych. Pierwsze dwie
z nich, w sytuacji gdy mamy do czynienia z funkcjami o ciągłych (w pewnym
otoczeniu rozpatrywanego punktu) pochodnych cząstkowych, to łatwe konse-
kwencje Stwierdzenia 139 i Twierdzenia 149. W ogólności dowód też nie jest
trudny, ale pomiiniemy go w tym miejscu.

Stwierdzenie 151. Niech A ⊆ Rn będzie otwarty, p ∈ A oraz f, g : A → Rm będą
różniczkowalne w p. Wtedy

D(f + g)(p) = D(f)(p) +D(g)(p)

W powyższym stwierdzeniu napis D(f)(p) + D(g)(p) oznacza sumę prze-
kształceń liniowych. Ponieważ w ogólności nie dysponujemy naturalnym poję-
ciemmnożenia dla wektorów z przestrzeni wielowymiarowych, więc poniższe
stwierdzenie formułujemy tylko w przypadku funkcji o wartościach rzeczywi-
stych.

Stwierdzenie 152. Niech A ⊆ Rn będzie otwarty, p ∈ A oraz f, g : A → R będą
różniczkowalne w p. Wtedy

D(fg)(p) = D(f)(p)g(p) + f(p)D(g)(p)

Ostatnie stwierdzenie traktuje o pochodnej złożenia.

Stwierdzenie 153. NiechA ⊆ Rn będzie otwarty,B ⊆ Rm będzie też otwarty, p ∈ A,
f : A→ Rm, f(p) ∈ B. Przypuśćmy, że f jest różniczkowalna w p i g : B → Rl jest
różniczkowalna w f(p). Wtedy

D(g ◦ f)(p) = D(g)(f(p)) ·D(f)(p)

gdzie · oznacza iloczyn macierzy

Sprawdźmy, że powyższe napisymają sens (mnożenie nie jest zdefiniowane
nawszystkich parachmacierzy!). g◦f to przekształcenie z otwartego podzbioru
Rn w Rl. Zatem D(g ◦ f) powinna być macierzą n × l (n kolumn, l wierszy).
Analogicznie D(g)(f(p)) to macierz m × l, a D(f)(p) - n × m. Zatem iloczyn
tych dwu ostatnich jest macierzą n × l i wszystko się zgadza. Zilustrujmy to
jeszcze na przykładzie

Przykład 154. Niech A = R+ × (0, 2π) ⊆ R2, B = R2, f : A → R2 będzie
określona

f(r, α) = (r cosα, r sinα)
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i g : R2 → R2 będzie zadana

g(x, y) = (x2 + y2, x2 − y2)

Wtedy g ◦ f : A→ R2 jest zadana wzorem

g ◦ f(r, α) = (r2, r2(1− 2 cos2 α))

W takim razie

D(g ◦ f)(r, α) =

(
2r 0

2r(1− 2 cos2 α) 2r2 cosα sinα

)
.

Rachujemy dalej

D(f)(r, α) =

(
cosα −r sinα

sinα r cosα

)

D(g)(x, y) =

(
2x 2y

2x −2y

)

StądD(g)(f(r, α)) = D(g)(r cosα, r sinα) =

(
2r cosα 2r sinα

2r cosα −2r sinα

)
.Wymna-

żając D(g)(f(r, α)) · D(f)(r, α) dostajemy D(g ◦ f)(r, α). Co kończy dowód w
bardzo szczególnym przypadku.

6 Zastosowania pochodnych funkcji wielu zmien-
nych

6.1 Zajęcia 11.I

Przypomnijmy sobie podstawowe zastosowanie rachunku różniczkowego, któ-
re poznaliśmy na zajęciach WdM II: pochodne służyły nam do badania prze-
biegu zmienności funkcji, tj. znajdowania przedziałów, na którch funkcja jest
rosnąca, malejąca, gdzie osiąga ekstrema, gdzie jest wklęsła, a gdzie wypukła.
Teraz pokażemy, że podobnie jak w jednowymiarowym przypadku, pochodne
funkcji wielu zmiennych dostarczają niektórych informacji o zachowaniu funk-
cji. Warto tutaj od razu zauważyć, że nie ma co liczyć na takie same informacje
jak w przypadku jednowymiarowym: niektóre pojęcia nie mają bowiem sensu
dla funkcji wielu zmiennych. Jednym z nich jestmonotoniczność funkcji określo-
nej na podzbiorze Rn, dla n > 1. Na Rn nie ma bowiem naturalnego liniowego
porządku, takiego, jaki jest naR. Możemy pytać o monotoniczność funkcji, gdy
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sprowadzimy nasz przypadek do przypadku jednowymiarowego, np. wyróż-
niając w Rn jakiś kierunek (tzn. pytając jak funkcja zachowuje się na podprze-
strzeni Rn rozpinanej przez jeden konkretny wektor). Robiliśmy tak np. gdy
uzasadnialiśmy, że gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji.
Pytania, które przenoszą się niemalże bez zmian na przypadek wielowymiaro-
wy dotyczą wartości ekstremalnych funkcji. Zauważmy jednak, że znów, żeby
takie pytanie miało sens, musimy umieć porównywać wartości funkcji o którą
pytamy. Dlatego będziemy zajmować sie o funkcjami owartosciachwR. Defini-
cja minimum (maksimum) funkcji o wartosciach w R jest w pełni analogiczna
do przypadku funkcji jednej zmiennej, o ile pamiętamy, żę rolę przedziałów
otwartych w przestrzeniach wielowymiarowych pełnią kule.

Definicja 155. Niech A ⊆ Rn i f : Rn → R. Powiemy, że f ma w punkcie a ∈ A
minimum lokalne (odp. maksimum lokalne) jeśli istnieje ε > 0, taki, że dla
dowolnego b ∈ B(a, ε)

f(b) ≥ f(a)

(odpowiednio w przypadku maksimum f(b) ≤ f(a)). Powiemy, że minimum
(odp. maksimum) jest właściwe jeśli odpowiednia nierówność jest ostra po-
za przypadkiem b = a. Powiemy, że f ma w punkcie a ekstremum jeśli ma
w tym punkcie minimum lub maksimum. Punkt a stanowi maksimum (mini-
mum) globalne, jeśli f(a) > f(b) (f(a) ≤ f(b)) dla dowolnego b należącego do
dziedziny funkcji.

Dobrze jest prześledzić poniższe przykłady szkicując wykresy odpowied-
nich funkcji.

Przykład 156. Funkcja f : R2 → R określona

f(x, y) = x2 + y2

ma minimum lokalne (a także globalne) w punkcie (0, 0). Funkcja f : R2 → R
zadana

f(x, y) = sin(xy)

osiaga w punkcie (π2 , 1) maksimum lokalne. Nie jest to maksimum lokalne wła-
ściwe, gdyż na całej hiperboli określonej wzorem

xy =
π

2

funkcja f przyjmuje wartość 1. Funkcja f : R2 → R zadana

f(x, y) = xy

nie ma ekstremum w punkcie (0, 0). Faktycznie, na krzywej

y = x
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mamy f(x, y) = x2 i dla punktów z tej krzywej punkt (0, 0) (należący do niej)
jest minimum lokalnym. Jednakże na krzywej

y = −x

(do której też należy punkt (0, 0).) mamy f(x, y) = −x2, a zatem dla punktów z
tej krzywej, f przybiera maksimum lokalne w punkcie (0, 0). Po naszkicowaniu
wykresu tej funkcji w R3 dość łatwo przekonać się dlaczego punkt (0, 0) na
wykresie bywa nazywany "siodłem".

Znajdowanie ekstremów funkcji wielu zmiennych na danym zbiorze jest
zatem zadaniem subtelniejszym niż w wypadku funkcji jednej zmiennej. Po-
każemy teraz jakim rozumowanie może w niektórych przypadkach pomóc w
znalezieniu ekstremów funkcji. Zacznijmy od definicji:

Definicja 157. Powiemy, że A ⊆ Rn jest ograniczony jeśli dla pewnego r ∈ R,
A ⊆ B(0, r). Powiemy, że zbiór A ⊆ Rn jest zwarty jeśli jest domknięty (zob.
Definicja 124) i ograniczony. Brzegiem zbioru zwartego A nazywamy zbiór

A \ Int(A).

Przykład 158. Oczywiście każda kulaB(x, r) ⊆ Rn jest zbioremograniczonym.
Dla dowolnego x ∈ Rn domknięcie kuli B(x, r) (tzw. kula domknięta), tzn.
zbiór

B(x, r) = {y ∈ Rn | d(x, y) ≤ r}

jest zbiorem zwartym. Jego brzegiem jest sfera

{y ∈ Rn | d(x, y) = 1}

Wykres paraboli w R2, tj. zbiór

{(x, y) ∈ R2 | y = x2}

nie jest zbiorem ograniczonym.

Znamy wiele przykładów funkcji, które na swojej dziedzinie nie osiągają
ani globalnegomaksimum, ani minimum. Takie przykładymożna podać już w
wypadku funkcji jednej zmiennej (np. tg). Taka sytuacja nie może jednak zda-
rzyć się w wypadku funkcji określonych na zbiorach zwartych, o czym mówi
poniższe (bardzo ogólne) twierdzenie:

Twierdzenie 159 (Weierstrassa o przyjmowaniu kresów). Niech A ⊆ Rn będzie
zwarty, a f : A → R będzie ciągła. Wtedy istnieją a, b ∈ A takie, że f przyjmuje w a

minimum globalne na A, a w b maksimum globalne na A.

74



Nasza strategia znajdowania ekstremów funkcji f : Rn → R będzie nastę-
pująca: przypuśćmy, że szukamy maksimum funkcji f . Nasze zadanie sprowa-
dzamy do badania funkcji na pewnym zbiorze zwartymK ⊆ Rn. Na tym zbio-
rze wiemy, że funkcja przybiera swoje kresy. Jeśli poza tym zbiorem funkcja
przyjmuje wyłącznie wartości mniejsze od pewnej wartości, którą przyjmuje na
zbiorzeK, to znaczy, że maksimum, które, z tw.Weierstrassa, osiąga na zbiorze
K to jest jej maksimum globalne. Jak znaleźć ekstrema funkcji f na zbiorzeK?
Do tego przydaje się "wielowymiarowy" lemat Fermata:

Stwierdzenie 160 (lemat Fermata). Niech A ⊆ Rn będzie otwarty. Jeśli funkcja f :

A→ R ma ekstremum lokalne w punkcie a ∈ A i jest w tym punkcie różniczkowalna,
to

Df(a) = 0

tzn. dla dowolnego i ≤ n, ∂f∂xi (a) = 0.

Dowód. UstalmyA, a i f jakwyżej. Przypuśćmy, że f osiąga ekstremum lokalne
w punkcie a. Niech ε będzie taki, że

B(a, ε) ⊆ A

a jest ekstremum f na zbiorze A. Wtedy dla dowolnego i ≤ n funkcja

gi : R ⊇ (−ε, ε) → R

gi(t) = f(a+ tei)

osiąga ekstremum w punkcie t = 0. gi jest funkcją zmiennej rzeczywistej, za-
tem na mocy "jednowymiarowego" lematu Fermata g′i(0) = 0. Dowód kończy
obserwacja, że g′i(0) = ∂f

∂xi
(a).

Założenie otwartości zbioru A było istotne: funkcja

f(x, y) = x2 + y2

osiąga na zbiorze
{(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}

maksimum w punktach okręgu jednostkowego

{(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

ale pochodne cząstkowe w tych punktach nie zerują się łącznie. Faktycznie

∂f

∂x
(x1, y1) = 2x1

∂f

∂y
(x1, y1) = 2y1
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Zatem jedynym punktem (x1, y1) takim, że ∂f
∂x (x1, y1) = ∂f

∂y (x1, y1) = 0 jest
punkt x1 = y1 = 0.

Warto też pamiętać, że implikacja w lemacie Fermata zachodzi tylko w jed-
ną stronę. Nie jest prawdą, że jeśli pochodne cząstkowe funkcji zerują się w da-
nympunkcie, to funkcja w tympunkcie osiąga ekstremum. Rozpatrzmy jeszcze
jeden przykład:

Przykład 161. Niech g(x, y) = x3 − 3y2x. Wtedy

∂g

∂x
(x1, y1) = 3x21 − 3y21 = 3(x21 − y21)

∂g

∂y
(x1, y1) = −6y1x1

Znów jedynym punktem (x1, y1), dla którego ∂g
∂x (x1, y1) = ∂g

∂y (x1, y1) = 0 jest
(0, 0), dla którego mamy

g(0, 0) = 0.

Dowolnie blisko tego punktu funkcja g osiaga jednak zarównowartości ujemne
jak i dodatnie (np. patrząc na wartości tej funkcji na prostej y = 0.)

Podsumujmy metodę znajdowania ekstremów funkcji: jeśli umiemy poka-
zać, że (np.) maksimum f musi leżeć we wnętrzu pewnego zbioru zwartegoK,
to wystarczy znaleźć miejsca, w których na K znika różniczka f (w pozosta-
łych punktach K f nie może mieć ekstremum lokalnego, zatem tym bardziej
globalnego) i wybrać największą z tych wartości (taka istnieje na mocy tw. We-
iserstrassa). Zobaczmy to na przykładzie:

Przykład 162. Niech f(x, y) = xe−(x
2+y2−2). Zauważmy najpierw, że

lim
‖x‖→∞

f(x) = 0

tzn. wmiarę oddalania się od początku układu współrzędnych wartości f stają
się coraz bliższe zeru. Najłatwiej to zobaczyć badając zachowanie f na okręgach
wokół punktu (0, 0) o coraz większych promieniach, tzn. na zbiorach

S(R) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = R}

dla coraz większych R. Łatwo przekonać się, że największą wartością jaką f
przyjmuje na S(R) jest

maxR =
√
Re−R−2

a najmniejszą
minR = −

√
Re−R−2
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Oczywiście zarówno maxR, jak minR w granicy dają 0, więc dostaliśmy to, co
chcieliśmy. Znajdźmy kandydatów na ekstrema funkcji f , tzn. miejsca, w któ-
rych zerują się pochodne:

∂f

∂x
(x, y) = e−(x

2+y2−2) + x(−2x)e−(x
2+y2−2) = e−(x

2+y2−2)(1− 2x2)

∂f

∂y
(x, y) = −2xye−(x

2+y2−2)

Zatem jedynymi punktami, w którym obie pochodne się zerują są a1 = ( 1√
2
, 0)

i a2 = (− 1√
2
, 0). W a1 funkcja przyjmuje wartość

f(a1) =
1√
2
e
(2− 1√

2
)
,

w a2 –
f(a2) = − 1√

2
e
(2+ 1√

2
)
.

f(a1) jest zatem kandydatem na maksimum funkcji, f(a2) - na minimum. Wy-
starczy pokazać, że poza pewnym zbiorem zwartym, zawierającym punkty a1
i a2, wartości f zawierają się w przedziale (f(a2), f(a1)). Jako taki zbiór wystar-
czy wziąć domknięcie kuli B(0, r) dla dostatecznie dużego r.

Przykład 163. Teraz udowodnimy jedną z podstawowych analitycznych nie-
równości, tzw. nierównośćmiędzy średnimi. Tytułemwprowadzenia: średnią aryt-
metyczną n-liczb x1, . . . , xn nazywamy liczbę

x1 + . . .+ xn
n

.

Średnią geometryczną n-liczb dodatnich x1, . . . , xn nazywamy liczbę

(x1 · . . . · xn)
1
n .

A oto stwierdzenie, którego będziemy dowodzić stosując poznane metody:

Stwierdzenie 164. Dla dowolnych x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

x1 + . . .+ xn
n

≥ (x1 · . . . · xn)
1
n

Dowód. Zauważmy, że bez ograniczenia ogónosci możem założyć, że x1 + . . .+

xn = n. Tak jest, bo jeśli każdą z liczb xi przemnożymy przez tę samą liczbę k >
0, to zarówno prawa, jak i lewa strona szostaną pomnożone przez k. Wystarczy
zatem pokazać, że jeśli x1 + . . .+ xn = n, to

x1 · . . . · xn ≤ 1.

Niech teraz

f : Rn−1 → R

f(x1, . . . , xn−1) = x1 · . . . xn−1(n− x1 − . . .− xn−1)
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A także

K = {(x1, . . . , xn−1) | xi ≥ 0 oraz x1 + . . .+ xn−1 ≤ n}

Łatwo pokazać, że zbiórK jest zwarty.2 Zatem f osiąga naKminimum imaksi-
mum. Jesteśmy zainteresowani pokazaniem, żemaksimum f naK jestmniejsze
niż 1. Ponieważ na brzeguK, tzn. zbiorze

∂K := {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 | xi ≥ 0 oraz x1 + . . .+ xn−1 = n}

∪ {(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 | dla pewnego i, xi = 0}

funkcja f jest stale równa 0, a w jego wnętrzu, np. punkcie (1, . . . , 1) przyjmuje
wartość dodatnią 1, tomusi osiągaćmaksimumw Int(K), w punkcie, w którym
zerują się pochodne cząstkowe. Obliczmy je (niech a = (a1, . . . an−1):

∂f

∂xi
(a) =

∂x1 · . . . xn−1
∂xi

(a)(n− a1 − . . .− an−1) + a1 · . . . · an−1 ·
∂
(
n− (x1 + . . .+ xn−1)

)
∂xi

(a)

= a1 · . . . ai−1 · ai+1 · . . . · an−1(n− (a1 + . . .+ an−1))− a1 · . . . · an−1
(5)

Zatemprzyrównując każdą zpochodnych cząstkowychdo zera dostajemyukład
n− 1 równań. Wyciągając w i-tym równaniu a1 · . . . ai−1 · ai+1 · . . . · an−1 przed
nawias i skracając dostajemy układ n− 1 równań liniowych

n−
n−1∑
j=1

aj − ai = 0, i ≤ n− 1 (6)

Dodając te równania do siebie i przerzucając wyrazy z ai na prawą stronę do-
stajemy

n(n− 1) = (n− 1)

n−1∑
j=1

aj + a1 + . . .+ an

a zatem

n(n− 1) = n

n−1∑
j=1

aj

Stąd n− 1 =
∑n−1
j=1 aj . Podstawiając tę tożsamość do równania 6 stwierdzamy,

że zachodzi ona wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = . . . = an−1 = 1. Mamy zatem
następującą sytuację: na zbiorzeK funkcja f musi przyjmowaćmaksimum.Nie
może przyjmować go na brzegu K, bo tam jest stale równa 0, a we wnętrzu K
jest dodatnia. Zatemmusi przyjmować je we wnętrzuK, w punkcie, w którym
zerują się pochodne. Stąd w (1, . . . , 1) f osiąga maksimum na K, a zatem na
tym zbiorze wartości funkcji są ≤ 1, tak jak chcieliśmy.

2Dobrze jest narysować sobie ten zbiór w przyadku n = 3.
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Nie zawsze jest tak, że jeśli funkcja na swojej dziedzinie ma dokładnie jedno
ekstremum, to jest to jej maksimum lub minimum (tutaj sytuacja jest inna niż
w przypadku jednowymiarowym, gdzie powyższa implikacja jest prawdziwa).
Ciekawego kontrprzykładu dostarcza poniższa funkcja:

Przykład 165. Niech f(x, y) = x2(1 + y)3 + y2. Wtedy f ma dokładnie jedno
ekstremum lokalne, które jest jej minimum lokalnym, ale nie jest ograniczona
ani z góry, ani z dołu. Istotnie, f nie jest ograniczona z góry, ani z dołu, bo na
zbiorze

x = y

jest równa wielomianowi 5-tego stopnia

x2(1 + x)3 + x2,

który (jak to wielomian nieparzystego stopnia) nie jest ograniczony z góry ani
z dołu. Zbadajmy zachowanie pochodnych cząstkowych:

∂f

∂x
(x1, y1) = 2x1(1 + y1)3

∂f

∂y
(x1, y1) = 3x21(1 + y1)2 + 2y1

Stąd gradf(x1, y1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = y1 = 0. Łatwo sprawdzić,
że na B(0, 12 ), f przyjmuje tylko dodatnie wartości. Stąd (0, 0) jest minimum
lokalnym funkcji f i innego nie ma, bo to jedyne miejsce, w którym zeruje się
gradient f .

6.2 Przestrzeń styczna do wykresu funkcji

Na analizie 2 uczyliśmy się jak zdefiniować styczną dowykresu funkcji f : A→
R w punkcie p ∈ A (gdzie A to jest jakiś odcinek, albo przynajmniej zawiera
jakiś odcinek zawierający p). Pamiętamy, że styczna zadana była wzorem

Tpf = {(x, y) ∈ R2 | y = f ′(p)(x− p) + f(p)}

gdzie f ′(p) to pochodna funkcji f wpunkcie p. Popatrzmy na przypadek szcze-
gólny, gdy p = 0 i f(0) = 0. Wtedy

T0f = {(x, y) ∈ R2 | y = f ′(p)x}

Łatwo zobaczyć, żew takimprzypadku T0f to jednowymiarowapodprzestrzeń
liniowaR2. W ogólnym przypadku ta podprzestrzeń jest przesunięta (o wektor
(−p, f(p))) tak żeby „dotykała” wykres f dokładnie w punkcie (p, f(p)) (taki
zbiór nazywa się podprzestrzenią afiniczną). Zatemwprzypadku funkcji jednej
zmiennej styczne to (przesunięte) jednowymiarowe podprzestrzenie liniowe.
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Popatrzmy teraz na trochę trudniejszy przypadek f : R2 → R (zakłada-
my, że f jest różniczkowalna). Wykres f to podzbiór R3. Zastanowimy się ja-
kie warunki musi spełniać przestrzeń styczna do wykresu funkcji f w punkcie
(0, 0, f(0)) (żeby się łatwiej myślało). Wybierzmy proste y = 0 ⊆ R2 i x = 0 ⊆
R2. Wtedy f obcięta do każdej z tych prostych definiuje funkcję jednej zmiennej

x 7→ f(x, 0)

y 7→ f(0, y)

Wykres każdej z tych funkcji zawiera się w wykresie f (dokładniej: to prze-
cięcie wykresu f z płaszczyznami (odpowiednio) y = 0 ⊆ R3, x = 0 ⊆ R3).
Zatem styczne do wykresu tych funkcji także powinny należeć do przestrzeni stycznej
do wykresu f . Z powyższej przypominajki pierwsza z tych stycznych jest zadana
wzorem

z =
∂f

∂x
(0, 0)x+ f(0)

a druga

z =
∂f

∂y
(0, 0)y + f(0).

Zauważmy, że obydwa te równania mają wspólną formę:

z = D(f)(0, 0)v + f(0)

gdzie v to w pierwszym przypadku (x, 0), a w drugim (0, y) (zachęcamy do
przeliczenia). Zauważmy teraz, że kazdy wektor w = (x, y, z) spełniający

z = D(f)(0, 0)(x, y) + f(0)

powinien należeć do przestrzeni stycznej. Faktycznie każdy v = (a, b) ∈ R2

wskazuje pewien kierunek z punktu (0, 0). Biorąc prostą y = a
bxw tym kierun-

ku możemy zdefiniować znów funkcję jednej zmiennej. Styczna do niej należy
do wykresu funkcji a zadana jest warunkami

y =
a

b
x, z =

∂f

∂v
(0, 0)x+ f(0)

Łatwo sprawdzić, że wektor (a, b,D(f)(0, 0)(a, b) + f(0)) spełnia to równanie
(pamiętając, że ∂f

∂v (0, 0) = D(f)(0, 0)v), zatem i on powinien należeć do prze-
strzeni stycznej. Rozważania te motywują następującą definicję:

Definicja 166. Niech f : A ⊆ Rm → R i p ∈ A. Przestrzenią styczną do wykresu f
w punkcie p nazywamy podzbiór Rm+1 zdefiniowany

Tpf = {(x1, . . . , xm+1) ∈ Rm+1 | xm+1 = D(f)((x1, . . . , xm)−p)(x1, . . . , xm)+f(p)}
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Zajęcia 29.II

W tym podrozdziale wprowadzimy pojęcie rozmaitości zanurzonej w Rn i wska-
żemy jak (można) wykazywać, że coś jest rozmaitością. W przygotowaniu tego
fragmentu korzystałem ze skryptu do Analizy Matematycznej II prof. Pawła
Strzeleckiego z Wydziału MIM UW.

Konwencja 4. Pisząc (v, w) ∈ Rn+m mamy na myśli, że (v, w) jest wektorem z
n+mwymiarowej przestrzeni euklidesowej oraz v ∈ Rn, w ∈ Rm.

Definicja 167. Niech U ⊆ Rn i φ : U → Rm.Wykres φ to zbiór

{(v, w) ∈ Rn+m | v ∈ U, φ(v) = w} ⊆ Rn+m

Definicja 168 (Dopełnienie ortogonalne zbioruP ). NiechP ⊆ Rn.Dopełnieniem
ortogonalnym P nazywamy zbiór

{v ∈ Rn | 〈v, w〉 = 0 dla dowolnego w ∈ P}

Na mocy własności iloczynu skalarnego, łatwo zauważyć, że zawsze P⊥ jest
podprzestrzenią liniową Rn taką, że P ∩ P⊥ ⊆ {0}.

Przykład 169. Niech P ⊆ R2 będzie podprzestrzenią

{(x, y) ∈ R2 | y = 2x}

Wtedy P⊥ = {(x, y) ∈ R2 | x = −2y}.

Podajmy teraz kluczową dla tego rozdziału definicję

Definicja 170. ZbiórM ⊆ Rn+m nazywamy n–wymiarową rozmaitością (klasy
C1) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego p ∈M istnieją

1. kula otwarta B(p, r) ⊆ Rn+m

2. n–wymiarowa podprzestrzeń P = lin(ei1 , . . . , ein) ⊆ Rn+m

3. zbiór otwarty U ⊆ P i funkcja różniczkowalna φ : U → P⊥

takie, że
M ∩B(p, r) = wykres φ ∩B(p, r) (7)

Oczywiście każda n–wymiarowa podprzestrzeń liniowa Rn+m jest rozma-
itością. Faktycznie, ustalmy M ⊆ Rn+m, takie, że M jest n–wymiarową po-
drzestrzenią liniową. Jeśli p ∈ M , to jako B(p, r) można wziąć dowolną kulę o
środku w p, jako P po prostuM , a ponadto U = P oraz

φ : P → P⊥

φ(v) = 0 dla dowolnego v ∈ P

Klasa rozmaitości jest jednak dużo szersza (i ciekawsza).
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Przykład 171. Dla dowolnego n sfera Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} ⊆ Rn+1

jest rozmaitością n–wymiarową (S1 ⊆ R2 to okrąg, a S2 ⊆ R3 "tradycyjna" sfe-
ra). Pokażemy to dla przypadku n = 2, gdyż przypadek ogólny jest w pełni
analogiczny. Niech US = {(x, y, 0) ∈ R3 | x2 + y2 < 1} (zbiór U to obszar
na podprzestrzeni z = 0 ograniczony równikiem naszej sfery, a zatem dwuwy-
miarowa kula otwarta). Zauważmy, że "górna" i "dolna" półsfera (górna to ta,
gdzie trzecia współrzędna jest > 0, dolna - ta gdzie trzecia współrzędna jest
< 0) są w całości wykresami funkcji

φ1 : U → R

φ1((x, y, 0)) =
√

1− x2 − y2

φ2 : U → R

φ2((x, y, 0)) = −
√

1− x2 − y2

Oczywiście φ1 i φ2 mają ciągłe na U pochodne cząstkowe, zatem są klasy C1.
Dla punktów S2, które mają niezerową współrzędną z wystarczy zatem wziąć
P = lin(e1, e2), U = US , r = |z| oraz φ = φ1 dla z > 0 i φ = φ2 dla z < 0.
Pokazaliśmy zatem, że pewne otoczenie dowolnego punkt leżącego poza rów-
nikiem możemy przedstawić jako wykres funkcji klasy C1.

Oczywiście nie jest prawdą, że pewne otoczenie punktu leżącego na rów-
niku S2 możemy przedstawić jako wykres funkcji f : lin(e1, e2) → lin(e3)

(warto narysować rysunek i naocznie przkonać się dlaczego). Tutaj jednak w
sukurs przychodzi nam to, że warunek w definicji rozmaitości (mimo, że dość
zawiły) był jednak bardzo ogólny: dla punktów leżących na równiku możemy
wybrać inną płaszczyznę (dwuwymiarową podprzestrzeń w R2) i z niej wybrać
dziedzinę dla funkcji, której wykresem będzie otoczenie punktu z równika.
I tak, dla punktów, dla których pierwsza współrzędna (tradycyjnie x-owa, ta
przy e1 w bazie standardowej) jest niezerowa możemy jako P wybrać płasz-
czyznę lin(e2, e3), a dla pozostałych punktów (pozostają dokładnie 2!) leżących
na równiku sfery, dla których pierwsza współrzędna jest zerowa - płaszczyznę
lin(e1, e3). Resztę szczegółów (zdefiniowanie funkcji φ w każdym z przypad-
ków) pozostawimy jako ćwiczenie.

Przykład 172. Zbiór

M = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = 0}

nie jest rozmaitością. Zbiór M jest sumą wykresów dwóch funkcji: y = |x|
i y = −|x|. Łatwo się przekonać, że żadnego otoczenia punktu 0 nie można
przedstawić ani jako wykresu funkcji uzależniającej x od y, ani jako wykresu
funkcji uzależniającej y od x.
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Następny przykład podaje ważną metodę dowodzenia, że jakiś zbiór jest
rozmaitością.

Twierdzenie 173. Niech Ω ⊆ Rn+m będzie zbiorem otwartym i F : Ω→ Rm będzie
funkcją klasy C1 na Ω. Niech q ∈ Ω i

M := {z ∈ Ω | F (z) = F (q)}

Jeśli dla dowolnego a ∈M ,DF (a) jest epimorfizmem liniowym, toM jest rozmaitością
n−wymiarową.

ZbiórM jak powyżej nazywa się poziomicą funkcji F (nietrudno domyślić się
dlaczego: zbiórM to zbiór wszystkich punktów, w których F przyjmuje jakąś
jedną ustaloną wartość.)

Łatwo też przekonać się, że warunek o którymmowa w powyższym Twier-
dzeniu (tzn. to, że w dowolnym punkcie różniczka jest epimorfizmem) nie jest
warunkiemkoniecznym. Jako kontrprzykładwystarczy rozważyć zbiórRn (któ-
ry jest rozmaitoscią n-wymiarową) jako poziomicę funkcji stałej.

Rozpatrzmy teraz pierwszy naprawdę ciekawy przykłąd rozmaitości

Przykład 174 (Torus obrotowy w R3). Ustalmy R > r > 0. Rozpatrzmy zbiór:

T = {(x, y, z) ∈ R3 | (R−
√
x2 + y2)2 + z2 = r2}

M to tzw. torus obrotowy wR3. (Warto sporządzić rysunek). Korzystając z Twier-
dzenia 173 uzasadnimy, że torus jest 2-wymiarową rozmaitością. Połóżmy

F (x, y, z) = (R−
√
x2 + y2)2 + z2 − r2

Wtedy T = {(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = 0}. Wystarczy zatem policzyć DF i
sprawdzić, że w każdym punkcie T to jest epimorfizm. Mamy

∂F

∂x
(x, y, z) = 2x

R−
√
x2 + y2√

x2 + y2

∂F

∂y
(x, y, z) = 2y

R−
√
x2 + y2√

x2 + y2

∂F

∂z
(x, y, z) = 2z

Zauważmy, że żaden punkt postaci (0, 0, z) nie należy do T, bo R > r, stąd
pochodne cząstkowe są ciągłe na T. (w przeciwnym przypadku kłopot byłby z
pochodnymi cząstkowymi po x i po y.) Łatwo też przekonać, że w dowolnym
punkcie T któraś pochodna cząstkowa jest niezerowa (co wystarczy do epimor-
ficzności DF (x)). Faktycznie, jeśli bowiem ∂F

∂z (x, y, z) = 0, to z = 0, a wtedy (z
definicji zbioru T)

R−
√
x2 + y2 = R2 > 0

Zatem ∂F
∂y (x, y, z) 6= 0 i ∂F∂x (x, y, z) 6= 0.
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Zadania

Zadanie 65. Niech Ω ⊆ Rn będzie zbiorem otwartym i F : Ω → Rm będzie
funkcją klasy C1 na Ω pokaż, że wykres F ⊆ Rn+m, jest rozmaitością i znajdź
jej wymiar.

Zadanie 66. Sprawdzić, czy w każdym punkcie x zbioru Ω DF (x) ma maksy-
malny rząd, jeśli

1. F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x2 + y2 + z2, x2 − x+ y2),
Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = 0}.

2. F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x2 + z2, yz + z2),
Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = (1, 1)}

3. F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x− 2y+ 3z, x2 + 4y2 + 9z2 + 6xz− 4y(x+ 3z)),
Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | F (x, y, z) = 0}

4. F : R2 → R, F (x, y) = (x2 + y2)2 − x2 − y2,
Ω = {(x, y) ∈ R2 | F (x, y) = 0}.

Zadanie 67. Sprawdź, że podane podzbiory Rn są rozmaitościami. Podaj ich
wymiar.

1. {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0, x2 + 2y2 + 3z2 = 6}

2. Niechm ≥ 2, a1, . . . , am > 0

{(x1, . . . , xm) ∈ Rm |
m∑
i=1

(
xi
ai

)2 = 1}

3. {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0, x2 + y2 = 1}.

Zajęcia 7.III

W niniejszej części zastanowimy się, jak znajdywać przestrzeń rozpiętą przez
wektory styczne do rozmaitościM wdanym punkcie p. Zbiór ten nazywa prze-
strzenią styczną i oznaczamy Tp(M).

Definicja 175. Załóżmy, że M ⊆ Rn jest rozmaitością klasy C1. Załóżmy, że
U ⊆ M jest obrazem f [V ], gdzie V jest otwartym podzbiorem Rd, zaś f : V →
Rn jest bijekcją klasy C1, której różniczka jest w każdym punkcie q ∈ V rzędu
d. Wówczas przestrzenią styczną do rozmaitości M w punkcie p nazywamy
zbiór:

Tf(p)M = imDfp + f(p) = {q ∈ Rn | ∃v ∈ imDfp q = p+ v}.
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Przypomnijmy , że w szczególnym przypadku, gdyM jest wykresem funk-
cji f : V → Rn klasy C1, gdzie V ⊆ Rd jest pewnym podzbiorem otwartym,
a p = (x, f(x)) dla pewnego x ∈ V z powyższej definicji wynika następujący
wzór:

TpM = {(v + p,Dfp(v) + f(p)) ∈ Rn+d | v ∈ Rd}.

który wprowadziliśmy już jako definicję przestrzeni stycznej do wykresu funk-
cji w definicji 166 (dla przypadku n = 1). Warto być może naszkicować tn zbiór
w wypadku, gdyM ⊂ R2 jest wykresem funkcji f : R → R i przekonać się, że
definicja zgadza się z tą wprowadzoną na Matematyce II.

Niekiedy rozmaitość w otoczeniu pewnego punktu przedstawiamy nie jako
obraz, lecz jako zbiór miejsc zerowych pewnej funkcji. Wówczas użyteczne jest
następujące stwierdzenie:

Stwierdzenie 176. Załóżmy, żeU ⊂ Rn jest zbiorem otwartym, zaś F : Rn → Rn−d

funkcją klasy C1. Niech M = {x ∈ U | F (x) = c}. Załóżmy, że dla dowolnego
p ∈M odwzorowanie DFp jest epimorfizmem. Wówczas

TpM = p+ kerDfp.

Znajdziemy przestrzenie styczne korzystając zarównowprost zDefinicji 175
oraz ze Stwierdzenia 176 i przekonamy się, że jest to w istocie dość łatwe.

Przykład 177. Znajdziemy przestrzeń styczną do sfery S2 = {(x, y, z) ∈ R3 |
X2 + y2 + z2 = 1}w punkcie 1√

3
(1, 1, 1).

Ponieważ sferę możemy przedstawić jako zbiór miejsc zerowych pewnej
funkji F : R3 → R1 wygodnie będzie posłużyć się Stwierdzeniem 176. W na-
szym wypadku p = 1√

3
(1, 1, 1), zaś F (x, y, z = x2 + y2 + z2).Mamy wówczas:

DF(x,y,z) =
(

2x 2y 2z
)
.

Odwzorowanie DF(x,y,z) jest więc epimorfizmem na R dla dowolnego punktu
(x, y, z) poza (0, 0, 0). Możemy więc w założeniach stwierdzenia wziąć U =

R3 \ {(0, 0, 0)}.

Mamy

DFp =
2√
3

(
1 1 1

)
.

Zatem kerDFp = lin((1,−1, 0), (1, 0,−1)). Zatem przestrzeń styczna do sfe-
ry w punkcie p dana jest wzorem

TpS
2 =

1√
3

(1, 1, 1) + lin((1,−1, 0), (1, 0,−1)).
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Policzymy teraz przestrzeń styczną odwołując się do postaci parametrycznej
rozmaitości.

Przykład 178. Rozważmy torus

T = {(R cosφ(1 + r cos θ), R sinφ(1 + r cos θ), r sin θ) | φ, θ ∈ R}.

(Nawiasem mówiąc, jest to ta sama rozmaitość, któą zdefiniowaliśmy w Przy-
kładzie 174.

Znajdziemy płaszczyznę styczną do torusa w punkcie odpowiadającym ką-
tom φ = 0 oraz θ = π

4 .

Skorzystamy z definicji 175. W naszym wypadku V = (0, 2π)× (0, 2π), p =

(0, π4 ), zaś

f(φ, θ) = (R cosφ(1 + r cos θ), R sinφ(1 + r cos θ), r sin θ).

Obliczamy więc najpierw różniczkę f :

Df(φ,θ) =

 −R sin(1 + r cos θ) −Rr cosφ sin θ

R cosφ(1 + r cos θ) −Rr sinφ cos θ

0 r cos θ

 .

Mamy w szczególności:

Dfp =

 0 −Rr 1√
2

R(1 + r 1√
2
) 0

0 r 1√
2

 .

Wnioskujemywięc, że imDfp = lin(0, R(1+r 1√
2
), 0), (−Rr 1√

2
, 0, r 1√

2
)), zaś

TpT = (R(1 +
r√
2

), 0,
r√
2

) + imDfp.

Zadania

Zadanie 68. Znajdź przestrzeń styczną do sfery w punkcie 1√
6
(1, 2, 3).

Zadanie 69. Znajdź przestrzeń styczną do torusa obrotowegow punkcie odpo-
wiadającym kątom (φ, θ) = (π6 ,−

π
3 ).

Zadanie 70. Nich γ = {(sin(t), cos(t), t) | t ∈ R} będzie krzywą w R3. Znajdź
przestrzeń styczną do γ w punkcie (0, 1, 2π). Naszkicuj krzywą γ.
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Zadanie 71. Niech γ = {(t2, t3, t4) | t ∈ R} będzie krzywą w R3. Znajdź
przestrzeń styczną do γ punkcie (1, 1, 1).

Zadanie 72. Zauważmy, że sferę można opisać w następujący sposób (za po-
mocą długości i szerokości geograficznej):

S2 = {(cosφ cos θ, cosφ sin θ, sinφ) ∈ R3 | (φ, θ) ∈ R2}.

Znajdź przestrzeń stycznądo sferywpunkcie odpowiadającymkątom (π4 ,
π
6 ).

Zadanie 73. Rozważmy paraboloidę obrotową w R3 zdefiniowaną w nastepu-
jący sposób:

P = {(x, y, z) ∈ R3 | z = x2 + y2}.

Znajdź przestrzeń styczną do P w punktach (1,
√

2, 3), (1,−1, 4).

Zajęcia 14.III

W dzisiejszym wykładzie pokażemy metodę znajdowania ekstremów funkcji
na rozmaitościach zwartych, zadanych jako poziomice pewnych funkcji. Do-
brze jestwcześniej przypomnieć sobie definicję rozmaitości (Definicja 7) i Twier-
dzenie 173, zbioru zwartegowRn (Definicja 157). Przypomnijmy jakwyglądała
nasza strategia znajdowania ekstremów funkcji f : Rn → R: najpierw argumen-
towaliśmy, że ekstremum musi leżeć we wnętrzu pewnego zbioru zwartego, a
potem sprawdzaliśmy gdzie na tym zbiorze znika różniczka f (korzystając ze
Stwierdzenia 160 i Twierdzenia Weierstrassa (Twierdzenie 159) o przyjmowa-
niu kresów: funkcja ciągła na zbiorze zwartym osiąga swoje minimum i maksi-
mum na tym zbiorze). Postawmy sobie teraz inne zadanie: nie chcemy szukać
ekstremów globalnych funkcji, ale znaleźć jej największą i najmniejszą wartość
na jakimś zbiorze zwartym (to znaczy ta funkcja poza tym zbioremmoże sobie
nawet rosnąć do nieskończoności - nas interesują tylko wartości na tym zbio-
rze). Tak jest np. gdy szukamy odległości punktu (1, 2, 3) ∈ R3 od sfery - jest to
wszakże (pierwiastek kwadratowy z) minimum funkcji

g(x) = (x1 − 1)2 + (x2 − 2)2 + (x3 − 3)2

Oczywiście funkcja ta osiąga swoje minimum globalne (równe 0) w punkcie
(1, 2, 3) (we wszystkich innych punktach jest ona ściśle dodatnia). Jest to też je-
dyne miejsce, w którym zeruje się pochodna g. Ta informacja na niewiele nam
się przyda, gdyż punkt (1, 2, 3) nie leży na sferze. Jest jeszcze inny problem:mo-
żemy stosować lemat Fermata tylko na zbiorze otwartym. Sfera po pierwsze nie
jest takim zbiorem, a po drugie jej wnętrze to zbiór pusty. W takim przypadku
przyda nam się następujące twierdzenie:
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Twierdzenie 179 (Twierdzenie Lagrange’a). Niech G ⊆ Rm+l będzie zbiorem
otwartym, f : G → R będzie różniczkowalna i F = (F1, . . . , Fl) : G → Rl będzie
funkcją klasy C1 na G. Połóżmy

S = {x ∈ G | F (x) = 0}

i załóżmy, że dla dowolnego p ∈ S,DF (p) jest epimorfizmem liniowym (równoważnie:
macierz jakobiego ma maksymalny rząd, tj. równy l). Jeśli f osiąga swoje maksimum
na S w punkcie p, to

〈∇f(p), w〉 = 0 dla dowolnego w ∈ TpS

oraz istnieją λ1, . . . , λl ∈ R takie, że

∇f(p) =

l∑
i=1

λi∇Fi(p) (∗)

Rozszyfrujmy nieco tezę tego twierdzenia: warunek

〈∇f(p), w〉 = 0 dla dowolnego w ∈ TpS

mówi, że gradient funkcji jest prostopadły do przestrzeni stycznej do rozmatio-
ści S wpunkcie p (przy naszych założeniach S jest rozmaitością namocy Twier-
dzenia 173). Stąd już łatwo wynika warunek (∗) (który będzie kluczowy dla
naszych zastosowań). Faktycznie, na mocy Stwierdzenia 176 TpS = kerDF (p).
DF (p) to macierz, której wierszami są wektory ∇F1(p), . . . ,∇Fl(p). Udowod-
nimy, że wektory te tworzą bazę (TpS)⊥. Oczywiście każdy z tych wektorów
jest prostopadły do dowolnego wektora z kerDF (p) = TpS. Ponieważ DF (p)

ma rząd l, to jest to układ liniowo niezależny. Wystarczy zatem sprawdzić, że
(TpS)⊥mawymiar l. PonieważDF (p) jest epimorfizmem, to wymiar imDF (p)

jest równy l, a zatem wymiar kerDF (p) = TpS jest równy m. Stąd wymiar
(TpS)⊥ jest równy

(m+ l)−m = l.

Udowodniliśmy zatem, że ∇F1(p), . . . ,∇Fl(p) tworzą bazę (TpS)⊥. Stąd jeśli

〈∇f(p), w〉 = 0 dla dowolnego w ∈ TpS

to∇f(p) ∈ (TpS)⊥, a zatem jest kombinacją liniową∇F1(p), . . . ,∇Fl(p). To zaś
jest dokładnie treść warunku (∗).

Zauważmy jeszcze jedną rzecz: warunek (∗) jest równoważny temu, że

D(f −
l∑
i=1

λiFi)(p) = 0
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a zatem dla dowolnego j ≤ m+ l

∂f −
∑l
i=1 λiFi

∂xj
(p) = 0

Stąd, podobnie jak w lemacie Fermata mamy tu do czynienia z warunkiem:
jeśli funkcja osiąga ekstremum w punkcie p, to pochodna w punkcie p znika.
Inaczej jednak niż w lemacie Fermata, musimy tuwziąć pod uwagę nie pochod-
ną funkcji f , ale uwzględnić także kombinację liniową funkcji składowych F .
Przejdźmy teraz do zastosowań:

Przykład 180. Znajdziemy ekstrema funkcji f : R3 → R zadanej wzorem

f(x, y, z) = xyz

na sferze S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2− 1 = 0}. Wprost z definicji widać,
że jest to poziomica funkcji

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1

tzn. S2 = (x, y, z) ∈ R3F (x, y, z) = 0. Łatwo sprawdzić, że S2 i F spełniają zało-
żenia Twierdzenia Lagrange’a. Ponadto, S2 jest zbiorem zwartym, zatem mak-
simum iminimumnaszej funkcji na tym zbiorze jest przyjmowanewpunktach,
w których dla pewnego λ

∇f(x, y, z) = λ∇F (x, y, z)

(F jest funkcją rzeczywistą, więc w tym przypadku l = 1,m = 2). Rozpisując
powyższy warunek mamy

(yz, xz, xz) = (λ2x, λ2y, λ2z),

co prowadzi do ukąłdu równań
yz = λ2x

xz = λ2y

xy = λ2z

Mamy trzy równania i cztery niewiadome. Czwartym równaniem, które mo-
żemy wykorzystać jest równanie na x, y, z definiujące S2. Ostatecznie mamy
zatem układ 

yz = λ2x

xz = λ2y

xy = λ2z

x2 + y2 + z2 = 1

który pozostaje rozwiązać, aby znaleźć punkty, w których f osiąga ekstrema
(oczywiście nie we wszystkich punktach, które otrzymamy muszą być ekstre-
ma f - na końcu trzeba po prostu wybrać te punkty, w których f osiąga naj-
większą i najmniejszą wartość; zauważmy np. że wszystkie punkty, które mają
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dokładnie jedną współrzędną równą 1 i pozostałe dwie 0 spełniają powyższy
układ, ale funkcja nie osiąga w nich ani maksimum, ani minimum na S2, bo f
jestw tych punktach równa 0) Równania teakie będziemynazywać równaniami
Lagrange’a.

6.3 Zadania

Zadanie 74. Znajdź odległość punktu (1, 2, 3) od sfery S2. (porównaj wprowa-
dzenie do niniejszego rozdziału)

Zadanie 75. W każdym z poniższych przypadków wypisać równania Lagran-
ge’a:

1. F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x+ y + z, x2 + y2 + z2), f(x, y, z) = x+ y + z.

2. F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x + y + z, x2 + 2y2 + 3z2 − 6), f(x, y, z) =

x2y + y + z3.

3. F : R3 → R, F (x, y, z) = (R−
√
x2 + y2)2 +z2−r2, f(x, y, z) = x sin(y)+

y sin(x) + z sin(x).

Zajęcia 21.III

Na dzisiejszych zajęciach będziemy ćwiczyć zastosowania Twierdzenia Lagran-
ge’a o ekstremach warunkowych. Wiemy już, jak stosować to twierdzenie do
znajdywania esktremów funkcji na rozmaitościach. Zauważmy, że twierdze-
nie Lagrange’a pozwala nam znajdować ekstrema funkcji w nieco ogólniejszej
sytuacji. Jedno z zastosowań obejmuje przypadek, gdy rozmaitością jest brzeg
zbioru, na którym próbujemy zminimalizować daną funkcję. Rozważmy to na
przykładzie.

Przykład 181. Znajdziemy ekstrema funkcji danej wzorem f(x, y) = 2xy + 3

na elipsie domkniętej o równaniu E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2y2 = 5}.

Zauważmynajpierw, że skoro elipsa jest zbioremzwartym, to funkcja f osią-
ga na niej maksimum i minimum. Wystarczy więc

• Sprawdzić, czy istnieją takie punkty na zbiorze E, w których zeruje się
gradient funkcji f ,

• Sprawdzić, jakie są ekstrema funkcji f na brzegu zbioru E.
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Sprawdziwszy to, wystarczy porównaćwartości funkcji f wewszystkich punk-
tach, w których przyjmowane jest potencjalnie ekstremum. Podkreślmy, że na
pewno jest przyjmowane w jednym z nich, bo E jest zbiorem zwartym.

Mamy zatem
∇f = (2y, 2x).

Zatem ∇f = (0, 0) wtw (x, y) = (0, 0). W tym punkcie wartość f wynosi
rzecz jasna 3. Poszukajmy teraz wartości f na brzegu E.Wypiszmy w tym celu
równania Lagrange’a:

2y = λ2x

2x = λ4y.

Mamy zatem
2x = λ28x.

Ponieważ rozważamy teraz brzegE,możemy założyć, że x 6= 0.Wnioskuje-
my stąd, że λ = ± 1√

2
. Po podstawieniu do pierwotnych równań otrzymujemy:

x = ±y
√

2

x2 + 2y2 = 5.

Z powyższych równań wnioskujemy, że

4y2 = 5.

Zatemzachodzi jeden zponiższychprzypadków: (x, y) =
(√

10
2 ,

√
5
2

)
, (x, y) =(

−
√
10
2 ,−

√
5
2

)
, (x, y) =

(
−
√
10
2 ,

√
5
2

)
lub wreszcie (x, y) =

(√
10
2 ,−

√
5
2

)
. Warto-

ści funkcji f wtych punktachwynoszą 5
√
2

2 +3 lub −5
√
2

2 +3 i są towłaśnie szuka-
ne punkty ekstremalne (znaleziony wcześniej wartość 3 jest pomiedzy dwiema
wskazanymi wartościami przyjmowanymi na brzegu).

Inna sytuacja godna rozważenia zachodzi, gdy szukamy ekstremów na roz-
maitości niezwartej. Można wtedy połączyć metodę mnożników Lagrange’a z
rozumowaniem stosowanym do szukania ekstremów w przestrzeni Rn.

Przykład 182. Rozważmy krzywą o parametryzacji

γ = {(t2, t2, t) | t ∈ R}.
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Rozmaitość tę możemy równoważnie opisać nastepującymi równaniami:

γ = {(x, y, z) ∈ R | x = z2, y = z2}.

Równoważniemożna też przedstawić γ jako zbiór tych (x, y, z), żeF (x, y, z) =

(0, 0), gdzie F : R3 → R2 jest dana wzorem

F (x, y, z) = (x− z2, y − z2).

Przyjmijmy, że chcemy znaleźć maksimum na zbiorze γ funkcji f : R3 → R
danej wzorem

f(x, y, z) = e−z
2

(x+ y).

Zauważmy najpierw, że jeśli (x, y, z) ∈ γ, to

f(x, y, z) = e−z
2

(z2 + z2).

Wszczególności oznacza to, że dla dowolnego ε istnieje takieR, że jeśliK =

B(0, R), to dla (x, y, z) ∈ γ \K mamy

|f(x, y, z)| < ε.

Skoro np. f(1, 1, 1) = 2e−1 > 0, wystarczy przyjać ε = e−1 i szukać maksimum
funkcji f zbiorze K dobranym dla takiego właśnie ε.Wystarczy sprawdzić, w
jakich punktach w K spełniony jest warunek konieczny występowania ekstre-
mum dany przez twierdzenie Lagrange’a, bo wiemy, że na zbiorze K funkcja
osiąga ekstremum, bo jest to zbiór zwarty.

Zwiększając ewentualnie zbiórK, możemy założyć, żewartości f na brzegu
K są mniejsze niż ε, skąd wnioskujemy nie tylko, że maksimum funkcji f jest
osiągane na zbiorze K, ale konkretnie we wnętrzu tego zbioru (to znaczy: nie
na brzegu). To gwarantuje, że w punkcie, w którym osiągane jest ekstremum
spełniony jest warunek konieczny z twierdzenia Lagrange’a.

Wystarczy zatem znaleźć ekstremum f wewnątrz zbioru K posługując się
twierdzeniem Lagrange’a.

Niech F1(x, y, z) = x− z2, zaś F2(x, y, z) = y − z2.Mamy wówczas:

∇f = λ1∇F1 + λ2∇F2.

Przyjmując oznaczeniaλ1 = λ, λ2 = µ otrzymujemynastępujący układ rów-
nań:
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e−z
2

= 2xλ

e−z
2

= 2yλ

−2ze−z2(x+ y) = −λ− µ.

Wynika stąd równość

−2ze−z2(x+ y) = −e
−z2

2x
− e−z

2

2y
.

Skoro e−z2 jest wielkością nieujemną, możemy podzielić przez nią stronami
i pomnożyć przez 2x, 2y.Mamy wówczas:

8z(x+ y)xy = 2y + 2x

Jeśli (x + y) = 0, to funkcja f przyjmuje wartość 0, więc w takim punkcie
nie jest osiągane maksimum. Możemy więc założyć, ze (x + y) 6= 0 i podzielić
równanie przez (x+ y). Otrzymujemy:

8zxy = 2.

Zatem, skoro na zbiorze γ zachodzą równości x = z2, y = z2:

z5 =
1

4
.

Co oznacza, że z = 2−
2
5 i pozwala wyliczyć maksimum funkcji f , które

wynosi:

e−z
2

(x+ y) = e−2
−4/5

21−
2
5 .

W niektórych wypadkach, mogą wystąpić dalsze komplikacje. Możemy na
przykład szukać ekstremów funkcji na zbiorze A, gdy:

• A nie jest ograniczony, a brzegA jest rozmaitością niezwartą (na przykład
A jest półpłaszczyzną). W takim wypadku możemy najpierw ograniczyć
poszukiwania ekstremum do pewnego zwartego podzbioru A, a następ-
nie szukać kandydatów ekstremum osobno we wnętrzu, sprawdzając,
gdzie zeruje się gradient, i na brzegu, za pomocą twierdzenia Lagrange’a.
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• A jest podzbiorem rozmaitości, którego brzeg jest rozmaitością niższe-
go wymiaru. Na przykład Amoże być odcinkiem krzywej ograniczonym
dwoma punktami lub półsferą. W takim wypadku szukamy ekstremum
osobno we wnętrzu i na brzeguA, w obu wypadkach korzystając z twier-
dzenia Lagrange’a.

• Brzeg A jest sumą kilku rozmaitości, np. A jest kwadratem na płaszczyź-
nie. W takimwypadku, wystraczy osobno szukać kandydatów na ekstre-
mumwe wnętrzu i na wszystkich składowych brzegu, które są rozmaito-
ściami: na przykład na bokach i wierzchołkach kwadratu.

• A nie jest zbiorem zwartym, a my szukamy minimum funkcji. Wówczas
należy znaleźć zbiór zwarty K, poza którym poszukiwane wartości są
większe od pewnego ustalonegoM , przy czym dla pewnego p ∈ A war-
tość f(p) < M.

Oczywiście, mogą też zajść kompletnie inne, i o wiele bardziej skompliko-
wane sytuacje, więc powyższe wyliczenie ma tak naprawdę służyć tylko jako
ilustracja.

Zadania

Zadanie 76. Znajdź ekstrema funkcji f : R2 → R, takiej że f(x, y) = x3 + 2xy2

na zbiorze S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}.

Zadanie 77. Znajdź ekstrema funkcji f : R2 → R danej wzorem f(x, y) =

x2ex+y na dysku D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}.

Zadanie 78. Znajdź maksimum funkcji f : R2 → R danej wzorem f(x, y) =

x+ y na elipsie E = {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2y2 = 5}.

Zadanie 79. Znajdź minimum funkcji f : R3 → R danej wzorem f(x, y, z) =

ez
2−1(x+ y) na paraboloidzieM = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = z}.

Zadanie 80. Znajdź minimum funkcji f : R3 → R danej wzorem f(x, y, z) =

x + y + z na odcinku spirali γ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 = 1, x = cos z, z ∈
[−π2 ,

π
2 ]}.

7 Całki funkcji wielu zmiennych

Zajęcia 5.IV

Zaczynamy zupełnie nowy temat: całkowanie funkcji wielu zmiennych. Nieste-
ty inaczej niż przy omawianiu pochodnych i różniczek funkcji wielu zmiennych
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nie będziemyw stanie zachować zadowalającego poziomu ścisłości nawet przy
formułowaniu definicji.

Postarajmy się wytłumaczyć na czym intuicyjnie polega całkowanie funk-
cji wielu zmiennych. Dla uproszczenia rozważań będziemy mówili o całce z
funkcji f : R2 → R.W ogólności będziemy się starali mówić o całkach funkcji
Rn → R, to znaczy będziemy rozważali cały czas funkcje o wartościach rzeczy-
wistych.

Przypuśćmywięc, że dany jest „porządny” zbiórA ⊆ R2, na przykład zbiór
ograniczony wykresami skończenie wielu funkcji g1, . . . , gk : R→ R (z których
niektóre są funkcjami zmiennej x, a niektóre zmiennej y). Niech f : A → R
będzie funkcją określoną na tym zbiorze.

Rozważmy zbiór A′ ⊇ A, który jest sumą bardzo małych prostokątów do-
mkniętych, takich że przecięcie dowolnych dwóch spośród nich jest zawarte w
ich krawędziach. Zakładamy ponadto, że żaden z prostokątów, których sumą
jest A′ nie jest rozłączny z A. Każdy z prostokątów P jest zbiorem zwartym,
więc jeśli P ⊆ A, to funkcja f osiąga na P minimum. Możemy w naturalny
sposób zdefiniować pole prostokąta. Niech fP będzie liczbą rzeczywistą zde-
finiowaną jako iloczyn minimum funkcji f na P z polem prostokąta P . Niech
S(A′) będzie sumą fP przebiegajacą po wszystkich P , którymi połużyliśmy się
do zdefiniowania zbioru A′.

Możemy sobie wyobrazić, że jeśli zbiór A′ będzie odpowiednio dokładnie
przybliżał zbiórA, to sumy S(A′) powinny zbiegać do pewnej wartości S.War-
tość tę definiujemy jako całkę z funkcji f po zbiorze A i oznaczamy∫

A

fdxdy.

Ścisłe wypowiedzenie, co to dokładnie znaczy, że zbiór A jest porządny, co
właściwie zakładamy o funkcji f i co mamy na myśli, gdy mówimy, że A′ od-
powiednio dokładnie przybliża A, wykracza znacznie poza zakres obecnego
kursu, więc nie będziemy ściśle objaśniać tych kwestii.

W praktyce przy obliczaniu całek funkcji wielu zmiennych możemy posłu-
żyć się dwoma twierdzeniami, które pozwalają sprowadzić problem do obli-
czania całek jednowymiarowych. To, jak dokładnie zastosować oba twierdzenia
wymaga często pewnej finezji i rozważań geometrycznych.

Twierdzenie 183 (Fubiniego). Jeśli
∫
Rn fdx1 . . . dxkdyk+1 . . . dyn istnieje i jest skoń-

czona, to

∫
Rn
fdx1 . . . dxkdyk+1 . . . dyn =

∫
Rn−k

(∫
Rk
fdx1 . . . dxk

)
dyk+1 . . . dyn

=

∫
Rk

(∫
Rn−k

fdyk+1 . . . dyn

)
dx1 . . . dxk.
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Mimo, że może wyglądać dość strasznie, powyższe twierdzenie jest bardzo
łatwe w zastosowaniu. Znaczy ono tyle, ze całkę wielu zmiennych określoną na
Rn można liczyć całkując wszystko „zmienna po zmiennej”, resztę zmiennych
traktując jako parametry. Co więcej, uzyskany wynik nie zależy od kolejności
obliczania całek.

Założenie, że dziedziną f jestRn też nie ogranicza nas tak bardzo, jakmożna
by sądzić. Zamiast rozważać funkcję f określoną na zbiorzeAmożemy bowiem
rozważać funkcję f ′, która jest zdefiniona jako f na zbiorze A i jest stale równa
zero poza tym zbiorem. Rozważmy to na przykładach.

Przykład 184. Niech I = [0, 1] ⊂ R.Wówczas I2 ⊂ R2 jest kwadratem o wierz-
chołkach (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1).Niech f : R2 → R będzie zdefiniowana wzo-
rem

f(x, y) = xy.

Obliczymy całkę z f na I2, czyli

∫
I2
xy dxdy.

Zgodnie z twierdzeniem Fubiniego powyższa całka jest równa:

∫ 1

0

(∫ 1

0

xy dx

)
dy.

Mamy

∫
xy dx =

1

2
x2y.

Czyli ∫ 1

0

xy dx =
1

2
y.

Zatem ∫
I2
xy dxdy =

∫ 1

0

y

2
dy.

Łatwo ustalamy, że powyższa całka jest równa 1
4 .

Przykład 185. Spróbujmy skorzystać z Twierdzenia Fubiniego, żeby obliczyć
całkę po nieco bardziej skomplikowanym obszarze.

Niech T będzie trójątem w R2 o wierzchołkach (0, 0), (2, 1), (2, 2).

Obliczymy całkę po T z funkcji f : R2 → R danej wzorem f(x, y) = x2 + y.

Zgodnie z Twierdzeniem Fubiniego mamy:
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∫
T

x2 + y dxdy =

∫ 2

0

(∫ x

1
2x

x2 + y dy

)
dx.

Wiemy, że:

∫
x2 + y dy = x2y +

1

2
y.

Zatem

∫ x

1
2x

x2 + y dy =
(
x2 · x+ x

)
−
(
x2

1

2
x+

1

2
x
)

=
1

2
x3 +

1

2
x

Mamy więc

∫
T

x2 + y dxdy =

∫ 2

0

1

2
x3 +

1

2
x dx.

Skoro

∫
1

2
x3 +

1

2
x dx =

1

8
x4 +

1

4
x2.

Czyli

∫ 2

0

1

2
x3 +

1

2
x dx = 2 + 1 = 3.

Twierdzenie Fubiniego pozwola w wielu przypadkach sprowadzić oblicza-
nie całe wielowymiarowych do obliczania całek jednowymiarowych. Kolejne
twierdzenie pozwala sprowadzićwwielu przypadkach obliczanie całek podość
skomplikowanych zbiorach, do obliczania całek po zbiorach znacznie prost-
szych, a w związku z tym na stosowanie twierdzenia Fubiniego.

Twierdzenie 186 (o zamianie zmiennych). NiechA będzie zbiorem otwartymwRn

i niech φ : A → φ(A) ⊆ Rn będzie dyfeomorfizmem klasy C1 (to znaczy, odwzoro-
waniem różnowartościowym, które ma ciągłe pochodne cząstkowe takim że φ−1 też ma
ciągłe pochodne cząstkowe). Wówczas∫

φ(A)

f dx1 . . . dxn =

∫
A

f ◦ φ|detDφ| dx1 . . . dxn.
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Powyższe twierdzenie stanowi uogólnienie o całkowaniu przez podstawie-
nie w wypadku całek oznaczonych. Postarajmy się nakreślić nie do końca od-
powiedni przykład intuicyjnie objaśniający powyższe twierdzenie. Powiedz-
my, że znamy gęstość powietrza w ziemkiej atmosferze daną funkcją f i chce-
my obliczyć jego całkowitą masę, to znaczy scałkować f po zbiorze w kształcie
„pogrubionej” sfery (czyli kuli otwartej, od której odejmujemy mniejszą kulę
otwartą). Powiedzmy, że widzimy mapę Ziemi z naniesionymi wartościami gę-
stości powietrza.MapaZiemi to pewien prostokątwraz z odwzorowaniemmię-
dzy tym prostokątem a sferą, które jest różnowartościowe poza pewnym ma-
łym zbiorem (na przykład poza południkiem zerowym, bo tam szerokość i dłu-
gość geograficzna nie definiują jednoznacznie jednego punktu na powierzchni
Ziemi). Policzenie całki z gęstości powietrza, tak jak zostało ono odwzorowa-
ne na mapie, dałoby zafałszowany wynik, bo powierzchnia Ziemi jest na ogół
znacznie większa niż powierzchnia mapy. Co gorsza dwa obszary, które ma-
ją tę samąwielkość na mapie, mogą odpowiadać obszarom różnej wielkości na
Ziemi. Aby całkować pewną funkcję po powierzchni Ziemi, obliczając jej całkę
po mapie, trzeba uwzględnić te różnice skali. Czynnikiem odpowiadającym za
rożnice skali jest właśnie |detDφ|.

Zilustrujemy twierdzenie o zamianie zmiennych ważnym przykładem. Po-
przedźmy przykład nie mniej ważną uwagą, której nie formułujemy jako twier-
dzenie, bo nie zdefiniowaliśmy ściśle występujących w nim pojęć.

Uwaga 187. Dla dowolnego zbioru otwartego A ⊆ R3 objętość A jest równa

∫
A

1 dxdydz.

Podobnie dla dowolnego zbioru otwartego A ⊆ R2 objętość A jest równa

∫
A

1 dxdy.

Przykład 188. Wyprowadzimy wzór na pole koła o promieniu r. Koło otwarte
o promieniu r i środku w punkcie (0, 0) z wyjętym odcinkiem łączącym punkt
(0, 0) z punktem (1, 0) można przedstawić jako obraz zbioru (0, r)×(0, 2π) przy
odwzorowaniu φ danym wzorem

φ(ρ, α) = (ρ cosφ, ρ sinφ).

Różniczkę tego odwzorowania badaliśmy już w Przykładzie 150. Macierz
tej różniczki w bazie standardowej to

(
cosα −ρ sinα

sinα ρ cosα

)
.
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Zatem wyznacznik tej macierzy w punkcie φ(ρ, α) to ρ.

Wmiarę łatwomożna uwierzyć, że pole kołaK jest takie samo, jak pole koła
K z wyjętym jednym odcinkiem. Zatem zgodnie z Twierdzeniem o zamianie
zmiennych mamy

∫
K

1 dxdy =

∫
φ((0,r)×(0,2π))

1 dxdy

=

∫
(0,r)×(0,2π)

ρdρdα.

Korzystając z twierdzenia Fubiniego stwierdzamy, że ostatnia całka wynosi

∫ r

0

2πρdρ.

Czyli 1
2r

22π = πr2. Otrzymany wynik oczywiście nie powinien być dla nas
zaskoczeniem.

Zadania

Zadanie 81. Oblicz całkę z funkcji f(x, y) = x+ 2xy po zbiorze [0, 1]× [0, 1] ⊂
R2.

Zadanie 82. Oblicz całkę z funkcji f(x, y, z) = x2 + xy + 3yz po kostce [0, 1]×
[0, 1]× [0, 1] ⊂ R3.

Zadanie 83. Oblicz całkę z funkcji f(x, y) = x2+y2 po trójkącie owierzchołkach
(0, 0), (1, 1), (1, 2).

Zadanie 84. Oblicz całkę z funkcji f(x, y) = x2 +y2 po kole otwartym o środku
w (0, 0) i promieniu r.

Zadanie 85. Wyznacz pole elipsy danej równaniem ax2 + by2 = 1.

∗Zadanie 86. Wyznacz objętość pełnego torusa obrotowego, czyli zbioru

T = {(cosφ(R+ρ cos θ), sinφ(R+ρ cos θ), ρ sin θ) | φ, θ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0, r], gdzie r<R}}.

∗Zadanie 87. Oblicz długość odcinka paraboli o równaniu y = x2 dla x ∈ [0, 1].

Zajęcia 18.IV

W tej części notatek nie wprowadzimy żadnych nowych pojęć ani twierdzeń.
Pokażemy jednak kilka przykładów obliczania całek wielowymiarowych, aby
łatwiej można było opanować ten materiał.
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Przykład 189. Obliczymy całkę po zbiorze A z funkcji f : R2 → R danej wzo-
rem

f(x, y) = 2xy + y2,

gdzie A jest zbiorem ograniczonym parabolami o równaniu y = 2x2, y = −2x2

prostą o równaniu x = 0 oraz prostą o równaniu x = 2.

Na mocy Twierdzenia Fubiniego mamy

∫
A

fdxdy =

∫ 2

0

∫ 2x2

−2x2

2xy + y2 dydx.

Łatwo stwierdzamy, że

∫
2xy + y2 dy = xy2 +

1

3
y3.

Mamy więc

∫ 2x2

−2x2

2xy + y2 dy = x(2x)2 +
1

3
(2x2)3 − x(−2x)2 +

1

3
(−2x2)3 =

16

3
x6.

Łatwo obliczamy:

∫ 2

0

16

3
x6 dx =

16

21
27.

Czyli

∫
A

f dxdy =
16

21
27.

Przykład 190. Znajdziemy całkę z funkcji f : R3 → R danej wzorem

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

na kuli B = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1}.

Rozważmy parametryzację g : (0, 1)× (0, 2π)× (−π/2, π/2)→ B daną wzo-
rem

g(r, θ, φ) = (r cosφ cos θ, r cosφ sin θ, r sinφ).

Gdyprzedstawiamypunkty (x, y, z) ∈ R3 za pomocą powyższej parametry-
zacji mówimy niekiedy, że posługujemy się zmiennymi sferycznymi. Funkcja
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g nie jest surjekcją naB, ale jest jasne, że zbiór punktów, które nie leżąw obrazie
g ma objętość zero, można go więc pominąć przy całkowaniu.

Obliczamy różniczkę parametryzacji g:

Dg =

 cosφ cos θ −r cosφ sin θ −r sinφ cos θ

cosφ sin θ r cosφ cos θ −r sinφ sin θ

sinφ 0 r cosφ

 .

Wyznacznik różniczki wynosi r2 cosφ. Zatem na mocy Twierdzenia o za-
mianie zmiennych mamy:

∫
B

fdxdydz =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫
−π/2,π/2

r2(r2 cosφ) dφ

)
dθ

)
dr.

Czynnik r2 to po prostu nasza funkcja x2 + y2 + z2 wyrażona w zmien-
nych sferycznych, a wartość bezwzględną przy r2 cosφ pomijamy, bo dla φ ∈
(−π/2, π/2) kosinus przyjmuje wartości dodatnie.

Wiemy, że:

∫ π/2

−π/2
cosφdφ = sin(π/2)− sin(−π/2) = 2.

Mamy zatem:

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫
−π/2,π/2

r2(r2 cosφ) dφ

)
dθ

)
dr =

∫ 1

0

r2r22π2 dr.

Łatwo obliczamy, że:

∫ 1

0

r2r22π2 dr =

∫ 1

0

4πr4 dr =
4

5
π,

co jest szukaną wartością całki.

Przykład 191. Znajdziemy całkę po tym samym zbiorze B = {(x, y, z) ∈ R3 |
x2 + y2 + z2 ≤ 1} z funkcji danej wzorem f(x, y, z) = z + 1.

Znów wyrazimy naszą całkę w zmiennych sferycznych. Tym razem naszą
funkcję wyrazimy w tych współrzędnych:

z = r sinφ+ 1.

Mamy więc:
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∫
B

zdxdydz =

∫
B

fdxdydz =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫
−π/2,π/2

(r sinφ+ 1)(r2 cosφ) dφ

)
dθ

)
dr.

Tym razem policzymy najpierw całkę:

∫ π/2

−π/2
r3 sinφ cosφ+ r2 cosφ dφ.

Zauważmy jednak, że cosφ sinφ = 1
2 sin 2φ, jest to więc funkcja nieparzysta,

a zatem jej całka oznaczona na przedziale (−π/2, π/2) musi wynosić zero, gdyż
przedział ten jest symetryczny wobec zera. Wystarczy więc policzyć:

∫ π/2

−π/2
r2 cosφ dφ = 2r2.

Ostatecznie stwierdzamy, że

∫
B

fdxdydz =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫
−π/2,π/2

(r sinφ+ 1)(r2 cosφ) dφ

)
dθ

)
dr =

∫ 1

0

4πr2dr =
4

3
π.

Obliczona wartość to objętość kuli o promieniu 1. zauważmy, że mogliśmy
to stwierdzić już na samym początku, nie licząc w zasadzie niczego. Mamy bo-
wiem

∫
B

z dxdydz = 0,

gdyż z jest funkcją nieparzystą względem zmiennej z, a B jest zbiorem syme-
trycznymwzględem płaszczyzny rozpiętej przez osieOX,OY.Wynika stąd, że

∫
B

z + 1 dxdydz =

∫
B

1 dxdydz.

Wartość ostatniej całki jest zaś równa objętości zbioru B.

Przedstawimy jeszcze jeden ważny przykład zamiany zmiennych. Tym ra-
zem opiszemy tak zwane współrzędne cylindryczne.

Przykład 192. Obliczymy całkę z funkcji f : R3 → R danej wzorem

f(x, y, z) = ez

po zbiorze A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ z, z ≤ 1}.
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Tym razem parametryzacja zbioru A będzie dana funkcją g : (0,+∞) ×
(0, 2π)× R→ R3 zdefiniowaną wzorem

g(r, φ, z) = (r cosφ, r sinφ, z).

Różniczka tej funkcji ma następującą postać:

Dg =

 cosφ −r sinφ 0

sinφ r cosφ 0

0 0 1

 .

Łatwo stwierdzamy, że jej wyznacznikwynosi r.Mamywięc namocy Twier-
dzenia o zamianie zmiennych oraz Twierdzenia Fubiniego (x2 + y2 ≤ z, a więc
r ≤
√
z, stąd też ograniczenie w wewnętrznej całce):

∫
A

fdxdydz =

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫ √z
0

ezr dr

)
dφ

)
dz.

Mamy:

∫ √z
0

r dr =
1

2
(
√
z
2
) =

1

2
z.

Wynika stąd, że

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(∫ √z
0

ezr dr

)
dφ

)
dz =

∫ 1

0

2π
1

2
zezdz.

Na mocy Twierdzenia o całkowaniu przez części mamy:

∫
zez = zez − ez,

zatem

∫ 1

0

2π
1

2
zezdz = πe1 − πe1 − (0− πe0) = π.

Zatem wartość całki z funkcji f po zbiorze Awynosi π.
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Zadania

Zadanie 88. Znajdź wartości następujących całek (jednej zmiennej rzeczywi-
stej).

1.
∫ π
0
ex sinx dx.

2.
∫ 1

0
x2 + 3x dx.

3.
∫ e
1

lnx dx.

4.
∫ 1

0

√
1− x2 dx.

5.
∫ π/2
0

cosx sinxecos x dx.

6.
∫ π/2
0

x cosx dx.

7.
∫ 1

0
xe4x

2

dx.

Zadanie 89. Oblicz całkę z funkcji f : R2 → R danej wzorem f(x, y) = x2+2xy.

po zbiorze A, gdzie A jest ograniczony prostymi o równaniu x = 0, x = 3, y =

9x oraz parabolą o równaniu y = x2.

Zadanie 90. Oblicz całkę z funkcji f : R3 → R danej wzorem f(x, y, z) =

z−1e−z po zbiorze A (wypełnionym stożku) danym wzorem

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ z2 ∧ z ∈ [0, 1]}.

Zadanie 91. Oblicz całkę z funkcji f : R3 → R danej wzorem f(x, y, z) = (x2 +

y2)z po walcu A opisanym równaniami

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 4 ∧ z ∈ [0, 3]}.

Zajęcia 25. IV

Przypomnijmy jednoważne pojęcie z analizy funkcji jednej zmiennej: całkę nie-
właściwą. Niech f : R→ R będzie taką funkcją, że wyrażenia

∫ M

a

f(x) dx

zbiegają do skończonej granicy przy M dażącym do nieskończoności. W
takim wypadku granicę tę nazywamy całką niewłaściwą i oznaczamy

∫ +∞

a

f(x) dx.
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Niech f : [a, b)→ R. Jeśli wyrażenia

∫ b−ε

a

f(x) dx

mają skończoną granicę przy ε dążącym do zera, to granicę tę również na-
zywamy całką niewłaściwą i oznaczamy:

∫ b

a

f(x) dx.

Podobnie możemy zdefiniować całki niewłaściwe w wypadku, gdy dolna
granica całkowania nie leży w dziedzinie funkcji (na przykład gdy całkujemy
od minus nieskończoności). W wypadku jednak, gdy f : R→ R, to wyrażenie∫ +∞

−∞
f(x) dx

traktujemy jako skrót

∫ 0

−∞
f(x) dx+

∫ +∞

0

f(x) dx.

Innymi słowy: najpierw ustalamy punkt w dziedzinie funkcji, przechodzi-
my do nieskończoności z jedną granicą całkowania, a następnie z drugą granicą
całkowania. Podkreślmy więc, że na ogół:

∫ +∞

−∞
f(x) dx 6= lim

M→∞

∫ M

−M
f(x) dx.

Gdyby zachodziła powyższa równość, to np. mielibyśmy
∫ +∞
−∞ x dx = 0,

co powinno być niepokojącym wynikiem już choćby dlatego, że całka z funkcji
x−a, której wykres stanowi po prostu przesunięciewykresu funkcji xwzdłuż osi
OXmiałaby innąwartość, więc przesuwaniewykresu funkcji mogłoby zmienić
pole pod nim.

Zobaczmy teraz kilka przykładów obliczenia całek niewłaściwych.

Przykład 193. Znajdziemy ∫ ∞
0

e−x dx.

Łatwo stwierdzamy, że

∫ M

0

e−x dx = e0 − e−M = 1− e−M .

Przy przejściu M → ∞ wyrażenie e−M dąży do nieskończoności. Stwier-
dzamy zatem, że ∫ ∞

0

f(x) dx = 1.
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Przykład 194. Obliczmy ∫ ∞
1

x−2 dx.

Mamy ∫ M

1

x−2 dx = 1− 1

M
.

Przy przejściuM →∞ dostajemy

∫ ∞
1

x−2 dx = 1.

Jak widać z powyższych przykladów, obliczanie całek niewłaściwych cze-
sto nie stanowi istotnie większego problemu niż obliczanie całek oznaczonych
(nieraz bywa to wręcz łatwiejsze). Policzymy teraz ważną całkę niewłaściwą,
którą wprowadzono już w ramach kursu statystyki.

Przykład 195. Obliczymy ∫ +∞

−∞
e−x

2

,

czyli pole powierzchni pod krzywą dzwonową. Na poczatek musimy uświa-
domić sobie, że funkcja pierwotna funkcji e−x2 nie jest funkcją elementarną,
to znaczy nie da się wyrazić za pomocą składania, odwracania i operacji aryt-
metycznych przy użyciu wielomianów, funkcji trygonometrycznych i funkcji
wykładniczej.

Rozważmy dwuwymiarowy odpowiednik badanej całki. Z Twierdzenia Fu-
biniego wynika, że

∫
R2

e−x
2−y2 dxdy =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−x

2−y2 dxdy

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−x

2

e−y
2

dxdy

=

∫ +∞

−∞
e−y

2

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)
dy

=

(∫ +∞

−∞
e−y

2

dy

)(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)
.

Rzecz jasna wartości obu całek w ostatniej równości są takie same. Wynika
stąd, że

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =

√∫
R2

e−x2−y2 dxdy.
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Okazuje się, że policzenie całki dwuwymiarowej jest istotnie łatwiejsze niż
znalezienia wartości wyrażenia, od którego zaczęliśmy. Rozważmy podstawie-
nie g : (0, 2π)× (0,+∞)→ R2 daną wzorem

g(r, φ) = (r cosφ, r sinφ)

(gdy stosujemy opisane wyżej podstawienie, mówimy, że wyrażamy naszą
całkę we współrzędnych biegunowych). Mamy

detDg = det

(
cosφ −r sinφ

sinφ r cosφ

)
.

Łatwo sprawdzamy, że wartość ostatniego wyrażenia wynosi r. Obrazem
funkcji g jest płaszczyzna R2 bez jednej półprostej y = 0, x ≥ 0. Usunięcie tego
zbioru nie zmienia wartości całki funkcji po całej powierzchni. Mamy zatem,
na mocy Twierdzenia o zamianie zmiennych∫

R2

e−x
2−y2 dxdy =

∫ 2π

0

∫ +∞

0

e−r
2 cos2 φ−r2 sin2 φr drdφ.

Ostatnią całkę możemy przepisać w prostszej postaci∫ 2π

0

∫ +∞

0

e−r
2

r drdφ.

Funkcję pierwotną funkcji re−r2 już jak najbardziej jesteśmy w stanie obli-
czyć. Mamy: ∫

re−r
2

dr = −1

2
e−r

2

.

Mamy więc ∫ ∞
0

re−r
2

dr =
1

2
.

Wynika stąd, że ∫ 2π

0

∫ +∞

0

e−r
2

r drdφ =

∫ 2π

0

1

2
= π.

Czyli ∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π.

Łatwo możemy na tej podstawie stwierdzić, że∫ +∞

−∞
e−

1
2x

2

dx =
√

2π.

Co wyjaśnia pochodzenie czynnika 1√
2π

w gęstości rozkładu normalnego i
pokazuje, jak wiele ładu i harmonii jest w badanych przez nas zagadnieniach.

107



Zadania

Zadanie 92. Oblicz wartości następujących całek

1.
∫ 1

0
1√
x
.

2.
∫ 1

0
lnx dx. (W tym zadaniu być może warto przypomnieć sobie twierdze-

nie de l’Hospitala).

3.
∫ +∞
0

x−3 dx.

∗Zadanie 93. Udowodnij, że szereg harmoniczny

+∞∑
n=1

1

n

jest rozbieżny.

Zadanie 94. Niech
Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

Udowodnij, że Γ(1) oraz dla dowolnego xmamy:

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Zauważ, że dla n > 0 naturalnych wynika stąd równość

Γ(n+ 1) = n!.

Zadumaj się nad tym faktem.

Zadanie 95. Oblicz całkę z funkcji f : R3 \ {(0, 0, 0)} danej wzorem f(x, y, z) =
1√

x2+y2+z2
po zbiorze B(0, 1) \ {(0, 0, 0)} (czyli po kuli jednostkowej bez po-

czątku układu współrzędnych).

Zadanie 96. Oblicz całkę z funkcji f : R3 → R danej wzorem

f(x, y, z) = e−z

po zbiorze A opisanym równaniami

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0}.
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Zadanie 97. Znajdź całkę z funkcji f : R2 → R danej wzorem

f(x, y) = x2

po zbiorze
A = {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ∈ [−e−x, e−x]}.

Zadanie 98. Oblicz całkę z funkcji f : R3 \ {(x, y, z) ∈ R3 | z = 0} danej
wzorem

f(x, y, z) = z−4

Po zbiorze

A = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ z}

8 Wielomiany Taylora i rozwijanie funkcji w szereg

Zajęcia 09.05 i 16.05

Wprowadzimy dzisiaj jedną z najważniejszychwłasności funkcji różniczkowal-
nych: uzasadnimy, że funkcje, które są odpowiednio wiele razy różniczkowalne
można przybliżać odpowiednio dobrze wielomianami. Uściślijmy najpierw co to
znaczy "wiele razy różniczkowalne". Na zajęciach z WdM II zostało wprowa-
dzone pojęcie drugiej pochodnej: jeśli funkcja pochodna funkcji f jest funkcją
różniczkowalną, to druga pochodna funkcji f to po prostu pochodna pochod-
nej funkcji f . W ogólności n−tą pochodną funkcji f definiujemy indukcyjnie
następująco:

Definicja 196. Niech f : A→ R. Przypuśćmy, że istnieje n−ta funkcja pochod-
na funkcji f i jest ona różniczkowalna w punkcie x0 ∈ A. Oznaczmy tę n−tą
pochodną przez f (n). Wtedy n + 1-a pochodna f w punkcie x0 to (f (n))′(x0).
Jeśli f (n) jest różniczkowalna na całym A, to n+ 1-ą funkcją pochodną f nazy-
wamy funkcję

fn+1 : A → R

x 7→ (f (n))′(x)

Przykład 197. Obliczmy wzorów na n−te pochodne znanych funkcji (exp(x)

to inny zapis ex)

exp(n)(x) = exp(x)

sin(n)(x) =

{
(−1)

n
2 sin(x) jeśli 2|n

(−1)
n+1
2 +1 cos(x) w p.p.
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Zadanie 99. Wypisz wzory na n−te pochodne dla funkcji cos(x), ln(x), tg(x).

Przyjrzyjmy się teraz bardzo szczególnej sytuacji: niech f : R → R będzie
wielomianem n−ego stopnia, tzn.

f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0

dla pewnych ai ∈ R. Wtedy dla k ≤ n (wzór sprawdzamy przez indukcję po k)

f (k)(0) = k!ak

a zatem
ak =

f (k)(0)

k!

Stąd f(x) można zapisać za pomocą pochodnych

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + . . .+

f (n)(0)

n!
xn

Okzauje się, że z dokładnością do kontrolowalnego błęduwzór ten jest popraw-
ny także dla funkcji n-krotnie różniczkowalnych. Mówi o tym poniższe twier-
dzenie, kluczowe dla niniejszego rozdziału

Twierdzenie 198 (WzórMaclaurina). NiechA ⊆ R będzie przedziałem i f : A→ R
ma n funkcji pochodnych na A i n+ 1-ą w punkcie 0 ∈ A. Wtedy

f(x) = f(0) +

n+1∑
i=1

f (i)(0)

i!
xi + rn+1(x)

gdzie r(x) spełnia warunek

lim
x→0

rn+1(x)

xn+1
= 0 (8)

Warunek (8) można czytać: blisko 0 wielomian f(0) +
∑n
i=1

f(i)(0)
i! xi dobrze

przybliża wartość f(x). Dla dostatecznie małego δ > 0 błąd r(x) jest co do mo-
dułu ograniczony przez δn+1 (co dlamałych δ, oznacza bardzomało). Cowięcej
- r(x) zbiega do 0 szybciej niż xn+1. Zobaczmy jak twierdzenie 198 uogólnia się
na otoczenie dowolnego punktu:

Twierdzenie 199 (Wzór Taylora). Niech A ⊆ R będzie przedziałem i f : A → R
ma n funkcji pochodnych na A i n+ 1-ą w punkcie x0 ∈ A. Wtedy

f(x) = f(x0) +

n+1∑
i=1

f (i)(x0)

i!
(x− x0)i + r(x)

gdzie r(x) spełnia warunek

lim
x→x0

r(x)

(x− x0)n+1
= 0 (9)
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Wprowadźmy użyteczną i bardzo wygodną notację: piszemy

f(x) = o(g(x)) dla x→ a

dla skrótu limx→a
f(x)
g(x) = 0. Stąd ostatni warunek w dwóch poprzednich twier-

dzeniach można zapisać
r(x) = o(xn+1)

(o((x − x0)n+1) w drugim wzorze.) Wypiszemy teraz wielomiany Maclaurina
dla kilku dobrze znanych funkcji:

Przykład 200. 1. ex = 1 + x+ 1
2x

2 + 1
3!x

3 + . . .+ 1
n!x

n + o(xn)

2. sin(x) = x− x3

3! + x5

5! − . . .+ (−1)n x2n+1

(2n+1)! + o(x2n+1)

Zadanie 100. Wypisz n−ty wielomian Maclaurina dla cos(x), tg(x), sin(x2),
(1 + x)a (dla a ∈ R \ {0}). Wypisz n−ty wielomian Taylora wokół x0 = 1 dla
ln(x) oraz n−ty wielomian Maclaurina funkcji ln(1 + x), oraz ln(1 + x3).

Przybliżanie funkcji wielomianami Taylora daje nam bardzo użyteczną in-
formację o zachowaniu funkcji w okolicy punktu, wokół którego rozwijamy.
Taka informacja jest bardzo użyteczna np. przy liczeniu granic funkcji:

Przykład 201. Policzmy

lim
x→0

sin(x)− sin(sin(x))

ln(1 + x3)

Z poprzedniego zadania mamy, że ln(1 + y) = y + o(y), stąd dla y = x3 jest

ln(1 + x3) = x3 + o(x3)

Ponadto sin(x) = x− x3

6 + o(x3). Rozwińmy sin(sin(x)) do wyrazów trzecięgo
rzędu:

sin(sin(x)) = sin(x)− sin3(x)

6
+ o(sin3(x))

= x− x3

6
+ o(x3)− x3 − o(x3)

6
+ o(x3)

= x− x3

3
+ o(x3)

Stąd

lim
x→0

sin(x)− sin(sin(x))

ln(1 + x3)
= lim
x→0

x− x3

6 + o(x3)− (x− x3

3 + o(x3))

x3 + o(x3)

= lim
x→0

x3

6 + o(x3)

x3 + o(x3)
=

1

6
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Zadanie 101. Oblicz granice

lim
x→0

sin2(x)

1− cos2(x)

lim
x→0

(arc sin(x)− sin(x))
4
3 ln( 1

cos(x) )

(exp(x− sin(x))− 1)2

O występującym w rozwinięciu Taylora wyrażeniu r(x) możemy powie-
dzieć coś więcej:

Twierdzenie 202 (Wzór Taylora z resztą w postaci Lagrange’a). Niech A ⊆ R
będzie przedziałem, x0 ∈ A i f : A → R ma n + 2 funkcji pochodnych na A. Wtedy
dla dowolnego x istnieje liczba c pomiędzy x0 a x taka, że

f(x) = f(x0) +
n+1∑
i=1

f (i)(x0)

i!
(x− x0)i +

f (n+2)(c)

(n+ 2)!
(x− x0)n+2

Powyższe twierdzenie daje możliwość przybliżania wartości funkcji dosta-
tecznie wiele razy różniczkowalnych za pomocą wielomianów i wygodną kon-
trolę błędu przybliżenia.

Przykład 203. Obliczymy e z dokładnością do trzeciego miejsca po przecinku.
Oczywiście e = e1, zatem rozwijając ex wokół zera wiemy, że istnieje c ∈ (0, 1)

takie, że
e = 1 + 1 +

1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
+
c

7!

Ponieważ c ∈ (0, 1), to c
7! ∈ (0, 1

7! ) ⊆ (0, 1
1000 ). Ponadto suma

1 + 1 +
1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120

wynosi 2, 718, a zatem jest to dobre przybliżenie e z dokładnością do 3 miejsca
po przecinku.

8.1 Funkcje analityczne

Mozna zadać sobie następujące pytanie: jeśli funkcja f w otoczeniu punktu x0
ma pochodne wszystkich rzędów, to czy z tego wynika, że ze wzorem Taylora
można przejść do granicy i napisać

f(x) = f(x0) +

∞∑
i=1

f i(x0)

i!
(x− x0)i

dla dowolnego xw pewnym otoczeniu x0? Odpowiedź na to pytanie jest prze-
cząca o czym świadczy poniższy:
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Przykład 204. Niech f : R→ R będzie zdefiniowana

f(x) =

{
e−

1
x2 dla x>0

0 w p.p.

Sprawdzimy, że f(x) ma w 0 pochodne wszystkich rzędów i dla dowolnego n,
f (n)(0) = 0. Skorzystamy z następującego faktu: dla dowolnego wielomianu
W (t) mamy

lim
x→0+

e−
1
x2W

(
1

x

)
= 0 (10)

Sprawdźmy tę równość: mamy

lim
x→0+

e−
1
x2W

(
1

x

)
= lim
x→0+

W
(
1
x

)
e

1
x2

= lim
t→+∞

W (t)

et2
= 0

W ostatnim kroku skorzystalimy z tego, że funkcja wykładnicza dąży do nie-
skończoności szybciej niż dowolny wielomian. Pokażemy, że dla dowolnego n
f (n)(0) = 0. Sprawdźmy krok bazowy n = 1

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim
x→0

f(x)

x

Rozpatrzmy oddzielnie granicę lewo- i prawostronną. Lewostronna jest oczy-
wista, gdyż dla x ≤ 0 mamy f(x) = 0 stąd granica też jest równa zero. dla
x > 0 mamy f(x) = e−

1
x2 stąd

lim
x→0+

f(x)

x
= lim
x→0+

e−
1
x2 · 1

x
= 0

na mocy (10) dlaW (x) = x. Zauważy jeszcze, że dla x > 0 pochodna f wyraża
się wzorem

f (1)(x) = e−
1
x2 · (−2

1

x3
)

a zatem jest postaci e−
1
x2W ( 1

x ) dlaW (x) = −2x3. Ponadto dla x < 0 pochodna
f jest równa 0, bo tam f jest stała. Dla dowodu indukcyjnego przypuśćmy, że
dla x > 0 fn jest postaci e−

1
x2W ( 1

x ) i dla x < 0 f jest stale równa zero. Wtedy
dla x > 0 mamy

fn+1(x) = (fn)′(x) = (e−
1
x2W

(
1

x

)
)′ = (e−

1
x2 )′W

(
1

x

)
+e−

1
x2W ′

(
1

x

)
·
(
− 1

x2

)
=

= e−
1
x2

(
−2

1

x3

)
W

(
1

x

)
+ e−

1
x2W ′

(
1

x

)
·
(
− 1

x2

)
=

= e−
1
x2

((
−2

1

x3

)
W

(
1

x

)
+W ′

(
1

x

)
·
(
− 1

x2

))
Zatem fn+1 też jest postaci e−

1
x2W ( 1

x ) dla x > 0 (napisy może nie wyglądają
bardzo przyjemnie, ale używamy tylko wzoru na pochodną iloczynu i pochod-
ną złożenia). Sprawdźmy, że istnieje pochodna fn+1(0) i, że jest równa 0. Ro-
zumując analogicznie jak w dowodzie kroku bazowego wystarczy sprawdzić
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granicę prawostronną

lim
x→0+

fn(x)

x

Namocy założenia indukcyjnegomamy jednak fn(x) = e−
1
x2W ( 1

x ) dla pewne-
go wielomianuW (x) stąd możemy jeszcze raz skorzystać z faktu (10). Dowód
jest zakończony - f nie może w żadnym otoczeniu 0 być sumą swojego szeregu
Taylora, gdyż wtedy w pewnym otoczeniu 0 musiałaby być stale równa 0 (bo
znikają jej wszystkie pochodne). Ta funkcja jednak dla x > 0 jest dodatnia.

Wprowadźmy dwie definicje (niech A będzie otwartym przedziałem (wła-
ściwym lub nieskończonym))

Definicja 205. Funkcja f : A → R jest gładka wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego n istnieje jej n-ta pochodna na A.

Definicja 206. Funkcja f : A→ R jest analityczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego x0 ∈ A istnieje δ > 0 taka, że dla dowolnego x, jeśli x ∈ (x0−δ, x0 +

δ), to

f(x) = f(x0) +

∞∑
i=1

f (i)(x0)

i!
(x− x0)i

Oczywiście każda funkcja analityczna jest gładka. Powyzszy przykład po-
kazuje jednak, ze odwrotna inkluzja nie zachodzi. Na koniec podamy jeszcze
twierdzenie pozwalające badać kiedy dana funkcja jest sumą swojego szeregu
Taylora wokół 0 (bez straty ogólności):

Twierdzenie 207. Niech R ∈ R+, f : (−R,R)→ R będzie gładka. Wtedy następu-
jące warunki są równoważne

1. f(x) = f(0) +
∑∞
i=1

f(i)(0)
i! (x)i dla dowolnego x ∈ (−R,R).

2. dla dowolnego x ∈ (−R,R), limn→∞ rn(x) = 0, gdzie rn(x) to reszta ze wzoru
(8).

Wniosek 208. Niech R i f będą jak w powyższym twierdzeniu. Jeśli dla dowolnego
x ∈ (−R,R) i dowolnego c ∈ (0, x) (lub (x, 0) jeśli x < 0)

lim
n→∞

f (n)(c)

n!
xn = 0

to f jest sumą swojego szeregu Taylora wokół 0 dla dowolnego x ∈ (−R,R).

Łatwo stąd np. pokazać, że ex jest sumą swojego szeregu Taylora wokół zera
na całym R.
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Zadania

Zadanie 102. Wypisz n−ty wielomian Taylora wokół 0 funkcji sin(x) cos(x),
3ex, ex − 1, 1

1−x .

Zadanie 103. Obliczyć sin(1), ln(2), π, eπ , tg(1) z dokładnością do trzeciego
miejsca po przecinku.

Zadanie 104. Udowodnij, że sin, cos, ex są sumami swojego szeregu Taylora
wokół 0 na R. Udowodnij, że sin(x2), e3x są sumamu swojego szeregu Taylora
wokół 0 na R. Udowodnij, że 1

1−x jest sumą swojego szeregu Taylora wokół 0

dla |x| < 1.

9 Równania Różniczkowe Zwyczajne

Teoria i przykłady

Zacznijmy od prostego przykładu: znaleźć funkcję różniczkowalną f : A→ R,
gdzie A to pewien przedział otwarty, taką, że na A spełnione jest następujące
równanie

df

dx
− 1 = f2 (∗)

gdzie oczywiście df
dx oznacza pochodną f po x. Ten przykład potrafimy roz-

wiązać przez zgadywanie: dodajmy do obydwu stron równania 1, otrzymując

df

dx
= 1 + f2

Ponieważ wiemy, że dla x ∈ (−π2 ,
π
2 ) mamy

tg′(x) = 1 + tg2(x)

Zatem dla A = (−π2 ,
π
2 ) wyjściowe równanie jest spełnione jeśli za f pod-

stawimy tg. Czy jest to jedyne rozwiązanie tego równania? Łatwo zauważyć
(korzystając ze wzoru na pochodną złożenia funkcji), że np. tg(x− π) też speł-
nia to równanie na przedziale (np.) (π2 ,

3π
2 ). Zatem takich funkcji jest więcej.

Możemy teraz zadać dwa pytania:

1. Jak "wygladają" funkcje spełniające równanie (∗)?

2. Czy jeśli będziemy wymagać, że a ∈ A i f(a) = c, to znajdziemy rozwią-
zanie spełniające te warunki?
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Odpowiemy na pierwsze z pytań, a jakowniosek rozstrzygniemy też drugie
z nich. Przypuśćmy zatem, że f : A→ R jest jakąkolwiek funkcją spełniającą (∗).
Potraktujmy ponadto symbole df , dx tak, jakby były to funkcje (a zatem można
przez nie swobodnie mnożyć). Mamy

df

dx
= 1 + f2 (11)

df = (1 + f2)dx (12)
df

1 + f2
= dx (13)

Ponieważ funkcja z prawej strony jest równa funkcji z lewej strony, więc może-
my obydwa wyrażenia stronami odcałkować. Mamy

df

1 + f2
= dx (14)∫

df

1 + f2
=

∫
dx (15)

arctg(f) = x+ C (16)

Żeby terazwyrazić f jako funkcję f musimyprzyłożyć do obydwu stron funkcję
odwrotną do arctg, czyli tg. To ma sens dla x + C ∈ (−π2 ,

π
2 ), czyli x ∈ (−π2 −

C, π2 − C) Mamy ostatecznie:

f = tg(x+ C)

Otrzymaliśmy zatemodpowiedź napierwsze pytanie: dowolna funkcja speł-
niająca równanie (∗) jest postaci

tg(x+ C).

Wynika stąd też łatwo odpowiedź na drugie pytanie: ustalmy a, b dla któ-
rych mamy znaleźć funkcję f spełniającą równanie (∗) taką, że f(a) = b. Na
mocy powyższych rozważań jedyną taką funkcją będzie

tg(x+ (arctg(b)− a))

zatem funkcja postaci tg(x + C) dla C = arctg(b) − a. Nie zawsze jest jed-
nak tak, że dla przez dany punkt przechodzi wykres dokładnie jednej funkcji
będącej rozwiązaniem równania różniczkowego zwyczajnego.
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Przykład 209. Rozpatrzmy równanie

df

dx
= f

1
3

oraz punkt (0, 0). Oczywiście funkcja stała f ≡ 0 spełnia to równanie i punkt
(0, 0) należy do jej wykresu. Znajdziemy jeszcze jedną:

df

dx
= f

1
3 (17)

df

f
1
3

= dx (18)∫
df

f
1
3

=

∫
dx (19)

3

2
f

2
3 = x+ C (20)

f = +/−
(

2

3
(x+ C)

3
2

)
(21)

Dobierając C = 0 otrzymujemy kolejne dwie funkcje spełniające nasze wy-
magania.

Wprowadźmy teraz kilka definicji i podajmy dwa kluczowe dla całej dzie-
dziny twierdzenia. Porzucimy przy tym zwyczaj nazywania szukanej funkcji
”f” i będziemy ją zapisywać jako y (w zamierzeniu jest to oznaczenie na drugą
współrzędną w kartezjańskim układzie współrzędnych).

Definicja 210. Równaniem różniczkowym (rzędupierwszego)nazywamydo-
wolne równanie postaci

dy

dx
= h(x, y)

gdzieh : R2 → R jest pewną funkcją. Funkcję f(x)nazwiemy rozwiązaniem
równania wtedy i tylko wtedy, gdy

df

dx
= h(x, f)

Zagadnieniem początkowym Cauchy’ego nazywamy warunek

{
dy
dx = h(x, y)

y(x0) = y0

dla pewnych x0, y0 ∈ R. Rozwiązanie zagadnienia Cauchy’ego definiujemy
analogicznie.

117



Zauważmy, że może być tak, że rozwiązanie równania (zagadnienia Cau-
chy’ego) istnieje lokalnie, tzn. funkcja określona jest na jakimśwłaściwymprze-
dziale R. Następujące dwa twierdzenia mówią na ile możemy liczyć w ogólno-
ści:

Twierdzenie 211 (Peano). Ustalmy a, b ∈ R. Niech funkcja h : R2 → R będzie
ciągła w zbiorze

Q = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [x0, x0 + a], |y − y0|leqb}

Niech sup(x,y)∈Q h(x, y) = M . Wtedy zagadnienie Cauchy’ego{
dy
dx = h(x, y)

y(x0) = y0

ma rozwiązanie na przedziale [t0, t0 + α] dla α = min(a, bM ).

Twierdzenie 212 (Picarda-Lindelöfa). Ustalmy a, b ∈ R. Niech funkcja h : R2 →
R będzie ciągła w zbiorze

Q = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}

Niech sup(x,y)∈Q h(x, y) = M . Załóżmy ponadto, że istnieje taka stała L ∈ R, że
dla dowolnych (x, y1), (x, y2) ∈ Q zachodzi

|h(x, y1)− h(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| (L)

Wtedy istnieje dokładnie jedno rozwiązanie zagadnienia Cauchy’ego{
dy
dx = h(x, y)

y(x0) = y0

na przedziale |x− x0| ≤ α dla α < min(a, bM , 1
L ).

Warunek (L) nazywa się warunkiem Lipschitza.

Przykład 213. Rozważmy zagadnienie Cauchy’ego{
dy
dx = y2

y(x0) = 0

Oczywiście funkcja stała y ≡ 0 spełnia to równanie. Pokażemy, że to jedyne
rozwiązanie (przynajmniej z dokładnością do pewnego otoczenia punktu x0).
Ustalmy a, b > 0. Zauważmy, że dla kostki [x0 − a, x0 + a]× [−b, b] (nasz zbiór
Q) funkcja h(x, y) = y2 spełnia warunek Lipschitza ze stałą 2b. Faktycznie

|h(x, y1)− h(x, y2)| = |y212 − y22 | = |(y1 + y2)(y1 − y2)| ≤ 2b|y1 − y2|

Ponadto sup(x,y)∈Q h(x, y) = b2. Stąd dla dowolnego α < min a, bb2 ,
1
2b na prze-

dziale [x0 − α, x0 + α] istnieje dokładnie jedno rozwiązanie.
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Równania o zmiennych rozdzielonych

Rozpatrzmy następujące równanie:

(1 + x)y + (1− y)x
dy

dx
= 0

Możemy postępować tak jak przy rozwiązywaniu zwyczajnego równania:
po jednej stronie zgormadzić wyrazy, które zawierają x (włączając dx), a po
drugiej te, które zawierają y (włączając dy). Zauważmynajpierw, że funkcja stała
y ≡ 0 spełnia powyższe równanie. Spróbujmy zastosować tę taktykę:

(1 + x)y + (1− y)x
dy

dx
= 0 (22)

(1 + x)ydx+ (1− y)xdy = 0 (23)

(1 + x)ydx = (y − 1)xdy (24)

(
1

x
+ 1)dx = (1− 1

y
)dy (25)∫

1

x
+ 1dx =

∫
1− 1

y
dy (26)

ln(|x|) + x+ C = y − ln(|y|) (27)

ln(|xy|) = y − x+ C (28)

Powyższy napis ma sens dla dowolnych (x, y) ∈ R2 \ ({0}×R∪R×{0}) (bo
logarytm nie jest określony w 0). Dokonując powyższych przekształceń zało-
żyliśmy to dzieląc przez x i y (przy przejściu od 24 do 25 linijki). W dowolnym
punkcie postaci (b, 0) jesteśmy w stanie znaleźć przynajmniej jedno rozwiąza-
nie: y ≡ 0. Podobnie, jeśli odwrócimy rolę zmiennych x, y w dowolnym punk-
cie postaci (0, b) możemy znaleźć rozwiązanie uleżniając x od y: wtedy również
funkcja stała x ≡ 0 spełnia to równanie.

Jeszcze jeden komentarz: ostatecznie, dla x 6= 0 i y 6= 0 nie znaleźliśmy
jawnej formuły uzależniającej x od y lub y od x. Takie rozwiązanie też będzie
nas satysfakcjonować: mówimy wtedy, że rozwiązanie jest w postaci uwikłanej.
Zadając odwpowiedni przedział możemy z niego odczytać x jako funkcję od y
lub na odwrót. Popatrzmy na linijkę (27): funkcja y − ln(y) (jako funkcja argu-
mentu y) jest na przedziale (0, 1) różnowartościowa (łatwo tomożna sprawdzić,
patrząc na jej pochodną - 1− 1

y , która w tym przedziale jest ściśle ujemna, a za-
tem y − ln(y) jest ściśle malejąca). Ma zatem funkcję odwrotną: obkładając nią
obustronnie równość (27) wyznaczymy y jako funkcję od x (na odpowiednim
przedziale). Nie będziemy drążyć tego tematu: wystarczy, że Drogi Czytelnik
zapamięta, że rozwiązanie w formie uwikłanej może posłużyć naszym celom.
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Ogólne twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności rozwiązań takich równań
brzmi nastepująco:

Twierdzenie 214. Przypuśćmy, że dane są funkcje ciągłe g1 : (a, b) → R, g2 :

(c, d) → R takie, że g2 nie ma zer na (c, d). Wtedy dla dowolnego (x0, y0) ∈ (a, b) ×
(c, d) zagadnienie początkowe Cauchy’ego

{
dy
dx = g1(x)g2(y)

y(x0) = y0

ma jednoznaczne rozwiązanie na przedziale (a, b).

Przykład 215. Rozpatrzmy równanie:

dy

dx
sin(x) = y ln(y)

Zakładamy, że y > 0. Rozdzielamy zmienne: żeby podzielić przez sin(x)

zakładamy, że x 6= kπ dla k ∈ Z, tzn. np. szukamy rozwiązania na przedziale
(0, π). Zauważmy ponadto, że funkcja stała y ≡ 1 sełnia nasze równanie i od tej
pory załóżmy, że y 6= 1. Mamy

dy

dx
sin(x) = y ln(y) (29)

dy

y ln(y)
=

dx

sin(x)
(30)∫

dy

y ln(y)
=

∫
dx

sin(x)
(31)

ln(ln(y)) = 2 ln(tg

(
1

2
x

)
) + C (32)

ln(y) = C tg2

(
1

2
x

)
(33)

y = eC tg2( 1
2x) (34)

Policzmy na boku całkę
∫

dx
sin(x) , bo to ciekawy przykład. Zauważmy, że całkę

∫
1

sin(x) cos(x)
dx =

∫
1

tg(x)

1

cos2(x)
dx

Liczy się łatwo z podstawienia y = tg(x), dy = 1
cos2(x) . Wynik to ln(tg(x)) +

C. Pozostaje zatem naszą całkę sprowadzić do całki
∫

1
sin(x) cos(x)dx =

∫
2

sin(2x) .
To załatwiamy podstawieniem 2y = x, y = 1

2x, dy = 1
2dx. W sumie zrobiliśmy

podstawienie y = tg
(
1
2x
)
. Takie podstawienie nazywa się też podstawieniem

uniwersalnym.
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Zadania

Zadanie 105. Znajdź rozwiązania następujących równań różniczkowych (określ
przedział, na którym istnieje podane przez Ciebie rozwiązanie):

1. sin(x) dydx = y cos(x)

2. dy
dx = 2xy − x2 dydx

3. dy
dx = tg(y)

x

4. y2 = x dydx + y

121


	Wstep
	Przestrzenie i odwzorowania liniowe
	Zajecia 26.X
	Zadania


	Wyznaczniki
	Zajecia 23. XI
	Permutacje

	Permutacyjna definicja wyznacznika
	Zadania

	Struktura euklidesowa w Rn
	Zajecia 30. XI

	Podstawowe pojecia analizy w Rn
	Zajecia 07.XII
	Zadania
	Arytmetyczne własnosci rózniczki

	Zastosowania pochodnych funkcji wielu zmiennych
	Zajecia 11.I
	Przestrzen styczna do wykresu funkcji
	Zadania

	Całki funkcji wielu zmiennych
	Wielomiany Taylora i rozwijanie funkcji w szereg
	Funkcje analityczne

	Równania Rózniczkowe Zwyczajne

