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1 Wstep

Niniejszy skrypt zawiera notatki z konweratorium prowadzonego w Instytu-
cie Filozofii w roku akademickim 2015/2016. Czesci odpowiadajgce poszcze-
gblnym zajeciom zostaly oddzielone seriami zadarn. S one dwojakiego typu:
te, ktére warto rozwigzaé, zeby upewnic sig, ze zrozumiato sie tres¢ wyktadu
oraz pomocne przy przygotowaniu do kolokwiéw nie zostaty w zaden sposéb
wyréznione, a dodatkowe, do ktérych dobrze przejsé po zrobieniu tych pierw-
szych, zostaly oznaczone *.

2 Przestrzenie i odwzorowania liniowe

Zajecia 5. X

Rozpoczniemy od zarysu algebry liniowej. Algebra liniowa to dziedzina do-
tyczaca przestrzeni liniowych i ich odwzorowan. Struktury te pozwalajg zde-
finiowaé czym sa wektory w bardzo daleko posunietej og6lnosci. W naszym
wypadku dokonamy potowicznego uogélnienia, gdyz bedziemy rozwazali je-
dynie rzeczywiste przestrzenie liniowe.

Definicja 1. Przez przestrzen liniowa nad R rozumiemy strukture (V,+,-),
gdzie V jest niepustym zbiorem, za§ + : V2 — V oraz - : R x V. — V ope-
racjami spetniajgcymi nastepujace warunki:

1. Vu,v,w €V u+ (v+w) = (u+v) +w. (Lacznosé +)

2. weVVweV v+ w=w+v = w. (Istnienie elementu neutralnego)



Mozna udowodnié, ze istnieje doktadnie jeden element neutralny spelniajacy
powyzszy warunek. Bedziemy go oznacza¢ przez 0, a z czasem po prostu przez
0.

3. Vo € V3w € V v+ w = w + v = 0. (Istnienie elementu odwrotnego)

Element w wprowadzony przez powyzsza definicje bedziemy oznaczac¢ przez
—v. Bedziemy stosowa¢ standardowq konwencje notacyjna i pisa¢ u —w zamiast
u+ (—w).

4. Yv,w €V v+ w = w + v. (Przemiennosc)

5. Vz,y e RWv € V (2 + y)v = 2v + yv. (Rozdzielnos¢ dziatan)

6. Vo € RVo,w € V z(w + v) = zw + zv. (Rozdzielnos¢ dziatan)

7. Vz,y e RVv € V z(yv) = (zy)v. (Lacznosc -)

8. YveV 1-v=nw.

Elementy przestrzeni V' nazywamy wektorami. Przestrzenie liniowe nazywa-

my czasem przestrzeniami wektorowymi.

Wprowadzone aksjomaty pozwalajg udowodnié wszystkie standardowe wta-
snoéci, ktérych oczekiwaliby$my po wektorach w przestrzeni euklidesowej. Dla
przykiadu wymienimy dwie proste réwnosci.

Fakt 2. Ustalmy dowolng przestrzen liniowg V i dowolny wektor v € V. Wéwczas:
1. 0-v=0.

2. (=1)v = —v.

Dowdd. Udowodnimy punkt pierwszy, drugi pozostawiajgc jako ¢wiczenie. Wez-
my wiec dowolng przestrzeri V oraz v € V. Na mocy gcznoéci mnozenia wek-
tora przez liczby mamy:

2-(0-v)=(2-00v=0-v.

Na mocy przemiennoéci dodawania liczb z mnozeniem liczb przez wektory
mamy:

2. (0-v)=(14+1)(0-v)=0-v4+0-v.

Zatem uzyskujemy réwnosc:



0O-v=0-v4+0-v,

z ktérej po dodaniu stronami wektora —0 - v otrzymujemy:
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Od tej pory uméwmy sie oznacza¢ wektor zerowy przez 0. Wprowadzmy
kolejne podstawowe pojecie budowanej teorii.

Definicja 3. Podprzestrzenia przestrzeni I nazwiemy dowolny niepusty pod-
zbiér W C V taki, ze dla dowolnych wi,ws € W oraz x € R wektory wi + wo
oraz xw; réwniez sg elementami V.

Zauwazmy, ze z dowolnoéci elementu 2 w powyzszej definicji wynika, ze
0 € W dla dowolnej podprzestni W dowolnej przestrzeni liniowe;.

Podamy teraz gar$¢ przykltad6éw przestrzeni liniowych i ich podprzestrzeni.

Przyklad 4. 1. Liczbyrzeczywiste R ze zwyklym dodawaniem i mnozeniem
stanowig przestrzeri liniowg nad R. Geometrycznie mozna mysle¢ o tej
przestrzeni liniowej jako o prostej.

2. Plaszczyzna R? = {(z,y) | z,y € R} zdodawaniem: (z1,y1) + (22, 92) =
(x1 + x2,y1 + y2) oraz a(z,y) = (ax, ay) jest przestrzeniag liniowa. Jest to
kanoniczny przykiad.

3. Analogicznie mozemy zdefiniowaé przestrzenie euklidesowe wyzszych

wymiaréw R3 R%, ...

4. Prosta L = {(z,y) | y = 3z} jest podprzestrzenig plaszczyzny R2.
Istotnie: jeSli y1 = 3z1 oraz yo = 39, to (y1 + y2) = 3(z1 + z2) oraz
ayy = 3(axy), co dowodzi, ze L jest domknieta na dodawanie wektoréw i
mnozenie wektora przez liczbe.

5. Prosta L’ = {(z,y) | y = 3z+5} nie jest podprzestrzenig liniowa R?, dla-
tego ze nie jest domknieta ani na dodawanie ani na mnozenie wektoréw
przez liczby rézne od +1.

6. Parabola P = {(z,y) | y = 2} nie jest podprzestrzenig liniowg R

7. Wielomiany jednej zmiennej z dzialaniami zwyktego dodawania wielo-
mianéw i mnozenia wielomianéw przez liczbe sg przestrzenia liniowa.



8. Wielomiany jednej zmiennej stopnia < 7 sa podprzestrzenig przestrzeni
wszystkich wielomianéw. Wielomiany stopnia > 7 nie sa podprzestrze-
nig, bo np. (2® + 1) — (2®) nie jest wielomianem stopnia > 8, mimo ze

stanowi r6znice dwéch takich wielomianéw.

9. Funkcje ciagle [0, 1] — R sa przestrzenia liniowg ze zwyklymi operacjami
dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez liczbe. (W ogélnosci, dla A C
R, przestrzen funkgji cigglych A — R oznaczamy przez C(A).)

Warto poczyni¢ jedng uwage, ktéra moze zapobiec nieporozumieniom: w
wypadku wektoréw w szkole $redniej (przynajmniej tych na fizyce) dodawa-
nie v + w bylo dobrze okreslone tylko w wypadku, gdy punkt zaczepienia
w byl punktem koricowym v. W szeg6lnoéci w + v niekoniecznie bylo dobrze
okreslonym dziataniem. Blizszy naszej aksjomatyce bytby nastepujacy obrazek:
wszystkie wektory zaczepione s3 w poczatku uktadu wspétrzednych, a doda-
wanie polega na odczepianiu jednego z wektoréw, przyczepianiu go na koricu
drugiego i przeprowadzaniu sumowania z fizyki licealnej. Zapobieglszy ewen-
tualnemu zametowi, mozemy kontynuowac rozbudowe stownika.

Definicja 5. Powiemy, ze v jest kombinacja liniowa wektoréw vy, ..., vy, jesli
istniejq takie z1,..., 2, € R, ze

V=21V + ToV2 + -+ + TpUn.

Jesli wszystkie wspétczynniki z; s3 réwne 0, to kombinacje nazywamy trywial-
na. Dla dowolnej przestrzeni V i dowolnych vy, . . ., v, € V przezlin(v1, ..., vy,)
oznaczamy podprzestrzeri kombinacji liniowych tych wektoréw. Powiemy, ze
wektory vq,...,v, s3 liniowo zalezne, gdy 0 jest ich nietrywialng kombina-
c¢je liniowa. W przeciwnym wypadku nazwiemy je liniowo niezaleznymi. Jesli
V =lin(vy,...,v,), to méwimy, ze vy, .. ., v, rozpinaja przestrzen V.

Zilustrujmy te pojecia kilkoma przyktadami:

Przyklad 6. 1. Wektory (1,0),(0,1),(1,1) € R?sgliniowo zalezne, bo (1, 0)+
(Oa 1) - (17 1) =0.

2. Wektory (1,0,0) oraz (0,0, 1) € R?sgliniowo niezalezne, bojeslia; (1,0, 0)+
a2(0,0,1) = (a1,0,az2) = (0,0,0), to a; = 0 oraz az = 0. Wkrétce pozna-
my bardziej systematyczne metody badania liniowej zaleznosci uktadu
wektorow.

3. Toraczejuwaga, ktératgczy dwa wprowadzone pojecia niz przyktad: ot6z
gday vy, ..., v, stanowig uklad liniowo niezalezny, to v € lin(vy,...,v,)
wtw uktad v, vy, ..., v, jest liniowo zalezny.



JesteSmy juz gotowi, by udowodnié¢ gtéwne twierdzenie pierwszych zaje¢,
ktére pozwoli nam zrozumie¢ strukture przestrzeni liniowych. W szczegdlno-
$ci zdefiniujemy pojecie wymiaru i przekonamy sie, ze wszystkie przestrzenie
liniowe skoficzonego wymiaru d sg izomorficzne z przestrzenia R¢.

Twierdzenie 7. Jeslivy,... v € lin(wy,...,wy,), to k < n.
Dowéd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje po n. Dla n = 1 twierdzenie

jest oczywiste. Przypuéémy wiec, ze zostato juz udowodnione dla n i rozwazmy
przypadek n+ 1. W takim wypadku bez utraty ogélnosci mozemy zakladag, ze

k > 1, a wiec zmieniwszy numeracje rozwaza¢ wektory vg, v1,. .., vy W prze-
strzeni lin(wo, w1, . .., w, ). Z definicji kombinacji liniowych istnieja takie liczby
5, ze

V9 = ag,o0Wo + Gg, w1 + -+ GopWn

V1 = a1o0Wo+ta11wy+ -+ a1 pWn

Vg = GQpoWo + QW1 + -+ Ak pWnp-

Skoro wektory v; sg liniowo niezalezne, to w szczegoélnosci zaden nie jest
wektorem zerowym (w przeciwnym wypadku biorgc dowolny niezerowy wspoét-
czynnik przy tym wektorze i 0 przy pozostalych otrzymaliby$Smy 0 jako nie-
trywialng kombinacje liniowg). W szceg6lnosci ktorys ze wspétczynnikéw ag
jest r6zny od 0. Ewentualnie zmieniajgc oznaczenia mozemy przyjaé, ze jest to
wspoblczynnik ag . Niech teraz:

a0
U; = V; —

aoo

Woéweczas dla ¢ > 0 mamy:

. a;0 a;o a0
U; = | a0 — —apo | Wo + | a1 — —ao1 | w1+ -+ | G — ag,n | Wn-
apo aoo aoo

Wsp6lczynnik przy wg zeruje sie, a zatem dlai > O mamy u; € lin(ws, ..., wy,).

Aby skorzystac z zalozenia indukcyjnego dla k i n wystarczy pokazad, ze wekto-
ry wi, ..., wy s liniowo niezalezne. Jednak wniosek ten tatwo uzyska¢. Gdyby

biuy + -+ + bruy =0,
to mieliby$my réwniez z definicji w;:

a a
blvl+"'+bkvk — (bllo+bkk0> Vo :0’
apo apo



co przeczy liniowej niezaleznoéci vy, vy, . . ., v,. Widzimy wiec k£ wektoréw li-
niowo niezaleznych w przestrzeni rozpietej przez n wektoréw, a zatem k < n,
stad tezik + 1 < n + 1, co nalezato udowodnié.

O

Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla dowolnej przestrzeni liniowej V' i dowolnego
v € V zachodzi réwnosé (—1)v = —v.

Zadanie 2. Pokaz, ze dla dowolnej przestrzeni liniowej V, wektora v € V' \ {0}
iceR
jeSlicv =0, toc=0

Zadanie 3. Udowodnij, ze jesli W jest podprzestrzenig R?, to albo W = {(0,0)},
albo W = R? albo W = {(z,y) | y = ax} dla pewnego a € R.

Zadanie 4. Niech V bedzie przestrzenia liniowgivo, ..., v, € V.Niechug, ..., ux €
lin(vo, . .., v,). Udowodnij, ze lin(ug, . . ., ux) C lin(vg, ... ,v,). Kiedy zachodzi
réwnos¢é?

Zadanie 5. Wskaz zbidr przeliczalnej mocy rozpinajacy przestrzen wielomia-
néw o wspéltczynnikach rzeczywistych. Pokaz, ze zaden skoficzony zbiér wek-
toréw nie rozpina tej przestrzeni.

*Zadanie 6. Podaj nieprzeliczalny zbiér liniowo niezaleznych wektoréw w C([0, 1]).
Wskaz jakikolwiek zbiér rozpinajacy C([0, 1]).

Zadanie 7. Sprawdz, czy ponizsze uklady wektoréw sa liniowo niezalezne:

1. (1,1),(0,1).

2. (1,2,3),(0,1,0), (0,0,1).

3. (1,2,3),(2,3,4), (3,4,5), (4,5,6).

4. (0,0,0,1),(1,0,0,0).

5. (1,5,2,4),(0,9,4,2),(4,7,2,1),(0,8,5,4), (9, 3,7, 4).

Zadanie 8. 1. Czy wektory (1,2), (0,1) rozpinajg R??
2. Czy wektory (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) rozpinajg R3?

3. Czy wektory (1,4,5,0),(9,2,7,1), (8,4, 5,2) rozpinajg R*?

Zadanie 9. Zalézmy, ze vy, . .., v, jest ukladem liniowo niezaleznym. Wéwczas
v e lin(v,...,v,) Wtw v1,..., vy, v jest liniowo zalezny.

Zadanie 10. Pokaz, ze uklad wektoréw vy, ..., v, jest liniowo zalezny wtw dla
pewnego i mamy v; € lin(vy, ..., v,).



Zajecia 12. X

Zajmiemy sie teraz nastepujgcym problemem: czy kazda przestrzen liniowa V'
jest postaci lin(A) dla pewnego zbioru liniowo niezaleznych wektoréw z V. Jak
sie okaze, odpowiedZ na to pytanie jest twierdzgca. W tym momencie juz po-
winno dla Czytelnika by¢ jasne, ze jesli tak jest, to wyb6r A na pewno nie jest
jednoznaczny. Wyprowadzmy wazny wniosek z Twierdzenia [/}

Whiosek 8. Przypusémy, ze vo,...,v, € V,wo,...,wn € V sq dwoma liniowo
niezaleznymi uktadami wektoréw w V. Jesli lin(vo, ...,v,) = lin(wo, ..., wy), to
w=m.

Wprowadzimy teraz dwie kluczowe dla tej czeSci wyktadu definicje

Definicja 9. Powiemy, ze przestrzen liniowa V' ma wymiar n (ozn. dimV =
n) wtedy i tylko wtedy, gdy w V istnieje n wektoréw liniowo niezaleznych,
ktére rozpinajg V. Powiemy, Ze przestrzen V jest skorficzenie wymiarowa jesli
dla pewnego n dim V' = n.

Podczas zaje¢ skupimy sie na przestrzeniach skoniczenie wymiarowych -
jesli nie stwierdzamy inaczej, to "przestrzen liniowa" znaczy "skoriczenie wy-
miarowa przestrzen liniowa". Nastepujaca uwaga wynika natychmiat z definicji
wymiaru.

Uwaga 10. Niech V bedzie przestrzenig liniowgivy,...,v, € V.JeSlivy, ... v,
sg liniowo niezalezne, to dim V' > n.

Nastepujgca uwaga wynika natomiast z Twierdzenia E}

Uwaga 11. Niech V bedzie przestrzenig liniowgivy,...,v, € V.Jedlivi, ..., v,
rozpinajg V, to dim V' < n.

Z powyzszcyh dwoéch uwag wyplywa wazny:

Whiosek 12. Niech V bedzie przestrzenig liniowg. Jesli istniejg vq, . . . , v, takie, Ze
V =1lin(vy,...,vy,), 0raz vy, . .., v, sq liniowo niezalezne, to dimV = n.

Przyklad 13. dim R™ = n. Faktycznie, tatwo sie przekona¢, ze wektory e; dla
i < n, gdzie
e = 0,...,1,...,0)

na i-tym miejscu 1, na pozostatych 0

sq liniowo niezalezne i rozpinajg R".

Przyklad 14. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wielomianéw stopnia co naj-
wyzej n. Wtedy dimV' = n + 1. Niech teraz W bedzie przestrzenia liniowa



wszystkich wielomianéw o wspélczynnikach rzeczywistych zmiennej . Wte-
dy W nie ma skoriczonego wymiaru, bo dla dowolnego k wektory

sg liniowo niezalezne.

Definicja 15. Baza przestrzeni liniowej  nazwiemy dowolny uktad wektoré6w
V1,...,Vn, ktéry jest liniowo niezalezny i rozpina V.

Przyklad 16. W R"™ wektory e; (wprowadzone w Przyktadzie[13) stanowiq ba-
ze. Jest to tzw. baza standardowa. Niech v = (1,...,1) € R". Inng bazg w R”
jestnp.v —eg,v —e€1,...,0 — €y.

Przyklad 17. W przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej n wektory

stanowig baze.

Uwaga 18. W przestrzeni n-wymiarowej dowolne dwie bazy sa réwnoliczne i
majg moc n.

Zachecamy do préby udowodnienia ponizszego stwierdzenia samodzielnie
i przejrzenia ponizszego dowodu tylko dla pewnosci, Ze zrobito sie to popraw-
nie.

Stwierdzenie 19. Niech V bedzie przestrzenig liniowgi vy, ..., v, € V. Nastgpujgce
warunki sq réwnowazne:

1. vi,...,vy, jest maksymalnym uktadem liniowo niezaleznym w V, tzn. dla do-
wolnego v € V\{v1,...,0n}, v1,...,0p,v jest liniowo zalezny.
2. v1, ...,y jest minimalnym uktadem rozpinajgcym V., tzn. dla dowolnego i < n

{v1,...,vn} \ {v;} nie rozpina V.
3. dimV <niwvy,...,v, sqliniowo niezalezne.
4. dimV >niw,...,v, rozpinajg V.

5 vi,...,v,5qbazg V.

Dowédd. (1) = (2) Przypusémy, ze v1,...,v, jest maksymalnym ukladem li-
niowo niezaleznym w V. Pokazemy, ze vy, . .., v, rozpina V. Ustalmy dowolne
v € V. Z maksymalnosci ukladu vy, . ..,v, uklad v4, ..., v,,v jest liniowo za-
lezny, a zatem, na mocy Zadania@]v € lin(vy,...,v,). Wykazemy, ze vq, ..., v,
jest minimalny. Gdyby bowiem, dla pewnego i < n. {v1,...,v,}\ {v;} rozpinat
V, to mieliby$Smy v; € lin({v1,...,v,} \ {v;}) iv1,..., v, bylby liniowo zalezny,



na mocy Zadania[9}
(2) = (3) Skoro vy,...,v, rozpina V, to dim V' < n, na mocy Uwagi[11] Mu-

simy pokaza¢, ze vy, ..., v, jest liniowo niezalezny. Gdyby byt jednak liniowo
zalezny, to na mocy Zadania [10]mielibySmy v; € lin(v1, ..., v;—1,vi41,...,vn) i
(V1,..., Vi1, Vit1, - .., Uy rozpinalby V wbrew minimalnosci v, . . ., vp.

(3) = (4) Jesli vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, to dim V' > n na mocy Uwa-

gi Gdyby istnial v € V' \ lin(vy, ..., v,) to uklad vy, ..., v,, v bylby liniowo
niezalezny na mocy Zadania[9} Wtedy jednak musiliby$my mie¢

dmV >n+1>n,

co stoi w sprzecznosci z tym, ze na mocy (3) dimV < n.

(4) = (5) Przypuséémy, ze dim V' > niwvy,...,v, rozpinajg V. Gdyby byly linio-

wo zalezne, to rozumujgc podobniej jak w dowodzie (2) = (3) dostaliby$my,

ze (b.0.0.) va, ..., v, rozpinaja V. Wtedy jednak na mocy Uwagi[l1]mieliby$smy
dimV <n—-1<mn,

co przeczy zalozeniu, ze dim V' > n.

(5) = (1) Niech vy, ..., v, bedzie liniowo niezalezny i rozpina V. Musimy po-
kaza¢, ze vy, . .., v, jest maksymalny, tzn. dla dowolnego v

Ulyenny Up, ¥
jest liniowo zalezny. Tak jednak jest, bo z definicji v € lin(vy,...,v,), a zatem
uktad vy, ..., v,,v jest liniowo zalezny na mocy Zadania 9} O

Zauwazmy, ze na mocy definicji wymiaru przestrzeni liniowej kazda (skon-
czenie wymiarowa) przestrzen liniowa ma baze. Baze danej przestrzeni linio-
wej mozemy traktowac jako tymczasowa reprezentacje tej przestrzeni. Ponizsze
twierdzenie dobrze obrazuje to stwierdzenie: majgc wybrang jakakolwiek baze
przestrzeni V kazdemu wektorowi mozemy w jednoznaczny sposéb przypo-
rzadkowac krotke liczb rzeczywistych "reprezentujacg” ten wektor w tej bazie.
NapisaliSmy tymczasowg dlatego, ze dana przestrzen w zaden kanoniczny spo-
s6b nie wyrdznia zadnej ze swoich baz, dlatego tez mozna je swobodnie zmie-
nia¢ w zaleznosci od tego, z ktérg wygodniej jest w danej sytuacji pracowac.
Druga czeé¢ twierdzenia, zwana tez Twierdzeniem Steinitza o wymianie, pokazuje
(m.in.), ze kazdy wektor jest elementem jakiej$ bazy. Sens tej nazwy objasnimy
na przykladzie po przeprowadzeniu dowodu.

Twierdzenie 20. Niech V bedzie przestrzenig liniowq z bazg vy, . . ., vy,
1. kazdy wektor v € V mozna przedstawic jako kombinacje liniowg v1,...,v, w
doktadnie jeden sposéb, tzn. dla dowolnego v € V istniejg a1, . . . , a,, takie, ze

n
v = E a;V;
i=1



i dla dowolnych by, . .., by, jesli

n
v = E bivia
=1

to dla dowolnego i < n, a; = b;.

2. kazdy liniowo niezalezny ukiad wektorow wy, . . ., wy, dla k < n mozna uzupet-
nic¢ do bazy wektorami z bazy vy, . .., Up,.

Dowdd. (1) Ustalmy wektor v € V. Istnienie liczb a; o ktérych méwi ten punkt
wynika z tego, ze V' = lin(vy,...,v,). Ustalmy jakiekolwiek takie liczby a;.
Przypuéémy, ze dla pewnych b; € R

n
v = E bivi,
i1

Wtedy jednak
v = Zbivi = Zaivi
i=1 i=1

czyli

Z(bz — ai)vi =0

i=1
Z liniowej niezaleznosci vy, . . . , v, wynika, ze dla dowolnego i, a; — b; = 0, czyli
dla dowolnego i, a; = b;.
(2) Ustalmy liniowo niezalezny uktad wy, . .., wy dla k < n. Rozpatrzmy naste-

pujacy uktad wektoréw rozpinajacy V'

W1y vy WEy U1y -0, Un (1)
Usufimy z tego ukladu wszystkie wektory, ktére sg kombinacjami liniowymi
poprzednich wektoréw w ciggu. Z zalozenia o liniowej niezalezno$ci wy, . . . , wg

zaden wektor z tego uktadu nie zostal usuniety. Dostajemy zatem uktad wek-
toréw rozpinajacy V:

W1, eoy Wy Vg s e 5 Vs, 2)
Wystarczy pokazaé, ze ukiad ten jest liniowo niezalezny. Ustalmy ay, ..., ax,
bi,,...b;,, takie, ze
arwi + ...+ apwg + b, v, + ...+ b, v, =0
Z liniowej niezalezno$ci w . . ., w, wynika, ze jesli wszystkie b;, s rowne zero,

to wszystkie powyzsze wspétczynniki sg réwne zero i kombinacja jest trywial-
na. Jesli za$ ktore$ z b; , jest niezerowe, to istnieje tez takie o najwigkszym wsp6t-
czynniku j. Wtedy jednak v;; wyraza sie jako kombinacja liniowa poprzednich
wektor6w, co przeczy konstrukgji ukladu (2). Stad musimy mie¢

a1=..=ay=b, =...=b; =0.

Tm
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Przyklad 21. Ustalmy przestrzen liniowg V' z bazg vq,...,v,. Ustalmy k < n i
popatrzmy na
Vi = lin(vy, ..., vk)

Vi jest podprzestrzenig V' (Definicja |3) rozpieta przez pierwsze k wektoréw
wybranej bazy. Ustalmy inng baze wy,...,w; przestrzeni V;. Wtedy na mo-
cy punktu 2 powyzszego twierdzenia mozemy uzupetni¢ wy, ..., w; do bazy
przestrzeni V elementami bazy vy, ..., v,. To uzupelnienie musi sklada¢ sie z
n—k wektoréw vy 1, ..., v,, bowiem vy, ..., v; da sie uzyskac jako kombinacje
liniowe z uktadu wy, . . ., wy. Wymienilismy zatem baze w podrzestrzeni Vi, nie
ruszajgc pozostatych wektoréw wybranej wpierw bazy V.

Sensowno$¢ ponizszej definicji uzasadniliémy we wlasnie przeprowadzo-
nym dowodzie:

Definicja 22. Niech V' bedzie przestrzenig liniowa z bazg vy,...,v, iv € V.
Wspélrzednymi wektora v w bazie vy, ..., v, nazywamy jedyne takie liczby
ai,...,an €R, Zze

n
v = E a;V;
i=1

Przyklad 23. Rozpatrzmy V = R3iv = (1,2, 3). Wektor ten ma w bazie stan-
dardowej przestrzeni R? (tzn. ztozonej z wektoréw (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))
wspblrzedne

1,2,3
Jedli jednak zmienimy kolejno$¢ wektoréw bazy standardowej rozwazajac np.
baze (0,1,0), (1,0,0), (0,0, 1), to ten sam wektor w tej bazie bedzie mial wspot-
rzedne

2,1,3
Jeslirozwazymy baze tej samej przestrzeni zlozong z wektoréw (1, 1,0), (1,0, 1),
(0,1,1), to v bedzie mial w niej wspodlrzedne

0,1,2

Uwaga 24. Z Twierdzenia 20| wynika, ze dla dowolnego wektora v € V' \ {0}
istnieje taka baza V, ze v ma w tej bazie wspétrzedne

1,0,...,0

n—1 zer

gdzie n = dim V. Istotnie, jesli v # 0, to jednoelementowy uklad
v
jest liniowo niezalezny, zatem mozna uzupelni¢ go do bazy V. W tej bazie v ma

zadane wspélrzedne.
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Uwaga 25. Niech vy, ...,v, bedzie bazg przestrzeni V. Jesli v ma w tej bazie

wspblrzedne
Ay,...,0n
a w ma w niej wspoétrzedne
bi,...,by
to v + w ma w niej wspétrzedne a; + b+ 1, ..., a, + b, i dla dowolnego ¢ € R,
cv ma w niej wspétrzedne caq, . . ., cay.

Zadania

Zadanie 11. Znalez¢ dwie r6zne, nowe (tzn. r6zne od podanych w powyzszym
wykladzie) bazy przestrzeni R3. Znalez¢ wsp6trzedne wektora (1,1,1) w tych
bazach.

Zadanie 12. ZnaleZ¢ bazy podanych podprzestrzeni V; C V dla

1.V :Rg,‘/l = {($1,$2,$3) | T+ 229 —x3 = O}
2. V=R3V; =1in((1,2,1),(0,1,1),(1,3,2)).

Zadanie 13. Niech V = R*. Znalez¢ wspoétrzedne wektoréw (1,0,8,9), (1,7,1,7),
W baZie (1’ 17 17 0)7 (17 1, 07 1)7 (17 07 17 1)’ (0, 17 17 1)'

*Zadanie 14. Niech v € R?\ {0} i niech a, b, ¢ € R nie wszystkie beda zerowe.
Udowodnij, ze istnieje baza R?, w ktérej v ma wspétrzedne a, b, c.

Zadanie 15. Udowodnij, ze v1, . . . , vy, jest bazg przestrzeni V wtedy i tylko wte-
dy, gdy kazdy wektor da sie przedstawi¢ jako kombinacje liniowg vy, ..., v, W
dokladnie jeden sposéb. (Implikacje (=) zrobiliSmy w Twierdzeniu [20| Pozo-
staje implikacja przeciwna.)

Zajecia 19. X

Wprowadzimy kolejne kluczowej pojecie rozwazanej teorii — przeksztalcenia

liniowego.

Definicja 26. Niech V, W beda dwiema przestrzeniami liniowymi. Odwzoro-
wanie ¢ : V — W nazwiemy liniowym, gdy spelnione sg nastepujace dwa
warunki:

1. ¢(v+7v') = ¢(v) + ¢(v') dla dowolnych v,v" € V.

2. ¢(cv) = cg(v) dla dowolnego v € V oraz ¢ € R.

12



Uwaga 27. Z drugiego warunku od razu wynika, ze jesli ¢ : V. — W jest linio-
we, to ¢(0) = 0.

Zilustrujmy to pojecie szeregiem przyktadéw i kontrprzyktadéw. Dla uprosz-
czenia zapisu bedziemy funkcje o argumentach z przestrzeni R" zapisywacjako
funkcje n zmiennych rzeczywistych. Tak wiec ¢(z, y, z) jest skr6towym zapisem

¢((z,y,2)).

1. Dla dowolnej przestrzeni liniowej VV odwzorowanie id : V' — V, takie ze
¢(v) = v dla dowolnego v € V jest liniowe.

2. Odwzorowanie ¢ : R* — R dane wzorem ¢(z,y, z) = z jest liniowe.

3. Odwzorowanie ¢ : R — R? dane wzorem ¢(t) = (3t, —1t) jest liniowe.

—z+y

4. Odwzorowanie ¢ : R? — R? dane wzorem ¢(z,y) = (%, 5) jest

liniowe.
5. Rézniczkowanie jako odwzorowanie przestrzeni R[X ] wielomianéw jed-

nej zmiennej o wspétczynnikach rzeczywistych w siebie jest liniowe.

We wszystkich powyzszych przypadkach liniowo$¢ sprawdzamy bezposred-
nio. Przerachujmy drugi z nich:

o((x,y,2) + (2, 2") = ole+2y+y,2+72)
= z+7

= o(x,y,2) + o,y ).

Drugi warunek sprawdzamy bardzo podobnie:

ole(,y,2)) = olex,cy,cz)

= cz

By¢ moze lepsze intuicje na temat odwzorowan liniowych pozwolg wyrobi¢
ponizsze kontrprzyktady:

6. Odwzorowanie ¢ : R — R dane wzorem ¢(z) = z? nie jest liniowe. Istot-
nie: p(x + ') = (x +2')? = 22 + (2/)% + 222" = ¢(x) + (') + 222', cona

ogo6t rézni sie od ¢(z) + ¢(z'), o ile tylko z, 2’ oraz 2 sg rézne od zera.
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7. Odwzorowanie ¢ : R? — R dane wzorem ¢(z,y) = zy nie jest liniowe.
Faktycznie: ¢((x,y) + (2',y)) = ¢z + 2",y +v') = (z+2")(y+v') = zy +
'y +ry +2'y = ¢(x, y)+o(a',y)+xy +2'y, zad ostatni wyraz jest réwny
o(z,y)+o(z',y’) tylko oile w obu parach (z, y), (z’, ') przynajmniej jedna
ze wsp6lrzednych jest réwna 0.

8. Odwozorowanie ¢ : R — R zadane ¢(z) = =+ 1 nie jest liniowe, gdyz np.

#(0) = 1.

Okazuje sig, ze odwzorowania liniowe dopuszczaja bardzo prosty opis. Po-
nizsze stwierdzenie stanowi uzasadnienie tego faktu. Przy okazji sformutuje-
my kluczowg wlasnoéé baz, ktéra mogtaby w zasadzie postuzy¢ jako ich réw-
nowazna definicja. Dla niewielkiego uproszczenia zapisu ograniczymy sie do
przypadku skoriczenie wymiarowego.

Stwierdzenie 28. Niech V, W bedg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami linio-
wymi. Niech (v, ... ,v,) bedzie dowolng bazg V. Wowczas dla dowolnych wektoréw
w1, . .., Wy istnieje doktadnie jedno ¢ : V- — W liniowe, takie Ze dla dowolnego i:

(v;) = w;.

Dowdd. Pokazemy najpierw jedynoé¢ odwzorowania ¢, a nastepnie zastanowi-
my sie nad jego ewentualnym istnieniem. Niech v bedzie dowolnym wekto-
rem z przestrzeni V. Na mocy Twierdzenia [20, punkt 1. wektor v ma w bazie
(vi,...,v,) jednoznacznie okre$lone wspoétrzedne, czyli istnieje doktadnie je-
den ciag liczb (a1, ..., a,), taki ze

v =a1v1 + agv2 + - - - + ApUp.

Na mocy liniowosci odwzorowania ¢ zachodza nastepujgce réwnosci:
o(v) = B> a;v))
j=1
= ) dlav))
j=1
= > a;¢(v))
j=1

n
= E ajwj.
Jj=1

To pokazuje, Ze ustalenie warto$ci odwzorowania ¢ na wektorach bazowych
wyznacza wartosci odwzorowania ¢ takze i na wszystkich innych wektorach V.

14



Wystarczy wiec pokazaé, ze odwzorowanie liniowe ¢ o zadanych wartosciach
istnieje. Zdefiniujmy wiec ¢ w nastepujacy sposéb. Niech v bedzie dowolnym
wektorem z przestrzeni V. Niech a1, . . ., a, beda takimi liczbami, ze

V= a1v1 + a2V + -+ + ApUnp.

Definiujemy:
o(v) = Z a;wj.
j=1
Odwzorowanie ¢ jest okreslone na catym V, bo v1,...,v, rozpinaja V. Po-

wyzszy wzor rzeczywiécie wyznacza funkgje (tzn. dla dowolnego v tylko jeden
wektor w € W spelnia definicje ¢(v)), bo ciag liczb (aq,...,a,) jest wyzna-
czony jednoznacznie. Wystarczy wiec sprawdzi¢ liniowo$¢. Wezmy dowolne
dwa wektory v, v’ i niech w rozwazanej bazie majg wspéirzedne odpowiednio
(a1,...,ay,) oraz (by,...,b,). Wowczas:

n

(v +0') = Z(aj +bj)w; = Zajwj + ijwj = ¢(v) + ¢(v').
j=1 j=1

j=1
Podobnie widzimy, ze:

n

d(ev) = anjwj =c ) ajw; =cP(v).

j=1 =1

Co dowodzi, ze tak zdefiniowane ¢ jest liniowe. O

Ostatnie twierdzenie pozwoli nam na wprowadzenie uzytecznego sposobu
zapisu odwzorowan liniowych, ktéry umozliwi nam systematyczne znajdowa-
nie wspotrzednych (w dowolnej bazie) wektora stanowigcego wartos¢ odwzo-
rowania liniowego w ustalonym punkcie.

Definicja 29. Przez macierz (o wymiarach) n x m o wyrazach rzeczywistych
rozumiemy tablice

air ... Qim
a21 oo a2m

b
apl .. Qpm

gdzie dla dowolnych indekséw i, j wartosci a;; sg rzeczywiste. Macierz po-
wyzszej postaci oznaczamy tez (a; ;)i<n,j<m, @ CZasem niezbyt precyzyjnie po
prostu (a; ;).
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Zauwazmy, ze powyzsza definicja uzywa niezdefiniowanego pojecia tabli-
cy. W istocie moglibySmy napisaé, ze macierz to funkcja ze zbioru
{1,2,...,n} x{1,2,...,m} wR, ktéra parze (4, j) przypisuje liczbe a; ;. Bedzie-
my jednak konsekwentnie méwi¢ o macierzach jako o tablicach.

Kolejna definicja wigze z kazdym odwzorowaniem liniowym (po ustaleniu
bazy) pewng macierz, co jak sie niedtugo przekonamy stanowi punkt wyjscia
do waznych technik rachunkowego rozwigzywania probleméw geometrycz-
nych.

Definicja 30. Niech ¢ : V' — W bedzie przeksztatceniem liniowym. Niech A =
(V1,...,n), B = (u1,...,u;) beda dowolnymi bazami tych przestrzeni. Macie-
rza przeksztalcenia ¢ w bazach A, B nazwiemy takg macierz (a; ;)i<k,j<n, 2€
dla dowolnych indekséw i, j wartos¢ a; ; to i-ta wspolrzedna wektora ¢(v;) w
bazie .

Macierz te oznaczamy M (¢)5.

Powyzsza definicja moze wywoltywa¢é u czytelnika wrazenie, ze faktyczne
znalezienie macierzy danego przeksztatcenia w danej bazie jest sprawga trudng.
Jak sie jednak przekonamy, jest to dos¢ nietrafne poczucie.

Przyklad 31. Niech st oznacza baze standardowg w R?. Niech ¢ : R? — R?
oznacza odbicie symetryczne wzgledem osi OX. Znajdziemy macierz ¢ w ba-
zach st,st. Niech a;; oznacza wyraz tej macierzy o indeksach i, j. Wektor e;
przechodzi przy odwzorowaniu ¢ na tenze wektor. Czyli wspolrzedne ¢(e;)
w bazie st to po prostu (1,0). Zatem a;; = 1, za$ az;; = 0. Dalej zauwazmy,
ze ¢(e2) = —ey. Czyli wspblrzedne ¢(ez) w bazie st to (0,—1). Stad az; = 0,
natomiast ag 2 = —1. Wnioskujemy wiec, ze szukana macierz to:

1 0
0 -1/’
Niech ¢ : V' — V. Od tej pory przez macierz przeksztalcenia ¢ w bazie A

bedziemy rozumieli macierz tego przeksztalcenia w bazach A, A.

Przyklad 32. Macierz obrotu o 30° w R? zapisuje sie jako:

1)

Do tej pory nie widac jeszcze, jak korzystamy z faktu, ze macierz zdefinio-

m‘g \
. Lo

wali$my jako tablice. Zdefiniujemy teraz operacje na macierzach, ktérej opano-
wanie znacznie utatwia graficzny sposéb zapisu macierzy.
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Definicja 33. Niech A = (a; ;), B = (b; ;) beda macierzami o wymiarach n x m
oraz m x l. Wéwczas przez AB rozumiemy macierz n x ! o wyrazach (c; ;),
gdzie dla dowolnych indekséw 4, j zachodzi réwnos¢:

m
Cij = E @i kbl -
k=1

Innymi stowy: macierz AB to macierz, w ktérej wyraz na miejscu (¢, j) wy-
znaczamy w nastepujacy sposob: bierzemy i-ty wiersz macierzy A oraz j-ta
kolumne macierzy B, przyktadamy jedno do drugiego tak, zeby lewy kraniec
wiersza znajdowat si¢ na gérze kolumny, mnozymy po wspoérzednych i dodaje-
my uzyskane iloczyny. W razie probleméw ze zrozumieniem, na czym polega
ta operacja, warto by¢ moze sprébowacé obejrze¢ animacje w sieci.

Przyklad 34.

1 2 56\ (15427 1-6+2-8\ (19 22
3 4 78 ) \ 3.5+4-7 3-6+4-8. ) \ 43 50.

Na koniec podamy jedno stwierdzenie, ktére wyjasnia zwigzek miedzy ma-
cierza przeksztalcenia liniowego a samg macierza.

Definicja 35. Niech v € V bedzie dowolnym wektorem, za§ A = (vy,...,vy)
- skoriczong bazg przestrzeni V. macierza wspélrzednych wektora v w bazie
A nazwiemy macierz o wymiarach n x 1, w ktérej na miejscu (i, 1) stoi i-ta
wspotrzedna wektora v w tej bazie.

Przyktadowo, macierz wspéirzednych wektora e; w bazie standardowej w
R3, to

0
1
0

Stwierdzenie 36. Niech ¢ : V' — W. Niech A bedzie dowolng bazg w V, natomiast
B —dowolng bazg w W. Jesli A jest macierzq ¢ w bazach A, B, za$ v — macierzq wspot-
rzednych v w bazie A, to Av jest macierzq wspotrzednych wektora ¢(v) w bazie B.

Powyzsze stwierdzenie tatwo zastosowaé w konkretnej sytuacji.

Przyklad 37. Znajdziemy obraz wektora (15,17) po obrocie o 30°. Sprowadza
sie to do ustalenia, jakie sg jego wspétrzedne w bazie standardowej. Wektor ten
ma w bazie standardowej wspétrzedne 15, 17. Wiemy tez, jak wyglada macierz
obrotu o 30° w bazie standardowej. Wystarczy wiec wykona¢ mnozenie:

V3 15 154317
2 ) _ 2
17 - 15+;7\/§

17

N [=
o
Wro|—



Zadania

Zadanie 16. Niech ¢ : V' — W bedzie odwzorowaniem liniowym oraz na W.

Niech ¢ : W — U bedzie odwzorowaniem liniowym. Udowodnij, ze 9 o ¢ tez

jest liniowe.

Zadanie 17. Znajdz macierze nastepujgcych przeksztalcern w bazie standardo-

wej:

5.

6.

. Identycznosé w R¥.
. Obrét 0 45° wokét osi OX w R3.
. Przeksztalcenie dane wzorem ¢(z,y, z) = z.

. Przeksztalcenie dane wzorem ¢(z,y, z) = (z,y, ).

Obrét o dowolny kat o w R?.

Symetria wzgledem plaszczyzny lin(ez, e3) w R3.

*Zadanie 18 (Dos¢ wazny przyklad). Znajdz macierz obrotu o kat 6 wokét pro-

stej lin(v) w bazie (v, v’,v"”) przestrzeni R?, gdzie v, v, v s3 wzajemnie prosto-

padle i tej samej dtugosci.

Zadanie 19. Pomnéz macierze:

(me)()

2.

5 —e

0o 7 11
-l 2 =2

1 23 -2

1 3

1 11 1 11
111 ]1-11 11
1 11 1 1 1
1 1 11

0 01 1
0 0 1 0 0 1
11 1 1
011 0 1
0 01 0 0

~————— O =
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Zadanie 20. Pokaz, ze dowolne przeksztalcenie liniowe ¢ : R — R jest zadane
wzorem

o(x) = cx

dla pewnego ¢ € R.

Zadanie 21. Znajdz obraz nastepujacych wektoréow w R? po obrocie o kat %
wokét osi OZ.

1. (1,2,3).

2. (1,0,1).

3. (-1,0,5).
*Zadanie 22. Niech V bedzie przestrzenig liniowg. Pokaz, ze jesli uktad wek-
toréw vy, ..., v, € V ma nastepujacg wlasnos¢:

dla dowolnej przestrzeni liniowej W i dowolnej funkgji ¢ : {vq,...,v,} = W
istnieje doktadnie jedno przeksztalcenie liniowe ¢’ : V' — W takie, ze
¢/ r{vl,.“,vn}: ¢

towi,...,v, jestbaza V.

2.1 Zajecia 26.X

Konwencja 1. Od tej pory piszac ¢ : V. — W bedziemy mieli zawsze na my-
sli, ze ¢ jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni liniowych V i W. Wszelkie
odejscia od tej umowy beda sygnalizowane.

WprowadZzmy jedne z wazniejszych poje¢, stuzacych do badania przeksztat-
ceni liniowych.

Definicja 38. Niech ¢ : V — W.

1. Jadrem ¢ nazywamy przeciwobraz wektora zerowego przestrzeni W przy
przeksztatceniu ¢, tj.

¢~ 0) ={veV [ ¢(v) =0}
Jadro ¢ oznaczamy przez ker ¢.

2. Obrazem ¢ nazywamy obraz przestrzeni V przy przeksztalceniu ¢, tj.
V] ={weW | eV ¢w) =w}

Obraz ¢ oznaczamy przez ime.
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Przyklad 39. Przypomnijmy, Ze przez e; oznaczamy wektory bazy standardo-
wej R™ (zob. Przyktad

o Jeslim:R* — R3,
ﬂ-(x7 y7 Z’ U) = (x7 y7 Z)7
to ker 7 = lin{es}, a imm = R3.
o Jeslim: R? — R4,
W($7 y’ Z) = (x7 y’ Z7 O)’
to kerm = {0} iimnm = lin{ey, e2, €3}
e Jesli p jest obrotem R® wokot osi lin{(1,0,0)} o kat 6, to ker¢ = {0} i
im¢ = R3.

Uwaga 40. Niech ¢ : V. — W. ker ¢ i im¢ to podprzestrzenie liniowe V i W
odpowiednio. Faktycznie, sprawdzmy, ze im¢ jest domkniete na dodawanie:
niech w1, wp bedg wektorami z im¢. Wtedy z definicji istniejg vi, v € V takie,
ze

P(v1) = w1, P(v2) = wo
Wtedy na mocy liniowosci ¢(vi + v2) = ¢(v1) + ¢(v2) = w1 + we, zatem vy +
vy $wiadczy o tym, Zze w; + we € im¢. Sprawdzenie pozostatych warunkéw
pozostawimy jako ¢wiczenie.
Uwaga 41. Niech ¢ : V' — W. Jesli vy,...,v, rozpina V, to ¢(v1),...,d(vy,)
rozpina im¢. Faktycznie, niech w € im¢. Wtedy istnieje v € V takie, ze ¢(v) =
w. Z zalozenia, istniejg a1, . .., a, takie, ze

V=a1V1 + ...+ anv,
Stad, z liniowosci ¢, mamy

w=0¢v) = Plav+...+ayv,) =
= a1¢(1)1) + ...+ an¢(vn)

liniowos¢ ¢
Zatem w € lin{¢p(v1),...,P(v,)}.
Ponizsze stwierdzenie jest jednym z wazniejszych w tym rozdziale:
Stwierdzenie 42. Niech ¢ : V — W iniech vy, ..., V5, Unyt1, ..., Untk bedzie bazg

V takg, Ze v1, ..., vy, jest bazg V. Wtedy ¢p(vny1), ..., ¢(vntr) jest bazg dla ime

Dowdd. Ustalmy wszystko jak powyzej. Musimy pokazaé, ze ¢(vp41), - - -, @(Nntk)
rozpina im¢ i jest liniowo niezalezny. Dla dowodu tego pierwszego ustalmy do-
wolny w € im¢. Wtedy z definicji istnieje v € V taki, ze

¢(v) = w
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Skoro vy, ..., v, jest baza V, to istniejq a4, . . ., a, 1, takie, Zze
V=a1V1 + ...+ QptkUntk
Na mocy liniowosci ¢ i tago, ze v, . .., v, s z jadra ¢ dostajemy:

w=¢) = ¢larvr+...anikVntk) =
= al(b(vl) + ...+ an¢(vn) +an+1¢(vn+l) + ...+ an+k¢(vn+k) =
=0
= p10(Vnt1) + oo+ Gk P(Vntk)

Zatem w € lin{¢(vn11),...,P(Vntr)}

To teraz liniowa niezalezno$¢: przypusémy, ze
b1d(vn+1) + - + be@(vnyk) =0
Wtedy z liniowosci ¢, ¢(b1vy41 + ... + bpvpti) = 0, stad
b1Vnt1 + ...+ brpvpyr € ker ¢
Skoro vy, ..., v, rozpina ker ¢ to istniejg a1, . . ., aj, takie, ze
b1Vpt1 + .o F bpUpyr = @101 + ...+ apvy
Poniewaz jednak vy, . .., vn4k jest baza, to
ag=...=a,=by=...=b, =0,

co bylo do wykazania. O

Wyciggnijmy bardzo wazny
Whiosek 43. Niech ¢ : V — W. Wtedy

dimV = dimim¢ + dim ker ¢

Dowéd. Faktycznie, zauwazmy, Ze na mocy powyzszego stwierdzenia, mamy,
ze baza im¢ liczy dim V' — dim ker ¢ wektoréw. To wystarczy. O

Przyklad 44. Niech o : R? — R? bedzie zadane
o(u,v) = (u+v,2u + 2v)

Latwo sprawdzi¢, ze ker¢ = {(u,v) € R?* | u = v} = lin{(1,1)}. Latwo
sprawdzié, ze wektor (1,0) dopetnia te baze jadra do bazy R?. Zatem o (1,0) =
(1,2) jest bazg ime.
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Definicja 45. Niech ¢ : V — W

1. ¢ jest monomorfizmem jesli ¢ jest réznowartoéciowe.

2. ¢ jest epimorfizmem jesli im¢ = W.

3. ¢jest izomorfizmem jesli jest monomorfizmem i epimorfizmem zarazem.
Przyklad 46. e 7:R*® — R zdefiniowane 7(z,y, z) = z jest epimorfizmem.

e Niech R[X] bedzie przestrzenig wielomianéw. Przeksztalcenie o : R? —
R[X] zdefiniowane
o(a,b) =aX +b

jest monomorfizmem.

e Obrot R? o kat 0 jest izomorfizmem.

Sformutujemy teraz banalng uwagg, ktéra, w polgczeniu z dotychczasows
naszg wiedza, ma bardzo niebanalne konsekwencje.

Uwaga 47. Jesli ¢ : V — W iker ¢ = {0}, to ¢ jest monomorfizmem. Istotnie,

przypusémy, ze

dla pewnych u,v € V. Wtedy z liniowosci
ou—v)=0

Stad u — v € ker ¢. Na mocy zalozenia, ze ker ¢ = {0} dostajemy, ze v — v = 0,
czyliu = wv.

Whiosek 48. Jesli ¢ : V. — W jest epimorfizmem i dimV = dim W, to ¢ jest

izomotfizmem.

Dowdd. Faktycznie, wystarczy sprawdzi¢, ze ¢ jest monomorfizmem, a zatem,
ze ker ¢ = {0}. Alejesli ¢ jest epimorfizmem, to im¢ = W, stad na mocy Wnio-
skul3li zalozenia

dimV = dimker ¢ + dimim¢ = dimker ¢ + dim W = dimker ¢ + dim V'
Stad dim ker ¢ = 0, a zatem ker ¢ = {0}. O

Whiosek 49. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg i dim V' = n. Wtedy V jest izo-
morficzne z R™.
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Dowédd. Oczywiscie dimR™ = n. Na mocy poprzedniej uwagi wystarczy zna-
lez¢ epimorfizm V' — R™. Ustalmy baze vy, ..., v, przestrzeni V i zdefiniujmy
funkcje
¢'(vi) =ei,1<i<n
gdzie ey, ..., e, jest bazg standardowg R". Na mocy Stwierdzenia 28| ¢ rozsze-
rza sie do przeksztalcenia liniowego ¢ : V' — W. Poniewaz dla dowolnego 14,
e; € img, wiec
im¢ = R",

stad ¢ jest epimorfizmem, a nasz dowdéd jest zakoriczony. O

Wniosek 50. Dowolne dwie przestrzenie liniowe tego samego wymiaru sq izomorficz-
ne.

Whniosek 51. Niech dimV = nidim W = k. Przestrzei przeksztatceri liniowych z
V' do W jest izomorficzna z przestrzenig macierzy o wymiarach k x n.

Dowéd. Namocy powyzszego wniosku wystarczy sprawdzic¢, ze obydwie prze-
strzenie majg ten sam wymiar. Zauwazmy, ze rodzina macierzy

ert = (@i j)i<k,j<n;

gdzie
{ ljeslii =k,j =1
a; i =
Owp.p.
jest baza przestrzeni macierzy (pozostawimy to jako fatwe ¢wiczenie). Ustal-
my bazy v1, ..., v, przestrzeni Viws, ..., wy przestrzeni W. Zdefiniujmy prze-
ksztalcenie ¢; ; zadane na bazie

bij(vi) = wj
¢ij(v) = Odlal#1

Sprawdzenie, ze tak zdefiniowane ¢; ; stanowig baze przestrzeni przeksztatcen
V — W pozostawimy jako ¢wiczenie. Stad obydwie przestrzenie majg wymiar
réwny n - k. Zatem sg izomorficzne. O

Konwencja 2. Od tej pory i na wiek wiekéw, przestrzen przeksztatceni linio-
wychzV do W bedziemy oznaczaé przez L(V, W), a przestrzefi macierzy M, x.

Uwaga 52. Ustalmy V i W wymiaru n i kK odpowiednio i bazami V i W. Niech
®i.5, €i,; beda bazami przestrzeni L(V, W) i My, jak w powyzszym twierdze-
niu. Oczywiscie istnieje wiele (ile dokladnie?) izomorfizméw L(V, W) na My,
ktére przeprowadzajg baze ztozona z ¢; ; na baze ztozong z e; ;. Wéréd nich je-
den jednak sie narzuca, mianowicie ten zadany przez

Gij > €
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Zauwazmy, ze przy tym izomorfizmie przeksztalcenie ¢ € L(V, W) przechodzi
na macierz M (¢)}Y. Dow6d tej obserwacji pozostawimy jako ¢wiczenie.

Definicja 53. Niech ¢ : V — Wiy : W — Y. Zlozenie przeksztalcen ¢ i ¢, to
przeksztatcenie

Yop:V — Y

vos) = V(o)

We Whniosku [51| widzieliémy, ze przestrzeni macierzy jest izomorficzna z
przestrzeniq liniowg przeksztalcen liniowych. Pozostaje pytanie: jakie dziata-
nie na macierzach odpowiada sktadaniu przeksztatcen. Poprzedzimy to jednak
jedna uwagg dotyczacg algebry macierzy

Uwaga 54. Wypisujac odpowiednio diugie napisy mozna przekona¢ sie, ze
mnozenie macierzy jest taczne, tj. dla dowolnych macierzy A, B, C' rozmiaru
n X k, k x 1,1 x m odpowiednio, mamy

A-(B-C)=(A-B)-C

Ponadto mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem ich dodawania: dla
dowolnych A rozmiarun x ki B, C rozmiaru k X | mamy

A-(B+C)=A-B+A-C *)
Podobnie, jedli c € R, to mamy
A-(c-B)=(c-A)-B ()

Ustalmy teraz przestrzenie liniowe V' i W z bazami V, W i wymiaru odpowied-
nio k i n. W szczeg6Inosdci, jesli | = 1, to B i C reprezentujg pewne wektory
przestrzeni V,a A - Bi A - C pewne wektory przestrzeni W. Mozemy zatem
my3le¢ o A jako o funkgji

Vv = W

v = A-wv

i (*) stwierdzajg wtedy, ze takie przeksztalcenie jest liniowe. Latwo przeko-
na¢ sie, ze jest to doktadnie przeksztalcenie ¢ : V — W, takie, ze A = M (¢)}.

Stwierdzenie 55. Niech ¢ : V - W, W =Y iV, W, Y bedg bazami V, W iY
odpowiednio. Wtedy
M(p o §)y = M(¢)3y, - M(6)7
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Dowdd. Ustalmy wszystko jak powyzej. Z definicji ztozenia dla dowolnego v €
V mamy

¥o¢(v) = P((v))
W bazie ), na mocy Stwierdzenia wspéirze;dne wektora v w bazie ), to
M(@)y - (M(@)Y V)
Na mocy facznosci (Uwaga[54) powyzszy wektor jest réwny
(M) M(¢)y) v

Stad, na mocy jednoznacznosci odwzorowania ¢ — M (4)y, musi by¢

M()3y, - M(¢)Y = M (3o ¢)3)

2.1.1 Zadania

Zadanie 23. Dokoricz dowod Uwagi 40}

Zadanie 24. Znalez¢ macierze przeksztalcen z Przykladu 39

1. w bazach standardowych.
2. w bazie standardowej i bazie v; = (1,...,1) —e;, i < n.

Zadanie 25. Znalez¢ macierz przeksztalcenia o z punktu drugiego Przykiadu
6l w bazach {e;,eo} C R?i {1, X} C R[X].

Zadanie 26. Udowodnij Wniosek[50]
Zadanie 27. Uzupelnij dow6d Wniosku 51}
Zadanie 28. Policz izomorfizmy z Uwagi

Zadanie 29. Latwo przekonaj sie o tym, o czym fatwo przekonac¢ si¢ w Uwadze
54

Zadanie 30. Wskaz przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R?, dla ktérego im¢ C
ker ¢.

Zadanie 31. Niech ¢™ oznacza

¢po...00

nrazy ¢

Udowodnij, ze im¢ C ker ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ¢* = 0. Znajdz macierz
A € My, taky, ze A% = 0.
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Zajecia 09.XI

Zanim przejdziemy do dalszego rozwijania teorii przestrzeni liniowych i ich
przeksztalcen, czeka nas krétkie interludium poswiecone operacjom, ktére moz-
na wykonywa¢ na samych macierzach. Rozwiniecie teorii tych operacji pozwoli
nam potem dokonywa¢ uzytecznych rachunkéw stuzacych badaniu pytan geo-
metrycznych. Rozpoczniemy od zdefiniowania pewnego szczegélnego ksztaltu
macierzy:

Definicja 56. Powiemy, ze macierz A jest w postaci schodkowej, jesli kazdy
zerowy wiersz tej macierzy znajduje si¢ ponizej wszystkich wierszy niezero-
wych oraz dla dowolnego i, jesli j jest najmniejszym wskaznikiem, dla ktérego
a; ; # 0, zas j’ jest najmniejszym wskaznikiem, dla ktérego a;41 ;- # 0, to j' > j.
Innymi stowy, pierwszy niezerowy wyraz w danym wierszu jest polozony na
lewo od pierwszego niezerowego wyrazu w kolejnym wierszu.

Powiemy, ze macierz A jest w zredukowanej postaci schodkowej, jesli jest

w postaci schodkowej, a ponadto w kazdym wierszu pierwszym niezerowym
wyrazem jest 1 i jest to jedyny niezerowy wyraz w danej kolumnie.

Bardzo tatwo zrozumie¢, czym sg macierze w postaci schodkowej na przy-
ktadzie:

10 5 4 1
. 0 0 12 - . . .
Przyklad 57. 1. Macierz jest w postaci schodkowej,
0 0 0 -17
00 0 0

ale nie zredukowane;j.

10
2. Macierz ( 0 1 > jest w postaci schodkowej zredukowane;.

01
3. Macierz ( 1 0 ) nie jest w postaci schodkowej.

Definicja 58. Przez operacje elementarne na wierszach macierzy rozumiemy
nastepujace dziatania:

1. Dodanie do siebie dwéch réznych wierszy.
2. Pomnozenie wiersza przez liczbe rzeczywistg r6zng od zera.

3. Zamiana dw6ch wierszy miejscami.

Za pomocy operacji elementarnych mozna kazda macierz sprowadzi¢ do
postaci schodkowej zredukowanej. Rozwazenie kilku przyktadéw catkowicie
wyijasnia dlaczego tak jest. Formalnie fakt ten mozna uzasadni¢ przez indukcje
po liczbie wierszy.
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Fakt 59. Kazdg macierz mozna sprowadzi¢ do postaci schodkowej zredukowanej za
pomocq operacji elementarnych.

Przyklad 60. Sprowadzimy do postaci schodkowej zredukowanej macierz:

1
4
7

co Ot N
o O W

Odejmijmy od drugiego wiersza pierwszy wiersz pomnozony przez 4, a od
trzeciego wiersza pierwszy wiersz pomnozony przez 7. Otrzymujemy:

1 2 3
0 -3 -6
0 -6 -—12

Odejmijmy od trzeciego wiersza drugi wiersz pomnozony przez 2. Mamy:

1 2 3
0 -3 -6
0 O 0

Pomnézmy drugi wiersz przez (—3). Otrzymujemy:
1 2 3
01 2
0 0 0

Odejmijmy wreszcie od pierwszego wiersza drugi wiersz pomnozony przez
2. Dostajemy:

1 0 -1
01 2
0 0 O

Ostatnia macierz jest juz w postaci schodkowej zredukowane;.

Nietrudno zauwazy¢, ze niezerowe wiersze macierzy w postaci schodko-
wej zredukowanej sa liniowo niezalezne: dowolna liniowa zalezno$¢ miedzy
nimi pozwolitaby okresli¢ liniowg zaleznos¢ miedzy tymi fragmentami wier-
szy, ktére majg wyraz 1 na doktadnie jednym miejscu i 0 na wszystkich innych.
W zwigzku z tym schodkowanie macierzy pozwala szybko ustalag, ile jest wek-
toréw liniowo niezaleznych w danych zbiorze skoficzonym.

Jest tez jasne, ze jesli pomyslimy o wierszach macierzy jako o wektorach
pewnej przestrzeni, to operacje elementarne nie zmieniajag wymiaru podprze-
strzeni rozpigtej przez te wektory.

Mozemy podsumowac te uwagi ponizszym stwierdzeniem:
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Stwierdzenie 61. Niech vy, ..., v, bedg dowolnymi wektorami w pewnej przestrzeni
skoriczenie wymiarowej V. Niech A bedzie macierzg, ktorej wierszami sq wspotrzed-
ne wektordw vy, . . ., v, w pewnej ustalonej bazie A. Wowczas dimlin(vy, ..., v,) to
doktadnie liczba niezerowych wierszy macierzy A’ powstalej przez zeschodkowanie ma-
cierzy A.

Schodkowanie macierzy daje tez efektywng metode rozwigzywania ukla-
déw réwnan liniowych.

Przyklad 62. Powiedzmy, ze chcemy znalez¢é wszystkie takie (x, y, z), ktore sta-
nowig rozwigzanie ukltadu réwnan liniowych:

Il
S o

r+2y+3z2 =
4x + 5y + 62

Uklady réwnan takie jak powyzej, w ktdrych wszystkie wyrazy wolne wy-
nosza 0 nazywamy jednorodne. Opiszemy najpierw na przykladzie, jak roz-
wigzuje sie wlasnie takie uktady rénan liniowych.

Zauwazmy, zejesli (z, y, z) spelnia powyzszy uklad réwnan, to spetnia réw-
niez kazde z réwnar, jak réwniez kazde z réwnan powstatych przez przemno-

zenie powyzszych réwnan przez liczbe rzeczywista.

Co wiecej, mozemy zauwazy¢, ze dowolne (z,y, z), ktére bedzie spelniato
oba powyzsze réwnania bedzie tez spetnia¢ ich sume. Stwierdzamy wiec na
koficu, ze jesli rozwazymy macierz wspétczynnikow:

1 2 3
4 5 6 )

to operacje elementarne na wierszach nie zmienig zbioru rozwigzan powyzsze-
go uktadu réwnan.

Powyzsza macierz po sprowadzeniu do postaci schodkowej przybiera na-

1 0 -1
01 2 )

A to pozwala nam na prosty opis zbioru rozwigzan. Mienowicie otrzymu-

stepujacy postac:

jemy uklad réwnan:
r—z = 0
y+2z = 0.

28



Czyli z = 2z, ay = —2z. Wynika stad, Ze rozwigzania powyzszego uktadu
réwnan tworza jednowymiarowg przestrzen liniowa, w ktérej sktad wchodza
wszystkie wektory postaci (¢, —2t,t), dla ¢ € R, innymi stowy lin((1, -2, 1)).

Rozwigzania uktadéw réwnar tworzg przestrzen liniowg tylko dla uktadéw
jednorodnych, ale na szczeScie rozwigzywanie uktadéw réwnan niejednorod-
nych jest réwnie proste. Powiedzmy, ze chcemy znalez¢ wszystkie takie (z, y, 2),
dla ktérych:

r+2y+3z =
4x + 5y + 62

I
SN

Ponownie zapisujemy to rownanie jako macierz:

1 2 3|7
4 5 6|8 )

Ponownie mozemy jg sprowadzi¢ do postaci schodkowej zredukowanej:

(10-13)
20 |-
01 2|2

Znéw otrzymujemy zgrabny opis rozwigzan powyzszego uktadu réwnan,

mianowicie x = z + _Tlg, za§y = —2z + 23—0. Czyli rozwigzania to doktadnie

wektory postaci (t+ =32, =2t + 22, t) dla dowolnych ¢ € R. Innymi stowy jest to

zbiér wektoréw v + (=32, 22 0), gdzie v € lin((1, -2, 1)). Zbiér ten bedziemy

3 030
tez oznaczac przez lin((1, -2,1)) + (52, 2, 0).

Odnotujmy na konicu, ze rozwigzania jednorodnych ukladéw réwnan linio-
wych stanowia zawsze przestrzen liniowa. Podobnie rozwigzania dowolnych
uklad6éw réwnar sg zawsze postaci V + w, gdzie V jest przestrzenig liniows, a
w jest pewnym wektorem.

Kontynuujemy badanie algebraicznej struktury macierzy. Wiemy juz, ze po
ustaleniu bazy przeksztalcenia w danej przestrzeni skoriczenie wymiarowej V'
odpowiadaja jednoznacznie macierzom kwadratowym o wymiarze dim V' x
dim V. (Wniosek[51)) Fakt ten pozwala nam fatwo uzyskac przydatne informacje
o operacjach na macierzach.

Stwierdzenie 63. Dia dowolnego n istnieje taka macierz I, ze dla dowolnej macierzy
A rozmiaru n x n zachodzi réwnosé: AI = IA = A.
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Dowdd. Ustalmy n i rozwazmy dowolng przestrzen n-wymiarowa V. Niech id
oznacza przeksztalcenie tozsamosciowe tej przestrzeni (czyli takie przeksztal-
cenie, ze id(v) = v dla dowolnego v € V. Dla dowolnego przeksztalcenia
¢ : V — V zachodzi wéwczas rOwnos¢:

poid=ido¢d =9,

co wynika w oczywisty spos6b z definicji przeksztalcenia tozsamosciowego.
Ustalmy dowolng baze vy, ..., v, przestrzeni V. Niech I bedzie macierza id w
tej bazie. Z odpowiednioéci miedzy mnozeniem macierzy w ustalonej bazie, a
sktadaniem przeksztalcen (Stwierdzenie [55) wynika, ze macierz I spelnia toz-

samos$¢ w tezie stwierdzenia. O

Chcemy jeszcze sprawdzié, czy macierz I jest okre$lona jednoznacznie. Pri-
ma facie do jej ustalenia konieczny byt uprzedni wybér bazy. Przyjmijmy jednak,
ze wybralismy baze (v1, ..., v,). Wowczas dla dowolnego j mamy id(v;) = v;,
czyli id(v;) ma w wybranej przez nas bazie wspétrzedne (0,...,0,1,0,...,0),
gdzie jedyna znajduje sie na j-tym miejscu. Na mocy definicji macierzy prze-
ksztalcenia znaczy to, ze macierz przeksztalcenia id w tej bazie miata postac:

niezaleznie od wyboru bazy.

Skoro wiemy juz, ze w zbiorze macierzy kwadratowych rozmiaru n x n
istnieje jedynka wzgledem mnozenia macierzy, mozemy spyta¢, czy operacja
mnozenia macierzy jest odwracalna.

Definicja 64. Niech A bedzie dowolng macierzg rzeczywista wymiaru n x n.
Powiemy, ze macierz B jest odwrotna do A, jesli spelnione sa réwnosci:

AB=BA=1.
Macierz odwrotng do A oznaczamy A~

Operacje odwracania mozna tez zdefiniowac¢ dla przeksztalcen liniowych w
spos6b znany z kurséw logiki.

Definicja 65. Niech ¢ : V' — V bedzie dowolnym przeksztalceniem liniowym.
Powiemy, ze v jest odwrotne do ¢, jesli

pov=1od=id.

Latwo mozna pokazag, ze dla kazdego izomorfizmu istnieje przeksztalcenie
odwrotne.
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Stwierdzenie 66. Niech ¢ : V. — V bedzie dowolnym izomorfizmem liniowym.
Woéwczas istnieje przeksztafcenie liniowe ¢ : V- — V odwrotne do ¢.

Zanim przejdziemy do dowodu poczynmy dwie uwagi: po pierwsze, sko-
ro ¢ jest bijekcja, to istnienie pewnej funkdji 1, ktéra spelnia teze stwierdzenia
wynika z czysto teoriomnogosciowych rozwazan. Nieoczywista jest tylko linio-
wosc. Po drugie, zastrzezmy, ze niekiedy teza powyzszego twierdzenia stuzy za
definicje izomorfizmu liniowego.

Dowdd. Niech V bedzie przestrzenig liniowa, a vy, ..., v, pewna jej baza. Wie-
my, ze izomorfizm przeksztalca dowolng baze na baze, a zatem ¢(v1), . .., p(vy)
tez jest baza.

Wiemy, ze przeksztalcenie liniowe mozna jednoznacznie okresli¢ zadajac je-
go wartosci na dowolnej bazie. Niech wiec 1) bedzie jedynym takim przeksztal-
ceniem liniowym, ze dla dowolnego j:

Y(p(vy)) = vj.

Twierdzimy, ze ¢ o ¢y = id. Istotnie, widzimy, ze dla dowolnego j

id(vj) = vj,

a okreélenie warto$ci na bazie definiuje przeksztalcenie liniowe jednoznacz-
nie. Czyli
Yo¢=id.

Podobnie pokazujemy, ze ¢ o ¢ = id. O

Ponownie mozemy skorzysta¢ z odpowiednio$ci migdzy mnozeniem ma-
cierzy a skltadaniem przeksztalcen w ustalonej bazie, zeby wysunaé wniosek
na temat algebraicznych wtasnosci macierzy.

Whiosek 67. Niech A bedzie macierzq izomorfizmu ¢ : V- — V w bazie A (tzn. niech
A bedzie macierzqg ¢ w bazie A, a ¢ niech bedzie izomorfizmem.) Wowczas istnieje
macierz odwrotna do A.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze macierz przeksztalcenia odwrotnego do ¢ w
bazie A spelnia definicje A~!. O

Wiemy juz, ze w wielu przypadkach mozna odwraca¢ macierze. Nie jest

wciaz jasne, jak to robié. Aby dokonywaé rachunké6w na macierzach, bedziemy
wiec musieli ustali¢ dwie kwestie:
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1. Jak sprawdzi¢, czy macierz A jest macierza izomorfizmu w pewnej bazie?

2. Jeslijest, to jak znalez¢ macierz odwrotng?

Odpowiedz na oba pytania okazuje si¢ prosta. W tym celu bedziemy mu-
sieli powréci¢ do schodkowania macierzy. Zacznijmy od prostej obserwacji, ze

operacje elementarne same odpowiadajag mnozeniu przez pewna macierz.

Stwierdzenie 68. Dla kazdej z trzech operacji elementarnych i dowolnego n istniejg
takie macierze Q, Ze dla dowolnego k i dowolnej macierzy A rozmiaru n x k macierz
QA jest réwna macierzy A’

Dowdd. Pokazemy, ze istnieje macierz Ej,, taka, ze dla dowolnej macierzy A
rozmiaru n X n macierz Ey; A powstaje z macierzy A przez dodanie k-tego wier-

sza do [-tego wiersza.

Ustalmy dowolng baze vy, ..., v, w przestrzeni R". Niech v} : R" — R be-
dzie zdefiniowane w nastepujacy sposéb: v (v) to k-ta wspéirzedna wektora v
we wspomnianej bazie. Niech ¢ : R* — R" bedzie odwzorowaniem okreslo-
nym w nastepujacy sposob:

¢(v) = vi (V).

Niech 9 bedzie dowolnym innym odwzorowaniem R" — R". Zauwazmy,
ze ¢ o 9(v;) to wektor v} (1) (v;)vy, czyli wektor, ktérego I-ta wspéirzedna to k-
ta wspolrzedna wektora ¢ (v;), a wszystkie pozostate wspoétrzedne sg zerowe.
Na mocy definicji macierzy przeksztalcenia znaczy to, ze macierz ¢ o ¢) w bazie
V1, ..., v, tomacierz, ktérajedyne niezerowe wyrazy ma w [-tym wierszu, ktéry
stanowit k-ty wiersz macierzy przeksztatcenia 1.

Stwierdzamy wiec, ze dla dowolnego przeksztalcenia i) macierz przeksztat-
cenia
(id+o)oyp =9 +¢oi
to macierz przeksztalcenia 1) z k-tym wierszem dodanym do /-tego wiersza. Je-
sli wiec zdefiniujemy Ey, jako macierz odwzorowania (id+¢) wbazie vy, . . ., vy,
to stwierdzamy, ze Ej; ma zadang wlasnos¢.

Dowdéd istnienia macierzy pozostatych operacji elementarnych jest podobny
i pozostawiamy go jako ¢wiczenie. O
Szukajgc metody odwracania macierzy skorzystamy z nastepujacego stwier-

dzenia.

Stwierdzenie 69. Dla dowolnej macierzy A liczba liniowo niezaleznych kolumn tej
macierzy jest réwna liczbie liniowo niezaleznych wierszy tej macierzy.
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Z powyzszego stwierdzenia mozemy wywnioskowad, ze istnieje prosty test,
ktéry pozwala ustali¢, czy dana macierz jest macierzg izomorfizmu.

Stwierdzenie 70. Niech A bedzie dowolng macierzqg n x n. Wéwczas n jest macie-
rzq izomorfizmu dokfadnie wtedy, gdy jej posta¢ schodkowa zredukowana to macierz
identycznosci I.

Dowéd. Kazdy izomorfizm przeprowadza baze na baze, a zatem warto$ci wek-
toréw dowolnej bazy przy izomorfizmie stanowig uktad liniowo niezalezny.
Skoro A jest macierzg pewnego izomorfizmu ¢ w bazie vy, .. ., v,, to kolumny
macierzy A musza by¢ liniowo niezalezne, gdyz sa to po prostu wspétrzedne
wektorow ¢(v;).

Skoro liczba liniowo niezaleznych wierszy jest taka, jak liczba niezaleznych
kolumn, to macierz A ma n liniowo niezaleznych kolum, a zatem w postaci
schodkowej zredukowanej ma postac I. O

Latwo pokazaé, ze macierze, ktére majg odwrotnos¢, to doktadnie macierze
izomorfizmow.

Definicja 71. Macierz A rozmiaru n x n nazwiemy odwracalna, gdy istnieje
macierz A1

Zauwazmy, ze bez wprowadzania stwierdzenia moglibyémy podac réw-
nie proste kryterium ustalania, czy dana macierz jest odwracalna: wystarczylo-
by ustali¢, czy mozna dang macierz doprowadzi¢ do postaci I operacjami ele-
mentarnymi na kolumnach. Podaliémy to stwierdzenie, gdyz w praktyce ope-
racje elementarne przeprowadzamy raczej na wierszach (cho¢ bez szczegélnie
glebokich powodéw.)

JesteSmy gotowi poda¢ metode odwracania macierzy: zatézmy, ze A jest do-
wolng macierza n x n. Doprowadzamy jg operacjami elementarnymi do postaci
I. Niech @4, ..., Qn oznaczajg macierze kolejnych operacji elementarnych. Na
mocy zwigzku miedzy mnozeniem przez macierze operacji elementarnych a
stosowaniem tych operacji stwierdzamy, ze

ONQN-1---Q1A=1.

Ale znaczy to dokladnie, ze QnQn—1 - Q1 jest szukang macierzg A~1. Za-
uwazmy ponadto, Ze

QNQNn—1- Q1 =QNQN-1---CQ11,

ale prawa strona powyzszej réwnosci to zarazem efekt zastosowania kolejno
operacji elementarnych odpowiadajgcych macierzom @)1, @2, . . . , Q@ y do macie-
rzy I. Czyli wystarczy sprowadzi¢ macierz A do postaci schodkowej zreduko-
wanej, aréwnoczesnie stosowac te same operacje do macierzy /. Gdy A zostanie
sprowadzone do postaci I, macierz I zostanie sprowadzona do postaci A~ 1.
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Przyklad 72. Odwrécimy macierz

1 2
3.4 )
Wypiszmy powyzsza macierz oraz macierz jednostkowa I. W celu fatwiej-
szego Sledzenia wykonywanych operacji elementarnych wypiszemy je obok sie-

bie:
1 211 0
3 4|0 1 )°

Odejmujemy trzykrotno$¢ pierwszego wiersza od drugiego uzyskujac:

1 211 0
0 —-2(-3 1)

Dzielimy drugi wiersz przez (—2). Otrzymujemy:

12 0
0 1 2+ )

Odejmujemy dwukrotno$é¢ drugiego wiersza od pierwszego:

<10—21>
3 =1 |-
01|35 %

SprowadziliSmy nasza macierz do macierzy jednostkowej I. Stwierdzamy

N[ =

zatem, Ze efekt zastosowania tych samych operacji elementarnych do macierzy
I, czyli szukana przez nas macierz odwrotna, to:

-2 1
3 _1 ’
2 2

Zadanie 32. Opisz wszystkie rozwigzania uktadu réwnan:

Zadania

1+ 1709 — 43 — x4 = 1
41‘1 - 6$3 = 6
2$2 + 8504 = 4

Zadanie 33. Znajdz macierze odwrotne do nastepujacych macierzy:
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©w N =
N N /N
= O w\»—tw‘% -3
o ® o
N~ ,\,‘&M‘IH N——
N~

0 0 1
4.1 0 1 0
10
1 11
51 1 1
11
1 2 3
6. | 2 1 2
3 2 1
1100
7.1100
0 0 01
0010
5 0 0
8.1 0 5 0
0 0 2

Zadanie 34. Udowodnij, ze dla dowolnych macierzy A, B rozmiaru n x n za-
chodzi wzor:
(AB) ' =B7tA"%

Zadanie 35. Udowodnij, ze macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest macierzg izomorfizmu w pewnej bazie.

Zadanie 36. Udowodnij, ze dla dowolnej macierzy odwracalnej A i dowolnej
macierzy C istnieje taka macierz B, ze

AB=_C.

Zadanie 37. Udowodnij, ze istniejg macierze wszystkich operacji elementar-
nych. Znajdz jawny opis macierzy operacji elementarnych.
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Zajecia 16. XI

Wiemy juz, jak ustaliwszy baze przypisa¢ odwzorowaniu liniowemu macierz.
Czesto (na og6t) bardziej niz macierz interesuje nas samo odwzorowanie, chcie-
liby$my wiec zrozumied zalezno$¢ miedzy macierzami przeksztalceri a rozma-
itymi bazami. Zauwazmy na poczatek, ze gdy znamy wsp6lrzedne wektora w
jednej bazie, to znalezienie jego wspoétrzednych w innej bazie sprowadza si¢ do
przemnozenia kolumny wspoéirzednych tego wektora przez pewng zdefiniowa-
ng juz przez nas macierz.

Definicja 73. Macierza zmiany bazy (zamiany wspoéirzednych) od bazy A do
B nazywamy macierz M (id)5.

Zanim uzasadnimy, czemu warto nazywaé wprowadzong powyzej macierz
macierzg zmiany bazy przypomnijmy stwierdzenie

Stwierdzenie 74. Niech ¢ : V' — W. Niech A bedzie dowolng bazg w V, natomiast
B —dowolng bazg w W. Jesli A jest macierzg ¢ w bazach A, B, za$ v — macierzq wspot-
rzednych v w bazie A, to Av jest macierzq wspdtrzednych wektora ¢(v) w bazie B.

Dowdd. Niech A = (v1,...,v,),B = (w1, ...,w,) bedg dwiema bazami w prze-
strzeni V. Niech A = (a,;) bedzie macierza ¢ w bazach A, B Niech v bedzie
kolumng wspétrzednych i-tego wektora bazy A w tejze bazie, czyli kolumng z
jedyna na i-tym miejscu i zerem w pozostatych miejscach.

Na mocy deficji a,; to j-ta wspoétrzedna wektora ¢(v;) w bazie 5. Pomno-
zenie opisanej wyzej kolumny wspétrzednych przez A daje w wyniku macierz
skladajacg sie z jednej kolumny, ktéra na j-tym miejscu ma liczbe a;;. Jest to
dokladnie kolumna wspéirzednych wektora ¢(v;) w bazie 5. Udowodnilismy
wiec stwierdzenie dla wektoréw bazy A.

Wystarczy zauwazy¢, ze jesli v jest dowolnym wektorem, to istniejg takie

wspodtczynniki ay, ze

n
v = E arUk.
k=1

A woéwczas
n
Av = E apAvy,
k=1
z czego juz tatwo wynika nasze stwierdzenie. O

Biorgc w szczegoélnosci ¢ = id mozemy latwo przekonac sie, jaki jest zwia-
zek macierzy zmiany bazy ze zmiang bazy.
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Whniosek 75. Niech A bedzie macierzg zmiany bazy od A = (vy,...,v,) do B =
(w1, ..., wy). Wowczas dla dowolnego wektora v jesli w jest kolumng wspétrzednych
wektora v w bazie A, to Aw jest kolumng wspélrzednych wektora v w bazie B.

Przyklad 76. Niech A = ((1,0), (5,7)). Niech st oznacza baze standardowg w
R?. Wowczas macierz przejécia z A do st to

[07)

Z drugiej strony (1,0) = 1(1,0) + 0(5,7), a (0,1) = —3(1,0) + 3(5,7), czyli
macierz przejscia z st do A to

1 -2 .

U

Jesli znamy macierz przejscia z bazy A do bazy B to tatwo tez znalez¢ ma-
cierz przejscia zbazy B do bazy A. Zanim pokazemy jak to zrobi¢ sformutujemy
nieco ogdlniejszy fakt.

Stwierdzenie 77. Dla dowolnych ¢ : U — V,4V — W oraz baz A, B,C w prze-
strzeniach odpowiednio U, V, W mamy:

Mg ()MZ(6) = MG(% 0 ¢).

Dowéd. Niech v € U bedzie dowolnym wektorem, a ¢ kolumng jego wspot-
rzednych w bazie A. Wiemy juz na mocy stwierdzenia 36} ze

M5 (¢)e

to kolumna wspélrzednych wektora ¢(u) w bazie B. Stosujac raz jeszcze to
samo stwierdzenie widzimy, ze

MEW) (ME(@)e)

jest kolumna wspdtrzednych wektora ¢ (¢(u)) w bazie C. Ale skoro dla do-
wolnego u oraz kolumny cjego wspétrzednych w bazie A w wyniku mnozenia:

M () MZ(6)

otrzymujemy kolumne wspéirzednych i o ¢(u) w bazie C, to stwierdzamy
biora¢ za u wektory bazowe bazy A, ze powyzszy iloczyn macierzy jest macie-
rzg M§ (1) 0 6). O
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Wniosek 78. Dla dowolnych baz A, B tej samej przestrzeni mamy:
M5B (id) = Mg\ (id)~*.

Dowdd.
ME(id) Mg (id) = ME(id),

przekonali$my sie juz, ze dla dowolnej bazy B macierz identycznosci M5 (id)
to macierz jednostkowa I. Skoro My (id) pomnozona przez M5 (id) daje w wy-
niku macierz jednostkowg I, to z definicji jest réwna macierzy M5(id)~*. O

Przyklad 79. Niech A = ((1,2,3), (4,5,6),(0,1,1)). Znajdziemy macierz przej-
Scia z bazy st do bazy A, czyli znajdziemy macierz, ktéra w kolumnach ma
wspolrzedne wektoréw bazowych st w bazie A. Aby to zrobi¢ wypisujemy naj-
pierw fatwo macierz M3!(id):

1
2
3

S U

0
1
1

Szukana macierz M (id) to odwrotno$é powyzszej macierzy, czyli

Przypusémy, ze znamy macierz odwzorowania ¢ w pewnej bazie i chcemy
pozna¢ jego macierz w pewnej innej bazie. Mozemy to tatwo zrobi¢ opierajac
sie na dotychczasowych rozwazaniach.

Stwierdzenie 80. Dia dowolnego ¢ : V' — V oraz dowolnych baz A, B przestrzeni
V' zachodzi réwnos¢:

Mg(9) = MZ(d)M(9) Mg (id)
MZ(¢)MZ(id)~".

Dowdd. Jest to bezposredni wniosek ze stwierdzenia O

Przyklad 81. Niech ¢ oznacza obrét o % wokol prostej lin((2,1,0)) w R3. Znaj-
dziemy macierz ¢ w bazie st czyli ME(¢).

Rozszerzmy ((2,1,0)) do bazy, w ktérej wszystkie wektory sa prostopadie,
na przykltad do A = ((2,1,0), (—1,2,0),(0,0,1)). Powtarzajac geometryczne ro-
zumowanie z przykiadu [32)stwierdzamy, Ze macierz ¢ w bazie A to po prostu:
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0 0
0 4 -}
0 4 4
Wiemy tez, ze
2 -1
MiGid)=1] 1 2
0 0 1

Odwracajac wypisang wyzej macierz wnioskujemy, ze:

2 1 9
A P
Mst (ld) = -3 5 0
0 0 1
A zatem wnioskujemy ostatecznie, Ze:
2 100 1 0 0 2 -1 0
Mio)=| -1 2 0 0 ¥ -1 12
1 V3
0 0 1 0 5 % 0 0 1
Zadania

Zadanie 38. Czy dla dowolnych ¢, : V' — V i dowolnych baz A, B przestrzeni
V zachodzi wzér: M5 (¢) = Mg (¢)~1?

Zadanie 39. Znajdz wspétrzedne wektora (1,0, 0) w bazach:
1. (1,2,3),(4,5,8),(1,3,1).
2. (0,1,1),(1,0,1),(1,1,0).
Zadanie 40. Znajdz macierz przejscia z bazy A do bazy B, gdzie:
1. A=((1,1,0),(1,0,—-1),(0,—-1,1)),B = ((2,3,4),(0,5,6),(1,2,3)).
2. A=((1,0,0),(0,1,0),(-2,0,1),B=((1,1,1),(1,0,1),(1,2,2).

Zadanie 41. Znajdz macierz obrotu o ¥ w R? w bazie ((1,0), (0, 3)) a nastepnie
w bazie ((1,1), (3, —3)).

Zadanie 42. Wiedzac, ze wektory (1,1,0,0), (1,-1,0,0),(0,0,1,1),(0,0,1,—-1)
s3 wzajemnie prostopadfe znajdz macierz obrotu o T w przestrzeni R* wokét
prostej 1in((0, 0, 1, 1)) bazie standardowe;.

*Zadanie 43. Zat6zmy, ze ¢ : V — V jest przeksztatceniem, ktére ma takg samg
macierz w kazdej bazie (tzn. M4 (¢) nie zalezy od wyboru bazy A). Udowodnij,
ze wowczas ¢ = a - id dla pewnego a € R.
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3 Wyznaczniki

3.1 Zajecia 23. XI

Zaczniemy tym razem od krétkiej gawedy, ktéra (mam nadzieje) pomoze lepiej
zrozumie¢ geometrie stojacg za wprowadzanymi w tym rozdziale pojeciami.
Zachecamy do sporzadzania rysunkéw w trakcie lektury.

Uwaga 82. Sposéb podejscia do problemu, ktéry tu prezentujemy, a ktéry jest
kluczowy dla zrozumienia metod algebry liniowej, jest w pewnym sensie prze-
ciwny do "szkolnego" sposobu patrzenia. "W szkole" najpierw rysujemy sobie
uktad wspélrzednych, a potem badamy figury, za pomocg wspéirzednych, kt6-
re zadaje nasz uktad. W podejsciu, ktére tu prezentujemy wychodzimy od abs-
trakcyjnych poje¢ "wektora", "réwnolegtoboku" itp., ktérych definicja jest nieza-
lezna od tego jak dobierzemy nasze wspélrzedne. Dobierajac na rézne sposoby baze
naszej przestrzeni wybieramy "sposéb patrzenia" na te obiekty.

Réwnolegtoscianem w R™ nazywamy wieloscian, ktéry ma n par réwnole-
gtych scian. (W R? to po prostu réwnolegtobok, a co to doktadniej znaczy w R”,
ze dwie plaszczyzny n — 1 wymiarowe sg réwnolegte pozostawimy do zasta-
nowienia.) Formalnie: je§li mamy zadanych n liniowo niezaleznych wektoréw
v1,. ..,V W przestrzeni R”, to réwnoleglo$cianem nazywamy zbiér wektoréw
zadanych przez sumy postaci

n
E tiv;
i=1

dla wszystkich ¢; takich, ze 0 < ¢; < 1. Naszym celem jest znalezienie wzoru na
liczenie objetoéci réwnolegltoécianéw o dobrych wtasnosciach algebraicznych.
Zacznijmy od przypadku przestrzeni jednowymiarowej, czyli prostej R (réw-
nolegloéciany w R to po prostu odcinki). Kazdy punkt w w € R wyznacza od-
cinek pomiedzy punktem 0 a w. ChcielibySmy Zeby dtugoscia takiego odcinka
byta "odleglos¢" pomiedzy 0 a w, w szczeg6lnosci powinna to by¢ jakas licz-
ba (biorac po prostu w dostaniemy wektor). Mozemy zatem ustali¢ jaka$ baze
R, tzn. niezerowy wektor, i popatrze¢ na wspétrzedna w w tej bazie. Niektdre
wybory bazy przyporzadkuja jednak w ujemna wspétrzednag (np., jesli jako ba-
ze wezmiemy —w, to w w tej bazie bedzie miat wspétrzedna —1). Moglibysmy
zastosowacd rozwigzanie brutalne i po prostu wzigé modut (wartos¢ bezwzgled-
ng) wspotrzednej wektora w w danej bazie. Zamiast tego, zastanéwmy sie jaka
informacje niesie ze sobg ujemny znak dlugosci takiego odcinka. Zauwazmy,
ze to czy w dostanie ujemng, czy dodatnig wspoétrzedng zalezy od tego, czy
wybierzemy wektor o tym samym znaku, co w, czy przeciwnym. Przyjmijmy
ponadto na potrzeby tego przyktadu nastepujacq definicje: wektory w, v na pro-
stej wskazuja w te sama strone jesli majg ten sam znak (jako liczby rzeczywiste).
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Wychodzi na to, ze na prostej w wskazuje w te samg strong, co v wtedy i tylko wte-
dy, gdy odcinek wyznaczany przez w ma w bazie v dodatnig dtugosé. Dokladnie
po to bedzie nam dopuszczenie mozliwosci ujemnej objetosci: poza informacjg
ile miejsca zajmuje dany obiekt w przestrzeni bedziemy chcieli wiedzie¢ jak na
niego patrzymy. Na prostej odpowiada to wskazaniu, w ktéra strone jest "prawo"
(wybraniu zwrotu na osi wspéirzednych). Ponadto wziecie po prostu wspol-
rzednej wektora w w danej bazie, a nie modulu tej wspétrzednej, ma te zalete,
ze przyporzadkowanie wektorowi jego objetosci jest przeksztatceniem liniowym.

Zanim przejdziemy do sytuacji z R? zastanéwmy sie jak mozna prostym
wzorem opisaé pole réwnolegltoboku wyznaczanego przez liniowo niezalezne
wektory vy, ve. Nietrudno sie przekonad, ze jesli, w bazie standardowej (e1, e2),
vy lezy "na prawo" od v, (wyobrazamy sobie, ze stoimy w poczatku ukladu
wsp6trzednych i obydwa wektory sg przed nami) i wektory te majg wspoétrzed-
ne (z1,y1) 1 (x2, y2) odpowiednio, to pole naszego réwnolegtoboku jest réwne

T1Y2 — T2yt 3)

Oznaczmy powyzsza liczbe przez v. Jesli wykonamy te samg operacje na
tych samych wektorach, ale zapisanych w bazie (e, e1), to otrzymamy

T2Y1 — T1Y2

a zatem —v. Oczywiscie jedna z tych liczb musi by¢ ujemna. Gdyby$my jednak
umoéwili sie, ze pierwszy wektor w naszej bazie wskazuje "gdzie jest prawo" (a
zatem i gdzie jest lewo, bo to w przeciwnym kierunku), a drugi, "gdzie jest géra"
(a zatem i gdzie jest d6t), to zauwazymy, ze jako prawy wektor musieliby$my
wziaé vg, ktérego wspélrzedne w tej bazie wynosza (y2, x2), a zatem obliczajac
pole dostalibysmy znéw liczbe v. Podobnie jak w wypadku R zauwazylismy, Ze
to czy dana para wektoréw wyznacza tak samo kierunki, jak druga ma zwig-
zek z tym, czy pola réwnoleglobokéw wychodza dodatnie, czy ujemne. To, co
zmienili$my zamieniajgc wektory miejscami, nazwiemy orientacjg naszej prze-
strzeni liniowej. W dalszej czeci powiemy, ze dwa uktady wektoréw v, ..., vy,
wy, . . ., Wy, Wyznaczaja te sama orientacje przestrzeni, jesli pole réwnolegloscia-
nu wyznaczanego przez vi,. .., U, W bazie wi, ..., w, jest dodatnie. Zanim to
zrobimy, musimy jednak zobaczy¢ jak wzér (3) uogélnia si¢ na wyzsze wymia-
ry. Do tego potrzebujemy jeszcze drobnego przygotowania.

3.1.1 Permutacje

Definicja 83. Ustalmy zbiér [n] := {1,...,n}. Permutacja [n] bedziemy nazy-
wac dowolng bijekcje tego zbioru. Zbiér permutacji [n] oznaczamy przez S,,.
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Jesli o jest permutacjg [n], takg, ze dla pewnych k < i <n

i dla pozostalych ! € [n| mamy o(l) = [, to 0 nazywamy transpozycja. Transpo-
zycje elementéw k, i zapisujemy w skrécie (k, 7). Przez id oznaczamy permuta-
cje identycznosciows.

Przyklad 84. Rozpatrzmy permutacje zbioru [3]. (Oczywiscie jest ich 6). Uzy-
wajac notacji z powyzszej definicji tatwo wskaza¢ cztery z nich:

1. id
2. 02 = (1,2) - permutacja zamieniajaca 1 i 2, a trzymajaca 3 w miejscu.
3. 03=(2,3) - permutacja zamieniajgca 2 i 3, a trzymajaca 1 w miejscu.

4. 04=(1,3) - permutacja zamieniajaca 11 3, a trzymajaca 2 w miejscu.

Pozostate permutacje, to cykle trojelementowe

0'5(1) = 2

0'5(2) = 3

0'5(3) = 1
oraz

0'6(1) = 3

0'6(2) = 1

0'6(3) = 2

05106 wygodnie jest zapisa¢ w postaci ciaggéw, odpowiednio (1, 2, 3) oraz (1, 3,2)
(pierwszy element przechodzi na drugi, drugi, na trzeci, a trzeci na pierwszy,
oczywidcie mozna zapisaé tak dowolnie diugie cykle). Zauwazmy, ze o5 jest
ztozeniem dwdch transpozycji, mianowicie

(1,2,3) = (3,2) 0 (1,3)

Podobnie og
(1,3,2) =(2,3) 0 (1,2)

Sprawdzenie tego pozostawimy jako tatwe ¢wiczenie na oswojenie si¢ z notacjg.

W powyzszym przykladzie widzieliémy, Ze kazdy element mozemy zapi-
sa¢ jako zlozenie pewnej liczby transpozycji. Da sie z niego wydoby¢ zreszta
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ogblng metode jak znajdowac taki rozklad: wezmy cykl, (1,2, 3), dla ktérego
takiego rozkladu nie wida¢ od razu. Cykl ten przesuwa 3 na 1. Skladajac go z
transpozycja (3, 1) z prawej strony widzimy, ze

(1,2,3) 0 (3,1) = (2,3)

Ponizsze stwierdzenie pokazuje, ze ta sytuacja uogdlnia si¢ na dowolne permu-
tacje. Na jego dowdd sklada sie powyzszy pomyst + indukcja.

Stwierdzenie 85. Dowolng permutacje o zbioru [n] mozna przedstawic jako ztozenie
pewnej liczby transpozycji.

Dowéd. Dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na [n]. Dlan = 1 (podobnie jak
dla = 2, = 3) zar6wno istnienie takiego przedstawienia, jak i jednoznaczno$é
liczby czynnikéw w rozkladzie sg oczywiste. Przypusémy, ze n > 11 twierdze-
nie prawdziwe jest dla k < n. Ustalmy dowolng permutacje o zbioru [n]. Jesli o
jest identycznoscig, to jest ztozeniem transpozycji. Jesli nie jest identycznoscia,
to istniejg m, [ € [n] takie, ze

o(m)=1#m
Wtedy permutacja o o (m, ) spelnia
oo(m,l)(l)=1

zatem mozemy jg traktowac jako permutacje zbioru n — 1 elementéw. Z zato-
zenia indukcyjnego o o (m, ) mozemy przedstawic jako zlozenie transpozycji.
Zatem o tez da si¢ przedstawic jako zlozenie transpozycji. O

Oczywiscie rozktad permutacji na transpozycje nie jest jednoznaczny, nawet
z doktadnoécig do liczby czynnikéw. W dowolnym miejscu takiego rozkladu
mozemy zawsze wstawi¢ dwa razy te samg transpozycje i otrzymacé zapis tej
samej permutacji z wiekszg liczbg transpozycji.

Przyktad 86. (1,2,3) = (1,3)(2,3) = (1,3)(2,3)(1,2)(1,2) = (1,3)(1,2)(1,2)(2,3)

W powyzszym przykladzie liczba czynnikéw w réznych rozktadach bedzie
zawsze parzysta. Jak si¢ okazuje parzystoé¢ liczby transpozycji w rozktadzie
jest stala dla danej permutacji. Dowdd tego stwierdzenia pominiemy (docie-
kliwi mogg go znalez¢ na tej stronie w wyktadzie "Permutacje i podzialy" pod
postacig Obserwacji 6.7.).

Stwierdzenie 87. Jesli oo ... o7, i 7)o ... 0 7}, sqg dwoma rozkladami tej samej
permutacji na transpozycje, to n — k jest parzysta.
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Czyli parzystos¢ liczby czynnikéw w rozktadach danej permutacji na trans-
pozycje jest stata. Powyzsze stwierdzenie bylo nam potrzebne zeby uzasadni¢
poprawnos¢ ponizszej definicji

Definicja 88. Permutacja o jest parzysta jesli da sie przedstawic jako ztozenie
parzystej liczby transpozycji. W przeciwnym przypadku permutacja o jest nie-
parzysta.

Uwaga 89. Niech o € S, i niech o~ oznacza permutacje odwrotng do o. Za-
uwazmy, ze o jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy 0! jest parzysta.

3.2 Permutacyjna definicja wyznacznika

Zauwazmy, ze zamiast méwi¢, o przypisywaniu pola jakiemus$ réwnolegloscia-
nowi, mozemy méwic o przypisywaniu liczby pewnej macierzy. Faktycznie, wi-
dzieliémy, ze w R", n liniowo niezaleznych wektoré6w wyznacza réwnolegto-
Scian i dowolny réwnolegtoscian o niezerowym polu jest wyznaczany przez n
liniowo niezaleznych wektoréw. Mozemy zatem mysle¢ o n-wymiarowym réw-
nolegloscianie jako o macierzy n x n, ktérej kolumny to wektory wyznaczajace
nasz réwnolegloscian. To podejécie bedzie mialo dodatkowo jeszcze te zalete,
ze macierze mogg reprezentowac inne obiekty (np., co juz dobrze wiemy, prze-
ksztalcenia liniowe).

Przyklad 90. Réwnolegtoscian w R® wyznaczany przez wektory (1,2, 3), (0,2,0),
(3,2, 0) reprezentujemy w macierzy jako

1
2
3

o NN O
S N W

Pamietajmy, ze kolejnos¢ w jakiej podajemy wektory ma znaczenie (co wiecej:
ma miec).

Zauwazmy, ze w R? zoorientowana objetosé réwnolegtoboku zadanego ma-

ai,1  aiz2
a1 Qa2

wynosita a1,1a22 + (—1)az,1a1,2. W obydwu sktadnikach tej sumy bierzemy po

cierzg

dokladnie jednym wyrazie z kazdego wiersza. Ponadto, jesli popatrzymy na
pary wspétczynnikéw, w réznych skiadnikach to wyznaczajg one permutacje
zbioru dwuelementowego: w pierwszym sktadniku widzimy identycznos¢ (pa-
ry (1,1), (2,2)), w drugim transpozycje (pary (1, 2), (2, 1)). Ponadto, kazda per-
mutacja zbioru dwuelementowego jest reprezentowana, a (—1) dostawiliSmy
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przy skladniku, ktéry reprezentuje permutacje nieparzysta. Ponizsza definicja
uogélnia zatem wyprowadzony w przypadku R? wzér na wyzsze wymiary.
Przypomnijmy, ze S,, to zbiér wszystkich permutacji zbioru n-elementowego.

Definicja 91. Wyznacznikiem macierzy A = (a; ;)i<n,j<n Nazywamy liczbe

> e(0)a1,01)020(2) - Gno(n) (det)
ocES,,

gdzie

—1w.p.p.

Wyznacznik A oznaczamy przez det A.

e(o) = { 1 jedli o jest parzysta

Przyklad 92. Zastosujemy wzor do obliczenia wyznacznika macierzy

a1 air2 1.3

21 dagz2 23

az1  asz2 0as3

W prawej kolumnie podpisujemy od jakiej permutacji pochodzi dany sktadnik

det A = a; 1022033 id
—a1,1a2,303,2 (2,3)
—1,302,2031 (1,3)
— 1,202,103,3 (1,2)
+ ay 202 3a3,1 (1,2,3)
+ a1,302,1a3,2 (1,3,2)

Przyklad 93. Niech id oznacza macierz identycznosci R” w bazach standardo-
wych (tzn. macierz, ktéra na przekatnej ma 1, a na pozostatych miejscach 0.)
Wtedy detid = 1. Faktycznie, we wzorze jedynym niezerowym sktadni-
kiem jest ten pochodzacy od permutacji identycznosciowej i oczywiscie e(id) =
1,atakze a11 = ... = an,, = 1. Jak myslimy o wyznaczniku jako o zoorien-
towanej objetosci réwnolegtoscianu, to udowodniliémy wiasnie, Ze objetos¢ n-
wymiarowej kostki o krawedzi 1, zoorientowanej zgodnie z baza standardows,
wynosi 1.

Wprowadzmy jedno oznaczenie: niech v',...,v" bedg n-tkami liczb rze-
czywistych (myslimy o nich jako o wspétrzednych wektoréw z R™ w pewnej
bazie). k-t wspotrzedng wektora v’ oznaczamy przez vi. Macierz o wierszach
vl, ..., v" bedziemy oznaczaé przez M (v',...,v"). Zauwazmy, ze wyraz w i-
tym wierszu i j—tej kolumnie takiej macierzy jest réwny doktadnie v; Moze-
my sie teraz zapyta¢ czy nasza konwencja zeby wektory ustawia¢ w wierszach
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macierzy, a nie w kolumnach jest w jakimkolwiek sensie istotna dla wartosci
wyznacznika. Okazuje sie, Ze tak nie jest.

Definicja 94 (Macierz transponowana). Niech A = (a; ;)i B = (b; ;) beda ma-
cierzamin X n. B nazywamy macierza transponowang do A4 jesli dla dowolnych
1<n,j<n

bi’j = (Lj’i

Macierz transponowang do A oznaczamy przez AT.

Przyklad 95. Niech

1 2 3
A=1]14 5 6
78 9

Wtedy
1 4 7
AT =1 2 5 8
36 9

Stwierdzenie 96. Dla dowolnej macierzy A rozmiaru n x n, det A = det AT.

Dowéd. Niech A = (a; ;), AT = (b; ;). Pokazemy, ze kazdy sktadnik sumy opi-
sujacej det A jest skladnikiem sumy opisujacej det AT i na odwrét. Przypusémy,
ze
e(0)ar,6(1) - - - o (n)
jest w rozwinieciu det A. Niech o~ ! bedzie permutacja odwrotng do 0. Zauwaz-
my, ze, przestawiajgc ewentualnie czynniki, powyzszy iloczyn mozemy zapisaé
tez
£(0)ag-1(1),1 -+ Ao=1(n),n

Ponadto dla dowolnego i, a,-1(;),; = b; o-1(;) a takze e(0) = g(o™1) (na mocy
Uwagi , stad powyzszy sktadnik jest w rozwinieciu det A”. W drugg strone
rozumujemy analogicznie. O

Moéwigc nie do korica precyzyjnie, powyzsze stwierdzenie gwarantuje nam,
ze je$li wyznacznik ma jaka$ wilasnos¢ ze wzgledu na wiersze macierzy A, to
ma jg tez ze wzgledu na kolumny A.

Stwierdzenie 97. Wyznacznik jest funkcjg wierszy (kolumn) macierzy, liniowg ze
wzgledu na kazdy arqument.

Dowéd. Musimy pokazaé, ze dladowolnych o, 8 € Rorazv!, ... vt wl vt o™
mamy

det M(v, ... av® + Bw', vt ™) =

=adet M(v', ... 0", 0" 0™) + Bdet M(vh, ... w', 0" o™) (%)
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Jak spojrzymy na wzér (det), zobaczymy, ze zeby udowodni¢ powyzszg réw-
noéc trzeba po prostu rozblc kazdy ze skladnikéw duzej sumy na sume w kté-
rej jednym sktadniku wystepuje av’ i, a w drugim Sw’. Nastepnie pogrupowac
sktadniki, w ktérych wystepuje o i wyciggnaé o przed sume. Zobaczmy przy-
ktad dlan = 3, i = 2: kazdy sktadnik rozwiniecia wyznacznika po lewej stronie
jest postaci

e(0)vp(1) (03 ) + B3 2))V5 3

Powyzsze wyrazenie jest zas réwne
CYE(U)U;(nUg(Q)Ug(S) + ﬂE(U)Ué(Uwi(z)Ug(:z)

Sumujac po wszystkich permutacjach i grupujac wyrazy z o w jedng sume, a
wyrazy z § w drugg dochodzimy do wniosku, ze powyzsze jest rowne:

2 3
« Z a(1 0(2 a(s)+5 Z 0(1 Wq(2) Vs (3)

oc€ES3 o€ES3

Powyzsze to za$ na mocy definicji
adet M(v',v? v3) 4+ Bdet M (v!, w?,v?)

O

Wypowiadajac ponizsze twierdzenie po ludzku: jedli w macierzy A zamie-
nimy dwa wiersze miejscami, to wyznacznik zmieni znak. Taka wtasnos¢ zoo-
rientowanej objetosci zaobserwowaliSmy juz na przykiadzie réwnolegtoboku w
R?.

Stwierdzenie 98. Wyznacznik jest funkcjg antysymetryczng wierszy (kolumn) ma-
cierzy, tzn. jesli T jest transpozycjg [n], to

det M(vh,...,0") = —det M(v™®, ... o™™)

Dowdd. Dowéd jest analogiczny do dowodu powyzszych stwierdzeri i korzysta
z faktu, ze jesli 7 jest transpozycja, to dla dowolnej permutacji o

glocor)=¢(ro0)=—¢(0)

Whniosek 99. Jesli vy, ..., v, jest liniowo zaleznym uktadem wektoréw, to

det M (vy,...,v,) =0.
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Dowéd. Zauwazmy, ze z antysymetrii wyznacznika, o ktérej méwito Stwierdze-
nie 98] wynika, ze dla dowolnych vy, ..., v,,_; mamy

det M(v1,...,0p—1,v1) =0

Faktycznie, zamieniajac ze soba pierwszy i ostatni wiersz M (vy,...,vp_1, 1)
dostajemy te samag macierz, stad musi by¢

det M (v1,...,vp—1,v1) = —det M (v1,...,Vp—1,01)

a to jest prawda tylko jesli det M (vy,...,vp—1,v1) = 0. Reszte szczegélow po-
zostawiamy jako ¢wiczenie (nalezy skorzystac¢ z liniowosci wyznacznika). O

Ponizsze stwierdzenie jest jedng z najwazniejszych wtasnosci wyznacznika.
Pozostawimy je bez dowodu.

Twierdzenie 100 (Cauchy). Niech A, B bedg dwoma macierzami n x n. Wtedy

det(AB) = det(A) det(B)

Ponizszy wniosek bedzie bardzo wazny w kontekscie definicji, tego, co to
znaczy, ze dwie bazy danej przestrzeni n-wymiarowej okreélajg te sama orien-
tacje tej przestrzeni. Na poczatku tego rozdzialu stwierdzilismy, ze w R? mo-
zemy powigzac to ze znakiem objetosci réwnolegtoboku wyznaczanego przez
jeden uktad wzgledem bazy wyznaczanej przez drugi uktad. Zauwazmy, ze w
opisanej sytuacji macierz takiego réwnolegloscianu to po prostu macierz zmia-
ny bazy. Czy moze sie zdarzy¢, ze wyznacznik macierzy zmiany bazy bedzie
réwny 0? Ponizszy wniosek z Twierdzenia Cauchy’ego wyklucza taka sytuacje.

Whniosek 101. Niech A bedzie macierzqg n x n. Wtedy A jest macierzg izomorfizmu

wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

Dowdd. Zauwazmy, ze jeSli A nie jest macierzg izomorfizmu, to A ma liniowo
zalezne kolumny (pozostawimy to jako ¢wiczenie). Zatem det A = 0. W drugg
strone: przypuéémy, ze A jest macierza izomorfizmu. Wtedy istnieje macierz
A~ taka, ze

AAT" =id

Na mocy Twierdzenia Cauchy’ego mamy
det Adet A™' = det AA™! = detid = 1

Stad det A # 0. 0

WprowadzZmy teraz definicje, wokét ktérej snuliSmy rozwazania na poczat-
ku tego rozdziatu:
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Definicja 102 (Orientacja). Niech Vi W bedg dwiema bazami R". Powiemy, ze
V i W wyznaczaja te samg orientacje jesli det M (id)};, > 0.

Na koniec wprowadzmy jeszcze jedng metode liczenia wyznacznika, ktéra
czesto przydaje si¢ w praktyce. Niech dla macierzy A, A;; oznacza macierz
powstajaca przez usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Przyklad 103. Jesli

1 2 3 4
A 5 6 7 8
9 7 e V2
17 13 #¢ €7
to
1 3 4
Az o= 5 7 8

Stwierdzenie 104. Niech A bedzie macierzg n x n. Wtedy dla dowolnego i < n

det A = Z(—l)i“ai,j det Ai,j = Z(—l)ﬂrkak’i det Ak,i
j=1 k=1

Wzér podany w powyzszym stwierdzeniu nosi nazwe rekurencyjnej defini-
cji wyznacznika. Uzalezniamy w nim bowiem wyznacznik macierzy n x n od
wyznacznikéw pewnych mniejszych macierzy.

Przyklad 105. Zastosujemy powyzszy wzor do policzenia wyznacznika macie-

rzy

17 7 €™
Policzymy to przy tym na dwa sposoby: dla 1-ego wiersza (w powyzszym stwier-
dzeniu ¢ = 11i"lewa" suma) i 2-giej kolumny (w powyzszym stwierdzeniu i = 2

i "prawa" suma).

detA = (=1)'"lay det Ay + (=1) " 2ay 0410+ (=1)1T3A; 3 =
= ldet Ay, — 3A15+ 44,4
= (7e" —871°) — 3(5e™ — 136) + 4(57° — 119)
= 8™ +127° — 68 @)
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det A = (=1)""2a;odet Ayo+ (—1)*ag0ds s+ (—1)213 453 =
= —3detA; 2+ TAz9 —7As3
= —3(5e™ —136) + 7(e™ — 68) — 1¢(—12)
= —e" +127° — 68

3.3 Zadania

Zadanie 44. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy:

1.
1 21 3
01 10
21 3 1
10 2 0
2.
3 0 0 0
5 1 0 0
4 3 6 0
79 2 8
3.
2 0 01
0 3 10
21 1 2
3 4 5 4
4
0 0 01
01 0 0
10 0 0
0 010
5.
12 00
34 00
0 0 5 6
0 0 7 8
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1 2 3 4 5 6 7
8§ 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 27
16 18 20 22 24 26 28
29 30 31 32 33 34 35
1 5 7 11 13 17 19

Zadanie 45. Niech vy, ..., v;,viy1, v, beda n-tkami liczb rzeczywistych. Pokaz,
ze M(v1,...,0,) = M(v1,...,0;+0i41, Vit1,. - .,0,). (dodanie do siebie dwoch

wierszy macierzy nie zmienia wyznacznika).

Zadanie 46. To zadanie otwarte: opisz jak zmienia si¢ wyznacznik macierzy
przy stosowaniu operacji elementarnych.

Zadanie 47. Macierza gérnotréjkatng (dolnotréjkatng) nazywamy macierz (a;, ;)
taka, zejeslii > j (odpowiednio i < j), to a; ; = 0. Pokaz, ze jesli A = (a; ;) jest
macierza gérnotrdjkatng, to det A = a1 1622 ... Gn .

Zadanie 48. Niech A = (a; ;), bedzie macierza taka, ze

) kjjeslii=j=k
N lwpp

@5

Udowodnij, ze det A = n!.

4 Struktura euklidesowa w R"

4.1 Zajecia 30. XI

W tej czesci zdefiniujemy pojecia odleglosci i kata, a wiec temat naszych zainte-
resowan bedzie miat coraz wyrazniejszy zwigzek z geometrig znang ze szkoty
$redniej. Zanim to zrobimy, wprowadzimy jeszcze jedno pojecie czysto algebra-
iczne, ktére utatwi nam omawianie nowo wprowadzanych struktur.

Definicja 106. Forma dwuliniowa o wartosciach w R to dowolna funkgja g :
V x V — R, dla ktérej zachodzg nastepujgce wtasnosci:

1. glv+v,w) = g(v,w) + g(v',w).

2. g(av,w) = ag(v,w) dla dowolnego a € R.

3. g(v,w +w') = g(v,w) + g(v,w).

4. g(v,aw) = ag(v,w) dla dowolnego a € R.
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Innymi slowy, forma dwuliniowa to funkcja dwéch zmiennych o warto-
$ciach w R liniowa ze wzgledu na kazda zmienna.

Przyklad 107. Mnozenie dwoch liczb rzeczywistych x : R? — R jest forma
dwuliniowa.

Przyklad 108. Wyznacznik macierzy 2 x 2 jest formg dwuliniowg (zaré6wno
jako funkcja kolumn, jak i wierszy).

Definicja 109. Powiemy, ze forma dwuliniowa g jest symetryczna jesli dla do-
wolnych v, w

g(v,w) = g(w,v).

Przyktadem formy dwuliniowej symetrycznej jest ponownie mnozenie liczb
rzeczywistych. Wyznacznik macierzy 2 x 2 nie jest formg symetryczng. Formy
dwuliniowe, podobnie jak odwzorowania liniowe, s3 wyznaczone jednoznacz-
nie przez swoje warto$ci na wektorach dowolnej bazy.

Stwierdzenie 110. Niech v, ..., v, bedzie dowolng bazg w V. Wéwczas dla dowol-
nych liczb a; ; € R istnieje doktadnie jedna forma dwuliniowa g : V2 — R, taka ze dla
dowolnych i,j < n:

g(vi,v;) = a; ;.

Dowéd powyzszego stwierdzenia jest analogiczny do dowodu stwierdzenia
i czytelnik nie powinien mie¢ juz problemu z jego samodzielnym przepro-
wadzeniem.

Stwierdzenie 111. Standardowym iloczynem skalarnym na R" nazywamy for-
me dwuliniowg symetryczng (v, w) takg, Ze

1, jeslii = j,
<61" 6j> = 0 .
w przeciwnym wypadku,

gdzie ey, . . ., ey stanowig baze standardowg w R™.

Uwaga 112. Zauwazmy, ze dla dowolnych v, w o wspétrzednych w bazie stan-
dardowej odpowiednio (aq,...,ay), (b1,...,b,) zachodzi wzor

(v,wy = arby + asba + - -+ + apby.
Przyklad 113. ((1,2,3),(4,5,6)) =1-4+2-5+3-6 = 32.

Postaramy si¢ teraz przedstawi¢ geometryczng interpretacje iloczynu ska-
larnego. Niestety, aby to uczynié¢ postuzymy sie pojeciami kata miedzy prosty-
mi oraz dtugosci wektoréw. Tych za$ pojeé nigdzie przedtem nie zdefiniowali-
$my, co bytoby konieczne, gdyby$my chcieli zadba¢ o Scistos¢ wywodu. Proble-
matyczne pojecia zostang wprowadzone jeszcze w tej czesci notatek, ale traf-
noé¢ ich definicji bedzie opiera¢ sie wlasnie na geometrycznej interpretacji ilo-
czynu skalarnego.
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Rozwazmy wektory v € R™ dlugosci 1. Zdefiniujmy nastepujacg funkcje
f : R® — R okreslong na takich wektorach: f(v,w) to dlugos¢ rzutu prosto-
padlego wektora w na prostg rozpieta przez wektor v. Liniowos¢ funkcji f po
ustaleniu v jest w miare jasna: ewentualnie wybierajac inng baze A, ktérej wek-
tory sa wzajemnie prostopadte, mozemy przyjaé, ze v jest jednym z wektoréw
tej bazy, a wéwczas dla dowolnego w’, f(v,w’) to po prostu wpdirzedna wek-
tora w’ odpowiadajaca wektorowi bazowemu v, skad wynika juz liniowos¢ bo
przy dodawaniu wektoréw oczywiscie dodajg sie ich wspéirzedne w dowolnej
bazie.

Zauwazmy dalej, ze dlugos¢ rzutu prostopadtego wektora w na prosta roz-
pieta przez wektor v jest taka sama niezaleznie od tego, czy rzpatrujemy ja jako
funkcje okreslong na R", czy na lin(v, w, ). Bedziemy jg wiec rozpatrywac na
plaszczyznie lin(v, w). Bez utraty ogélnosci v jest pierwszym wektorem bazy
prostopadlej tej ptaszczyzny. Nasza funkcje f mozna wigc obliczy¢ w nastepu-
jacy sposob: wektorowi w o dtugoéci 1 przypisujemy jego pierwsza wspotrzed-
ng. Jest jasne, ze wynosi ona dokltadnie cos a, gdzie « jest katem miedzy lin(w),
a lin(v).

Podobnie, jesli rozwazymy dowolne trzy wektory v, w, w’, aby obliczy¢ funk-
gje f wystarczy jg rozwazaé na lin(v, w, w’), przy czym mozna zaltozy¢, ze wy-
braliémy pewna baze tej przestrzeni sktadajaca si¢ z wektoréw wzajemnie pro-
stopadtych, z ktérych v jest pierwszym. Jest jasne, Ze pierwsza wspoéirzedna
sumy dwoéch wektréw, to suma ich pierwszych wspoélrzednych. Zdefiniowali-
$my funkcje dwuargumentowq f okreslong na wektorach dtugosci 1, dla ktérej
zachodzg wlasnosci:

L flo+v',w) = f(v,w) + f(v, w).
2. f(v,w+ w/) = f(v,w) + f(vvwl)'
Jest jasne, ze dla kazdego wektora v € R™ istnieje taki v/, ze v’ jest dtugosci

1 oraz v = av’ dla pewnego a € R. Zatem mozemy zdefniowaé forme dwuli-
niowa g wzorem:

g(v,w) = abf(v',w'),

gdzie v’, w’ sq dlugosci 1, zas v = av’, w = bw'. Zauwazmy tez, ze dla do-
wolnych wektoréw v, w wartos¢ g(v, w) to wartos¢ f(v, w) razy dtugosc v razy
ditugosé w.

Podsumowujac dotychczasowy wywdd: zdefiniowaliSmy forme dwulinio-
wa g : R® x R" — R nastgpujgcym wzorem:

g(v,w) = dlugosé rzutu prostopadlego wektora v na prosta

rozpietg przez wektor w razy dtugos¢ wektora w

= dlugos¢ v razy dlugos¢ w razy kosinus kata miedzy nimi.
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Niektérzy czytelnicy rozpoznaja tu definicje iloczynu skalarnego w stylu fizyki
licealnej. Réwnowaznie mozna powiedzie¢, ze

(v, w)

[[ol[[[wll
(gdzie ||v|| to dlugos¢ wektora v) to kosinus kata miedzy wektorami v a w.

Zauwazmy na koniec, ze zdefiniowana przez nas forma f przyjmuje na wek-
torach bazy standardowej dokladnie te same wartosci co zdefiniowany przez
nas iloczyn skalarny, zatem na mocy stwierdzenia powinna to by¢ ta sa-
ma forma, o ile umielibysmy zdefiniowa¢ forme f bez odwolywania sie do poje¢,
ktérych znaczenia nie objasniliSmy.

Wykorzystamy teraz powyzsze rozwazania, zeby zdefiniowa¢ pojecie dtugo-
Sci wektora oraz miary kata w R".

Definicja 114. Niech v € R". Przez norme wektora v mamy na mysli wielkos¢
(v, 0).

Aby upewni¢ sie o formalnej poprawnosci defnicji kata bedziemy potrzebo-
wali nastepujacego waznego faktu z analizy.

Twierdzenie 115 (Nieréwnosé Cauchy’ego). Dla dowolnych v, w € R™ zachodzi
nierdwnosc:
[{v, w)| < [olf[Jw]]

W szczegdlnosci powyzsza nieréwnoéé gwarantuje, ze

(v, w)

[ofHlwl[]

Przypomnijemy, ze intuicyjnie o powyzszej wielkoéci mozemy mysle¢ jako
o kosinusie kata miedzy v a w. To pozwala nam wprowadzi¢ nastepujaca defi-
nicje:

Definicja 116. Przez kat miedzy wektorami v a w w R™ mamy na my$li

aeeos (o )

Zgodnie z powyzsza defnicjg kat miedzy dowolnymi dwoma wektorami

wynosi £90° wtedy i tylko wtedy, gdy (v, w) = 0. Pary wektoréw spelniaja-
cych te réwnoé¢ nazywamy prostopadlymi lub ortogonalnymi. Powiemy, ze
uktad wektoréw jest ortogonalny, jesli wszystkie pary elementéw tego ukia-
du sg ortogonalne. Powiemy, ze uktad wektoréw jest ortonormalny, jesli jest
ortogonalny i wszystkie jego elementy majgq dtugos¢ 1. Zakonczymy te czesé
notatek twierdzeniem o dopetnianiu dowolnych uktadéw wektoréw ortonor-
malnych do baz ortonormalnych, ktérego dowdéd daje prosty algorytm znajdy-
wania brakujacych wektoréw.
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Twierdzenie 117. Niech v, ..., v, € R™ bedzie dowolnym uktadem wektoréw orto-
normalnych. Wowczas istniejq takie w1, . . ., wn, Ze uklad vy, ..., Vg, Wit1,. .., Wy
jest ortonormalny i stanowi baze.

Dowdd. Pokazemy, ze jesteSmy w stanie rozszerzy¢ vy, . . ., vi, 0 jeden wektor w,
tak zeby otrzymany ukfad byt ortonormalny. Sprawdzenie, ze kazdy uklad or-
togonalny jest liniowo niezalezny pozostawiamy jako ¢wiczenie. Otrzymamy
zatem k + 1 niezaleznych liniowych wektoréw, ktére stanowig uktad ortonor-
malny.

Przypusémy wiec, ze k < n oraz vy, ...,v; stanowig uktad liniowo nieza-
lezny w R"™ oraz ortonormalny. Niech v bedzie dowolnym takim wektorem, ze
uktad (v1, ..., vk, v) jest liniowo niezalezny. Taki wektor istnieje, bo wymiar R™
jest wiekszy niz k.

Niech

v =0v— (v1,v)v1 — (v2, V)V — ... — (Vk, V)V

Zauwazmy, ze v' # 0, bo w przeciwnym wypadku przedstawilibysmy v

jako kombinacje liniowg wektoréw vy, ..., vx. Ponadto v’ jest prostopadly do
wektoréw vy, . .., vy, bo dla dowolnego j mamy:
(W v) = (v,05) = (v1,0) (w1, 05) = (v2, V) {v2,v5) — .. = (vk, V) {0k, V5)
= (0v) =0=0—...=0— (v, 0){vj,v5)
= <U7Uj> - <Uj,’U>
= 0
Druga réwnos¢ zachodzi, poniewaz (v;,v;) = 0 dla i # j. Trzecia réwnos¢
zachodzi, bo z zalozenia (v;,v;) = ||v;|| = 1. Pokazaliémy zatem, Zze v’ jest
ortogonalny do kazdego wektora v;.
Niech ,
w = Ul .
[l
Latwo sie przekonad, ze w jest prostopadly do wektoréw vy, ..., vy, oraz

ze jego dtugos¢ wynosi 1. RozszerzyliSmy wiec dowolny ortonormalny uktad
wektoréw, ktére nie rozpinajg calego R do ortonormalnego uktadu wektoréw
majacego o jeden element wiecej. Przez prostg indukcje mozemy wiec uzyskaé
teze twierdzenia.

O

Korzystajgc z powyzszego twierdzenia tatwo sie przekonad, ze réowniez kaz-
dy uktad wektoréw ortogonalnych mozna rozszerzy¢ do bazy ortogonalnej. Al-
gorytm rozszerzania opisany w dowodzie powyzszego twierdzenia nosi miano
ortogonalizacji Grama-Schmidta.
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Zadania

Zadanie 49. Czy kat miedzy wektorami (1, 2, 3) a (4, 5, 6) jest wiekszy, czy mniej-
szy niz 5? A miedzy (1,2,3,4) a (4,3,2,1)?

Zadanie 50. Rozszerz do bazy ortonormalnej nastepujace uklady wektoréw:

1. L(1,1,1) wR3,

V3
2. %(1,1,0,0),%(070,1,1)WR“.
Zadanie 51. Pokaz, ze dowolny uktad vy, ..., vy wektoréw ortogonalnych jest

liniowo niezalezny.

Zadanie 52. Niech ¢ bedzie obrotem o 5 wokét lin((1,—1,1)) w R®. Znajdz
macierz ¢ w bazie standardowe;j.

Zadanie 53. Niech ¢ bedzie obrotem w R?, czyli przeksztalceniem, ktére w
pewnej bazie ortonormalnej ma macierz

cosae —sina 0
sina  cosa 0

0 0 1

Pokaz, ze ¢ zachowuje iloczyn skalarny, to znaczy dla dowolnych v, w zacho-
dzi réwnosé (v, w) = (¢(v), d(w)). W szczegblnosci znaczy to, ze ¢ zachowuje
katy miedzy wektorami i ich normy.

Zadanie 54. Niech ¢ : R® — R™ bedzie przeksztatceniem liniowym. Udowod-
nij, Ze istnieje M € R, M > 0 takie, Ze dla dowolnego v € R"

lp(v)ll < M|

5 Podstawowe pojecia analizy w R"

Konwencja 3. Jedli v € R", to przez x; oznaczamy i-tq wspoétrzedna .

5.1 Zajecia 07.XII

W poprzednim wykladzie, dla dowolnego n € N zdefiniowalismy funkgje ||-|| :
R™ — R, ktérg interpretujemy jako "dlugos¢ wektora w bazie standardowej".
Przypomnijmy, ze dla v = (v1,...,v,) € R™

n

ol = V/{v,0) = (| Y v? (Norma)

i=1
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Norma wektora w naturalny sposéb zadaje w przestrzeni R™ funkcje mierza-
cg odleglo$¢ pomiedzy punktami z,y jako "dlugos$¢ wektora o poczatku w x i
koricu w y." Formalnie okres$lmy funckje d(x,y) wzorem

d(z,y) = |lz -y (Metryka)

Latwo sprawdzi¢, Ze powyzsza funkcja ma ponizsze wtasnoéci dla dowolnych
r,y,z € R"

L d(z,y) = d(y, z)
2. d(xz,y) > 0orazd(z,y) =0wtw. z =y

3. d(z,y) < d(z,2)+d(z,y)

Faktycznie, sprawdzmy 2: ze wzoru (Norma)) jest oczywiste, ze dla dowolnych
z,y, d(z,y) > 01iponiewaz ||0|| = 0 to takze d(x, z) = 0. Przypuéémy zatem, ze
x # y. Wtedy istnieje i takie, ze z; # y;. Wtedy |z; — y;| > 0, stad

n

Z(Iz‘ —yi)? = |z —yi| >0

i=1

=yl =

co koriczy dowdd. Dowdd pozostatych punktéw pozostawimy jako éwiczenie.

Uwaga 118. W przestrzeni liniowej dowolng funkcje speiniajaca 1-3 nazywa
sie metrykg. W R” istnieje wiele réznych metryk - przyktad innej metryki niz
zdefiniowana powyzej podaje Zadanie

Ponizsza definicja wprowadza odpowiednik "odcinka otwartego" na prostej
i "kota bez brzegu" na ptaszczyznie w dowolnej przestrzeni R™

Definicja 119. Niech z € R™ i r > 0. Kulg otwartg o sSrodku w z i promieniu r
nazywamy zbidr
B(a,r) ={y e R" | d(z,y) <7}

Dysponujac pojeciem "odlegtosci punktéw" w R” mozemy w naturalny spo-
s6b uogo6lni¢ definicje granicy ciggu z przypadku jednowymiarowego na wie-
lowymiarowy.

Definicja 120. Niech (z%);cy bedzie ciagiem punktéw z R i x € R™. Powiemy,
ze x jest granica z* (co bedziemy zapisywaé limy 2* = z, lub zF — z) jesli

Ve > 035k > j d(z*,z) < €

Stwierdzenie 121 (Przeformutowania definicji granicy). Niech (z*),z € R™. Na-
stepujgce warunki sq réwnowazne
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1. x jest granicq (xy,)
2. limy d(z*, ) = 0
3. Ve > 03jVk > j 2% € B(x,¢)

Przyklad 122. Niech z* = (1 cos(%)7 i sin(%)7 1). Wtedy lim z* = (0,0, 0).

W ponizszym stwierdzeniu wykazujemy, ze zbieznos¢ w R™ to zbieznos¢
"po wsp6trzednych": zeby zbadaé do czego zbiega dany ciag (z*) wystarczy
prawdzié¢ do jakich liczb rzeczywistych zbiegaja poszczegdlne ciggi wspotrzed-
nych (zy).

Stwierdzenie 123. Niech 2% = (2¥,...,28) e R iz = (z4,...,2,) € R™. Wtedy
b =
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego i < n,

Dowéd. Przypomnijmy, ze d(z,y) = /> i (zi — y:)2.

(<) Jesli dla dowolnego i z¥ — z;, to takze dla dowolnego i ("granica ilo-
czynu to iloczyn granic")
(xF —2:)* =0
Stad ("granica sumy to suma granic")

n

Z(If —2)2 =0

=1

Zatem takze (dokladajac pierwiastek) d(z*, 2) — 0 i x jest granica z*.

(=) Zauwazmy, ze dla dowolnych w,v € R™ oraz € > 0, jesli |w; — v;| > €
dla pewnego j < n, to d(w,v) > /€. Faktycznie
d(w,v) = | Y (wi — )2 >/ (w; —v;)? = |w; —v;| > e
i=1
(Zachecamy do narysowania sobie ponizszej sytuacji w przypadku n = 2).

Przypuscmy zatem, ze dla pewnego i < n, ¥ - z;. Wtedy istnieje € > 0 takie,

ze dla dowolnego j istnieje k > j takie, ze [z¥ — x;| > e. Na mocy powyzszej
obserwacji mamy takze, ze dla dowolnego j istnieje k > j takie, ze

d(z¥,z) > ¢

Stad 2% - z. O
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Przejdziemy teraz do definicji granicy funkcji w punkcie. WprowadzZmy naj-
pierw jedng pozyteczng definicje:

Definicja 124. Niech A C R".

1. Zbiér A jest domkniety jesli dla dowolnego ciggu (z¥) € A, limz* € A.

2. Zbiér B jest domknigciem A (ozn. A) jesli B jest najmniejszym zbiorem
domknietym zawierajagcym A.

Przyktad 125. 1. [0,1] C R jest domkniety. Faktycznie, mamy bowiem, ze
jesli dla dowolnego k 0 < x* < 1 to takze 0 < lim2* < 1. (0, 1) nie jest
domkniety, gdyz lim 2 = 0 3 (0,1). Mamy za to (0,1) = [0, 1].

2. Przez Q" oznaczamy podzbiér R" ztozony z punktéw o wszystkich wspét-
rzednych wymiernych. Mamy Q" = R". Latwo wynika to z faktu, ze
Q = Ri Stwierdzenia[123]

3. {(z,arctg(z)) € R? | z € R} = {(z,arctg(x)) € R? | = € R}.

Definicja 126. Niech A C R"”, x € AyeR™if: A—R™ Powiemy, ze y jest
granica f w = wtedy i tylko wtedy, gdy

VeddVz (0 < d(z,2) <& — d(f(2),y) <e)

Jesli y jest granica f w punkcie z, to piszemy lim,_,, f(z) = y.

Przypomnijmy, ze jesli f : B — C'i A C B, to przez f[A] oznaczamy obraz
zbioru A przy funkdji f.

Stwierdzenie 127 (Réwnowazne definicje granicy). Przy oznaczeniach jak w po-
wyzszej definicji, nastepujgce warunki sq réwnowazne
1. lim., f(2) =y
2. dla dowolnego ciggu (2*) € R™ takiego, ze lim 2* = x mamy lim f(2*) = y.
3. dla dowolnego € > 0, istnieje 6 > 0 taka, ze f[B(x,d)] C B(y,¢).
Przyklad 128. 1. Niech f : R — R? bedzie zadana
f(x) = (|z[ cos(m|2]), [x| sin(n[z]), )

Wtedy lim,_,¢ f(z) = 0. Faktycznie, mamy bowiem

d(f(2),0) = | f (@)l = \/x2 cos?(r|z) + a2 sin®(w|z) + 22 = |2|V2

Stad jesli z* — 0, to d(f(2%),0) = |z¥|v/2 — 0.
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. Niech f : R?\ {(0,0)} — R bedzie zadana

LY

f(xvy):m

Wtedy (0,0) € R2\ {(0,0)}, ale f nie ma granicy w (0, 0). Faktycznie za-
uwazmy, ze dla ciaggéw
%)

70)

(@) 2" = (

(b) y* = (

mamy lim z¥ = lim y* = 0 lecz dla dowolnego k

o 11y _ -3 1
=1 ((55) = 275 =3

= =

Stad lim f(z*) = 1 # 0 = lim f(y*).

. Funkgja f : R? — R zdefiniowana

f((@y) ==y

ma granice w dowolnym punkcie R%. Wynika to z tego, ze zbieznos¢é w
R™ to zbiezno$¢ po wspodtrzednych, a takze granica iloczynu to iloczyn
granic.

. Niech R} oznacza zbiér dodatnich liczb rzeczywistychi A = R4 x R.
Funkcja f : A — R zdefiniowana

F(z,y) = 2 (:= e/ 1)

nie ma granicy w punkcie (0, 0). Faktycznie, pokazemy, ze dla dowolnego
e > 0 funkcja f przyjmuje na zbiorze

B((0,0),e)Nn A

zaréwno wartosci dowolnie bliskie 0 jak i dowolnie duze, co bedzie prze-
czylo warunkowi 3 ze Stwierdzenia Ustalmy ¢ > 0. Wtedy dla do-
wolnego n € N takiego, ze = < &£ mamy

L €Y e B((0,0),)n 4

n ) 2 ) ) €
oraz

<; ;) € B((0,0),6) N A
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Dla dowolnego n € N mamy

oraz ) )
€ €
/ <n"z) R
Stad
lim f 1oy
n— o0 n’ 2
oraz

lim f <1,—€> =400
n—00 n 2
Ustalajac k takie, ze dla dowolnego n > k zaréwno (1, §) € B((0,0),¢) N

Ajaki (1,-£) € B((0,0),¢e) N A wnioskujemy, ze na dowolnie matych

n’ 2
kulach wokét (0,0) f zwraca zaréwno wartosci dowolnie bliskie 0, jak i

dowolnie duze.

Uwaga 129. Analogicznie, co w przypadku funkgji jednej zmiennej, mozemy
zdefiniowac co to znaczy, zedla ACR" z € 4, f : A — R mamy

lim f(z) = o0

Z—T

Nasz dowdd z przypadku 4 pokazuje jednak, ze funkcja 2¥ w punkcie (0,0)
nie ma nawet granicy réownej co. Wartosci dla symbolu 0° nie mozna zatem
zdefiniowa¢ nawet uwagledniajgc "symbole nieoznaczone". (Przynajmniej jesli
chcemy zeby byt spetniony naturany warunek, zeby =¥ byta ciggta).

Definicja 130. Niech A C R". Funkcja f : A — R™ jest ciagla jesli dla dowol-
negox € A

lim f(z) = f(z)

zZ—T

Zauwazmy, ze jesli A C R*i f : A — R™, to istniejg funkcje f; : A = R,
i < m takie, ze dla dowolnego z € A

f(@) = (fu(2),-- -, fn(2))

Faktycznie, funkcje f; mozna zdefiniowac¢ np. poprzez zlozenie f z funkcjg rzu-

towania R™ na i-tg 08.
Przyklad 131. Niech f : R? — R3 bedzie zadane
f((2,9)) = (ley| cos(wl|z|), [xy| sin(x|z]), zy)
Wtedy f1((2,y)) = [zy| cos(wl|z|), fa((z,y)) = |wy[sin(nlz]), f3((z,y)) = zy.

Nastepujace stwierdzenie jest oczywistg konsekwencja Stwierdzenia m
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Stwierdzenie 132. Funkcja f : R™ D A — R™ jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnego i < m, f; : R" O A — R jest ciggla.

Na koniec tego wykladu wprowadzmy jeszcze jedna wazng definicje:

Definicja 133. Niech A C R™.

1. Zbiér A jest otwarty jesli dla dowolnego = € A istnieje takie ¢ > 0, ze
B(z,e) C A
2. Wngtrzem zbioru A nazywamy maksymalny zbiér otwarty zawarty w A.
Whnetrze zbioru A oznaczamy Int(A).

Uwaga 134. Latwo sprawdzi¢, ze wnetrze zbioru A jest réwne

Ui{B(,r) | Blx,r) < A}

Przyktad 135. 1. Dla dowolnego « € R™ i r > 0 kula B(xz,r) jest otwarta.
Faktycznie, niechy € B(z,r), wtedy d(z,y) < r,azatemdlae = r—d(z, y)

B(y,e) € B(z,r)
2. (0,1] € R nie jest otwarty, gdyz dla dowolnego r > 0, B(1,r) zawiera
liczby > 1.

3. (0,1) jest otwarty jako podzbior R, ale zbiér (0,1) x {0} C R? nie jest
otwarty, bo dowolna kula o érodku w (0,1) x {0} zawiera punkty o nie-
zerowej drugiej wspéirzednej.

4. {(z,y) € R? | zy < 2} jest otwarty.
5. R", () sq otwarte.
6. Int(R™) = R", ogdlniej, jesli A jest otwarty, to Int(A) = A.

7. Niech B = {(z,y) € R? | y = 2?}. Wtedy Int(B) = () (zbiér B nie zawiera
zadnej kuli otwartej.)

Uwaga136. A C R"jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy R™\ A jest domkniety.

5.2 Zadania

Zadanie 55. Pokaz, ze funkga f : R\ {0} x R — R zadana wzorem

) =2

nie ma granicy w punkcie (0, 0).
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Zadanie 56. Pokaz, ze funkga fR?\ {(0,0)} — R zadana wzorem

zlyl
Z, = ———
f@) Nz
ma granice w (0, 0).
Zadanie 57. Dla dowolnych z,y € R™ okre$§lmy
dar(2,y) = max{|z; —yi| | i <n}

Pokaz, ze djy jest metryka (zob. Uwaga [118). Przypomnijmy, ze kulg o srodku
x i promieniu r > 0 w metryce d nazywamy zbior

B(z,r) ={y e R" | d(z,y) <7}
Jak wygladajg kule w metryce da;?

Zadanie 58. Jesli w definicji[T20| zastapimy d przez dy, to otrzymamy definicje
granicy ciggu w metryce dy;. Niech (z*) bedzie ciggiem punktéw z R" i z € R™.
Pokaz, ze x jest granica (x;) w metryce d wtedy i tylko wtedy, gdy jest granica
(zx) w metryce dpy.

*Zadanie 59. Pokaza¢, ze B = A wtedy i tylko wtedy, gdy B jest najwiekszym
zbiorem takim, ze dla dowolnego z € B istnieje (z*) € A taki, ze z* — z.

Zajecia 14.XII

W niniejszej czeéci zaczniemy definiowaé podstawowe pojecia rachunku réz-
niczkowego wielu zmiennych. Rzopoczniemy od pojecia pochodnej czastkowej
funkdji rzeczywistej.

Definicja 137. Niech f : R? — R. Pochodna czastkowa funkdji f w punkcie

a=(ai,...,aqs) € R wzgledem zmiennej Z; nazywamy granice:
hm f(al, ey aj_l,aj —+ h, CLj+1, e ,CLd) — f(al, e 7CLd)
h—o00 h

i oznaczamy przez %’;(a) lub D; f(a).
Podobnie jak na kursie Wprowadzenia do matematyki I, jesli dla dowolne-
go a € RY istnieje %(a) to przez 2L oznaczamy funkcje

81’1
of

a r—
81‘,‘

(a)

W praktyce obliczanie pochodnych czgstkowych jest bardzo proste: w ramach
kursu z Wprowadzenia do matematyki II obliczaliSmy nieraz pochodne funkgji
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jednej zmiennej, w ktérych wystepowat parametr rzeczywisty, np. dla f(z) =
e*” zachodzit wzér:

I(z) = ae™™.

Pochodna czgstkowa wzgledem zmiennej z; to zwykta pochodna funkgji
jednej zmiennej x;, w ktérej zmienne x; dla i # j wystepuja jako parametry.
Podajmy kilka przyktadéw, ktére pozwolg sie oswoié¢ z tym pojeciem.
Przyklad 138. 1. Niech f(z,y) = zy. Wéwczas % =y,a % =x.

2. Niech f(x,y) = e*¥. Wéwczas % =ye™,a % = ze®.

3. Niech f(x,y) = 2%y. Wéwczas % = 2xy.
Pochodna czgstkowa spetnia szereg wtasnosci pochodnej funkgji jednej zmien-
nej:

Stwierdzenie 139. Dla dowolnych funkcji f,g : R* — R, a € R, ktére majg pochod-
ne czgstkowe w wzgledem x; w punkcie p zachodzq nastgpujgce wiasnosci:

1. 3(p) = a5l (p).

2. 99(p) = 2L (p) + 22 ().
3. 5L2(p) = 2L 0)g(p) + F(0) 2= (D).

ot 2L pap)—FP) 2= ()
67;77(17) = 22 72(p) %25 , 0 ile g(p) 7é 0.

Pochodna ztozenia tez zachowuje si¢ zgodnie z naszymi oczekiwaniami.

Stwierdzenie 140. Niech f : R — R, g : R — R majg pochodne czgstkowe w
punktach odpowiednio p i f(p) Wéwczas:

2L o) = o (1) 50

Obliczanie pochodnych czgstkowych nie stanowi wiec istotnie nowego za-
gadnienia w stosunku do materialu z poprzednich lat. Dla czytelnika nowy
moze by¢ natomiast wyraznie geometryczny punkt widzenia, ktérego przyjecia
wymagajg zagadnienia analizy wielu zmiennych rzeczywistych.

Geometrycznie o pochodnej czagstkowej mozna mysle¢ tak: funkcja f przypi-
suje jakas wielko$¢ punktom przestrzeni R%. O funkdji f : R? — R mozemy na
przykiad mysle¢ jako o mapie z zaznaczong wysokoscig réznych punktéw te-
renu, a o funkgji f : R? — Rjako o przypisaniu kazdemu punktowi przestrzeni
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tréjwymiarowej temperatury w tym punkcie. Pochodna czgstkowa w kierunku
x wskazuje wowczas tempo zmiany wielkosci f, gdy poruszamy sie w kierun-
ku osi OX. Gdy jestedmy na przyklad na péinocnym zboczu grani ciggnacej
sie wzdluz osi wschéd-zachéd, to idac wzdiuz tej osi zrazu ani nie nabiera-
my ani nie tracimy wysokosci. Jesli zatem wyobrazimy sobie, Ze osi tej odpo-
wiada 0§ OX, to pochodna czgstkowa funkcji wysokosci wzgledem wspétrzed-
nej x bedzie wynosita 0. Z drugiej strony jesli poruszymy sie cho¢ odrobineg na
poéinoc tracimy wysoko$¢, a jesli na potudnie - to jg zyskujemy, zatem jesli osi
poinoc—potudnie odpowiada 0$ OY, to pochodna czgstkowa funkcji wysokosci
wzgledem zmiennej y jest ujemna. Jest jasne, Ze kierunki wyznaczone przez osie
uktadu wspétrzednych nie majg wyréznionego statusu z czysto geometryczne-
go punktu widzenia, warto wiec zdefiniowa¢ pojecia tempa zmiany funkcji w
dowolnym kierunku.

Definicja 141. Niech v € R4\ {0}. Niech f : R? — R. Pochodna kierunkowa
funkcji f w kierunku v w punkcie p nazywamy pochodna ¢'(0), gdzie funkcje
g : R — R definiujemy wzorem:

9(t) = f(p + tv).
Wielko$§¢ te oznaczamy przez %(p) lub D, f(p).

Zauwazmy, ze w my$l powyzszej definicji pochodna czgstkowa wzgledem
zmiennej x; to to samo co pochodna kierunkowa wzgledem wektora bazy stan-
dardowej e;. Okazuje si¢, ze w wypadku funkgji, z ktérymi bedziemy mieli na
0g6! do czynienia, pochodng kierunkowag mozna tatwo wyrazi¢ w terminach
pochodnych czastkowych:

Stwierdzenie 142. Niech v = Z?Zl
p € R Przypusémy, ze istnieje takie e, ze wszystkie funkcje % sq ciggte na kuli o

$rodku w p i promieniu e. Wtedy

aje; bedzie dowolnym wektorem w RY. Niech

Zalozenia powyzszego twierdzenia mozna istotnie ostabi¢, ale nam to osfa-
bienie nie bedzie potrzebne. Jego ogdlniejsza postaé¢ poznamy na kolejnych za-
jeciach, gdy wprowadzimy pojecie rézniczki. Z powyzszego twierdzenia wyni-
ka, ze ilekro¢ rozwazamy wystarczajaco porzadne funkcje, to pochodna kierun-
kowa w kierunku, ktéry jest kombinacjg liniowg pewnych wektoréw ze wspoét-
czynnikamiay, ..., a, to kombinacja pochodnych w kierunku tychze wektoré6w
z takimi samymi wsp6lczynnikami.

Przyklad 143. Niech f : R? — R bedzie dana wzorem f(z,y) = xy. Niech

v =(1,1). Wéwczas:
of o5 of .
v dx Oy yr
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WprowadzZmy kolejny istotny obiekt geometryczny.

Definicja 144. Niech f : R? — R. Gradientem funkdji f w punkcie p nazywa-
my wektor

O ). 9F of

(axl D), D5 ()5 - Dy (p))-

Oznaczamy go przez grad f(p) lub V f(p).

Zauwazmy, ze gdy funkcja f ma ciggle pochodne czgstowe w malej kuli o
§rodku w punkcie p, to wprost ze stwierdzenia [142) wynika, ze dla dowolnego
wektora v zachodzi wzér:

of

90 (p) = (v, Vf(p)).

Stad mozemy przez bezposrednie zastosowanie nieréwnosci Cauchy’ego
(twierdzenie [115) wyciggna¢ bardzo istotny wniosek:

Stwierdzenie 145. Przy oznaczeniach i zatozeniach jak wyzej, dla dowolnego wektora
v 0 dtugosci 1 zachodzi nieréwno$é:

gi(p)‘ < 'avaf(p) (p)‘ :

Dowéd. Mamy bowiem na mocy nieréwnosci[115

T = 1o
< s

= Il (V). )
i)
ovVfp) |

O

Przypomnijmy, Zze pochodna kierunkowa funkcji w puncie p kierunku wek-
tora v odpowiada tempu zmiany wartoéci funkcji, gdy z punktu p bedziemy sie
przesuwaé w kerunku wyznaczonym przez wektor v. Powyzsze stwierdzenie
moéwi zatem, ze gradient funkcji wyznacza kierunek jej najszybszego wzrostu.

Przyklad 146. Niech f(z,y) = zy, p = (0, 1). Wéwczas:

Vf= (y,x),Vf(p) = (170)'

Innymi stowy, jesli chcemy jak najbardziej zwigkszy¢ iloczyn zy, gdzie x = 0,
y = 1 zmieniajgc oba wsp6lczynniki w sumie o ¢, powinni$my zwiekszac x.
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Zadania

Zadanie 60. ZnajdZ pochodne czgstkowe i gradient nastepujgcych funkgji:

1. f(z,y) =z +y.

2. f(z,y) =aY, gdzie z,y > 0.

3. f(z,y) = xcosy.

4. f(z,y,z) = e*(xcosy + xsiny).

Zadanie 61. Znajdz pochodne kieurnkowe funkcji f w punkcie (0, 0) w kierun-
ku v:

L flz,y) = e v =(1,1).

2. f(z,y) =sin(—z + 3y),v = (-1, 3).

Zajecia 21.XII

W niniejszej czesci uogdlnimy pojecie pochodnej na funkgje f : R? — R*. Na
poczatek warto zastanowic sie, jakiego typu obiektem powinna by¢ rézniczka od-
wzorowania R? — RF. W wypadku funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, po-
chodna funkcji w punkcie byla po prostu pewng liczba. Jest w miare jasne, ze ta
sytuacja nie ugdlnia sie na wiekszg liczbe wymiaréw. Intuicyjnie chcieliby$my,
zeby pochodna zawierata informacje, jak zmieniajq si¢ wartosci danej funkcji w
matym otoczeniu danego punktu. Juz w wypadku funkgji f : R® — R brak na-
turalnego kandydata na jedng liczbe, ktéra mialaby w sensowny sposéb mierzy¢
takie zmiany. Okazuje si¢, ze naturalnie jest zdefiniowac rézniczke odwzorowa-
nia w punkcie jako pewne przeksztatcenie liniowe. [[| Fakt ten, byé moze dosé
zaskakujacy, bedziemy sie starali blizej objasni¢ w dalszych czesciach notatek.

Definicja 147. Niech f : R? — R™ i niech p € R? bedzie dowolnym punktem.
Rézniczka odwzorowania f w punkcie p nazywamy takie przeksztalcenie li-
niowe A, ze

o @+ — 1) - AW _

lvli—0 vl

Wprwadzone wyzej odwzorowanie A oznaczamy D f(p)

1ZauwaZrny, ze odwzorowania liniowe R — R to "to samo", co macierze o wymiarach 1 x 1,
a te ostatnio to "to samo", co liczby rzeczywiste. Przez "to samo" mamy oczywiscie na mysli, ze
odpowiednie przestrzenie sg izomorficzne.
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Postarajmy sie objasni¢ powyzsza definicje. Zaczniejmy od uwagi notacyj-
nej. Df(p) jest oznaczeniem pewnego odwzorowania liniowego R? — R™. W
szczeg6lnosci znaczy to, ze efekt zastosowania odwzorowania D f(p) do wek-
tora v € R? mozemy zapisa¢ D f(p)(v).

Dla uproszczenia dalszych rozwazan przyjmijmy, ze rozpatrujemy punkt
p = 0 € R oraz odwzorowanie f takie, ze f(p) = 0. Wowczas powyzsza
definicja gtosi, ze

1/ (v) = DFO) ()]l

— 0.
[[v]]

Innymi stowy, dla wektoréw v o bardzo malej normie odwzorowanie f za-
chowuje sie bardzo podobnie do odwzorowania liniowego D f(0).

Definicja 148. Niech f : R? — R™. Niech p € R%. Powiemy, ze f jest rézniczko-
walna w p dokfadnie wtedy, gdy istnieje r6zniczka odwzorowania f w punkcie
p.

Czytelnikowie moze sie wydawag, ze r6zniczkowalnos¢ funkcji wielu zmien-
nych to bardzo rzadko spetniony warunek. Zauwazmy, ze rézniczkowalnos¢
funkgji f : R? — R w punkcie 0 oznacza miedzy innymi, ze dla odpowied-
nio matych liczb dodatnich €; oraz e, wartosé funkgji f(e1, €2) to mniej wiecej
f(e1,0) + f(0, e2). Okazuje si¢ jednak, ze funkcje, ktére, méwiac niesciéle, moz-
na opisa¢ "jednym wzorem" na ogét czynigq zados¢ temu wymaganiu. Bardzo
wazny warunek dostateczny rézniczkowalnoéci mozna ujgé w nastepujacym
twierdzeniu:

Twierdzenie 149. Niech f : RY — R™, p € R< i niech dla dowolngo x € R? f(z) =
(f1(x),..., fm(x)). Zatézmy, Ze istnieje takie ¢ > 0, Ze dla dowolnego x € B(p,¢)

wszystkie pochodne czgstkowe
ofi

52 ®)

istniejg. Zatézmy ponadto, ze dla dowolnego i, j funkcje

ofi
8{Ijj

sq ciggle w kuli B(p, €). Wowczas funkcja f jest rézniczkowalna w p. Co wigcej,
macierz rézniczki D f(p) w bazie standardowej ma w i-tym wierszu i j-tej kolumnie
wyraz

Ofi
a.’lﬁj '
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Macierz rézniczki w bazie standardowej nazywamy macierza Jacobiego.
Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie podaje w wielu typowych przypadkach
efektywny spos6b znajdywania rézniczki funkcji: mianowicie wiemy, ze do opi-
su przeksztalcenia liniowego wystarczy podanie jego macierzy w dowolnej ba-
zie. Zobaczmy, jak to dziata na konkretnym przykiadzie.

Przyklad 150. Niech f : R, x R — R? bedzie zdefiniowana wzorem

f(r,¢) = (rcos ¢, rsing).

Innymi stowy, funkcja f liczbie dodatniej r oraz dowolnej liczbie ¢ przypo-
rzagdkowuje punkt f(r, ¢), ktéry jest odlegly od poczatku ukladu wspétrzed-
nych o r, a kat miedzy osig OX a odcinkiem taczacym poczatek uktadu wspét-
rzednych z punktem f(r, ¢) wynosi ¢.

Pochodne czgstkowe wynosza odpowiednio:

Orcos¢p __ . Orcos¢ _ . s
=5, =Cos¢ 5 — —Trsin 0]
orsing __ . drsing __ .

oy~ = sing 56 = 7 COS .

Wszystkie pochodne czastkowe sg ciggle w calej dziedzinie. Zatem funkcja
f jest r6zniczkowalna w kazdym punkcie dziedziny, a macierz jej rézniczki w

cos¢ —rsing
sing rcoso .

Aby przekonac sie, jaka jest rézniczka funkcji f w danym punkcie nalezy

bazie standardowej to:

podstawié¢ odpowiednie warto$ci w miejsce r oraz ¢. Na przyktad Df((1, 7))
ma w bazie standardowej macierz:

(0 1)

Na koniec tej czesci zastanéwmy sie jeszcze, jak mozna mysle¢ o réznicz-
kach funkgji f : RY — R. Ustalmy dowolng takg funkcje f. Przypusémy, ze jej
pochodne czastkowe sg ciaggle w catej dziedzinie. W takim wypadku macierz
jej rézniczki w bazie standardowej jest w kazdym punkcie taka sama i wynosi:

of . of
ox 1 L 8£Cd '
Zauwazmy, ze pochodna kierunkowa funkgji f w punkcie p i w kierunku
dowolnego wektora v to dokladnie:
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Df(p)(v).

Zatem, moOwigc nieéciéle, rézniczka koduje informacje dotyczace pochod-
nych kierunkowych we wszystkich mozliwych kierunkach. Dzieki liniowosci
rézniczki, ta informacja dopuszcza w miare prosty opis w postaci macierzy. Je-
sli wspolrzedne wektora v w bazie standardowej to (v1, ..., vq), to pochodna
kierunkowa wyraza si¢ wzorem:

d
T = (50 Ew)| = ugie

Czytelnik moze sie czué troche zdezorientowany rozréznieniem miedzy réz-
niczkg funkcji o wartoéciach w R a jej gradientem. Sg to istotnie dwa rézne
obiekty. Rézniczka to odwzorowanie liniowe A : R¢ — R, natomiast gradient,
to jedyny taki wektor v € R?, ze dla dowolnego w € R%:

(v,w) = A(w).

Powyzsze rownanie mozna rownowaznie zapisa¢ w postaci:

(Vf(p),w) = Df(p)(w).

Innymi stowy, odwzorowanie liniowe A mozna opisac jako branie iloczynu
skalarnego danego wektora z gradientem. Obiekty te warto rozrézniaé, choé¢
niestety trudno poda¢ przekonujgce argumenty za sensownoécia tego rozrdz-
nienia w tym momencie kursu.

Zadania

Zadanie 62. ZnajdZ macierze Jacobiego nastepujacych funkgji:

1. f(x,y) =

2. flx,y)=(e"+e Y,e¥ +e 7).

4.

I
i

3. f(t) = (cost,sint,t).
f(z,y) = (sin(z cos y), sin(y cos x)).
I

5. T, Y,z ) ( (Iij)aez(x*y)vz)'

Zadanie 63. Podaj przyktad funkgji f : R? — R, ktéra w punkcie 0 ma obie
pochodne czastkowe, ale nie jest rézniczkowalna.

Zadanie 64. Podaj przykfad funkgji f : R? — R, ktéra w punkcie 0 ma wszyst-
kie pochodne kierunkowe, ale nie jest r6zniczkowalna.
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5.3 Arytmetyczne wlasnos$ci rézniczki

W tym podrozdziale uogélnimy znane dobrze wzory na pochodng sumy;, ilo-
czynu i ztozenia funkcji na przypadek funkcji wielu zmiennych. Pierwsze dwie
z nich, w sytuacji gdy mamy do czynienia z funkcjami o ciggtych (w pewnym
otoczeniu rozpatrywanego punktu) pochodnych czastkowych, to tatwe konse-
kwencje Stwierdzenia [139]i Twierdzenia W ogélnosci dowdd tez nie jest
trudny, ale pomiiniemy go w tym miejscu.

Stwierdzenie 151. Niech A C R™ bedzie otwarty, p € Aoraz f,g : A — R™ bedg
rézniczkowalne w p. Wtedy

D(f +9)(p) = D(f)(p) + D(9)(p)

W powyzszym stwierdzeniu napis D(f)(p) + D(g)(p) oznacza sume prze-
ksztatcen liniowych. Poniewaz w og6lnoéci nie dysponujemy naturalnym poje-
ciem mnozenia dla wektoréw z przestrzeni wielowymiarowych, wiec ponizsze
stwierdzenie formutujemy tylko w przypadku funkcji o wartosciach rzeczywi-
stych.

Stwierdzenie 152. Niech A C R™ bedzie otwarty, p € Aoraz f,g : A — R bedg
rézniczkowalne w p. Wtedy

D(fg)(p) = D(f)(p)g(p) + f(p)D(g)(p)

Ostatnie stwierdzenie traktuje o pochodnej ztozZenia.

Stwierdzenie 153. Niech A C R™ bedzie otwarty, B C R™ bedzie tez otwarty, p € A,
f:A—R™, f(p) € B. Przypusémy, ze f jest rézniczkowalnaw pig: B — R! jest
rozniczkowalna w f(p). Wtedy

D(go f)(p) = D(9)(f(p)) - D(f)(p)

gdzie - oznacza iloczyn macierzy

Sprawdzmy, Ze powyzsze napisy maja sens (mnozenie nie jest zdefiniowane
na wszystkich parach macierzy!). go f to przeksztalcenie z otwartego podzbioru
R" w R!. Zatem D(g o f) powinna by¢ macierzg n x [ (n kolumn, [ wierszy).
Analogicznie D(g)(f(p)) to macierz m x [, a D(f)(p) - n x m. Zatem iloczyn
tych dwu ostatnich jest macierza n x [ i wszystko sie zgadza. Zilustrujmy to
jeszcze na przykladzie

Przyklad 154. Niech A = R, x (0,27r) C R?, B = R?, f : A — R? bedzie
okreslona

f(r,a) = (rcosa,rsina)
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i g:R? — R? bedzie zadana
g(z,y) = (&* +y*,2% — %)
Wtedy g o f : A — R? jest zadana wzorem
go f(r,a) = (r?,r*(1 — 2cos? @)

W takim razie

2r 0
D y o) = '
(gof)(r,a) ( 2r(1 —2cos?a) 2r?cosasina )

Rachujemy dalej
cosa —rsina
_D =
(£)(r,a) ( sina  rcosa )
2z 2y
D(g)(x,y) = ( S )

2rcosa  2rsino

Stad D(g)(f(r, o)) = D(g)(rcosa,rsina) = . Wymna-

2rcosa —2rsina
zajac D(g)(f(r,«)) - D(f)(r, ) dostajemy D(g o f)(r, ). Co koticzy dowéd w
bardzo szczegdlnym przypadku.

6 Zastosowania pochodnych funkcji wielu zmien-

nych

6.1 Zajecia1l1.l

Przypomnijmy sobie podstawowe zastosowanie rachunku rézniczkowego, kt6-
re poznaliSmy na zajeciach WdM II: pochodne stuzyly nam do badania prze-
biegu zmiennosci funkgji, tj. znajdowania przedziatéw, na ktérch funkcja jest
rosngca, malejaca, gdzie osigga ekstrema, gdzie jest wklesta, a gdzie wypukia.
Teraz pokazemy, Zze podobnie jak w jednowymiarowym przypadku, pochodne
funkcji wielu zmiennych dostarczajg niektérych informacji o zachowaniu funk-
¢ji. Warto tutaj od razu zauwazy¢, ze nie ma co liczy¢ na takie same informacje
jak w przypadku jednowymiarowym: niektére pojecia nie maja bowiem sensu
dla funkgji wielu zmiennych. Jednym z nich jest monotonicznosé¢ funkcji okreslo-
nej na podzbiorze R”, dla n > 1. Na R" nie ma bowiem naturalnego liniowego
porzadku, takiego, jaki jest na R. Mozemy pytac¢ o monotoniczno$é funkgeji, gdy
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sprowadzimy nasz przypadek do przypadku jednowymiarowego, np. wyr6z-
niajgc w R™ jaki$ kierunek (tzn. pytajac jak funkcja zachowuje si¢ na podprze-
strzeni R™ rozpinanej przez jeden konkretny wektor). RobiliSmy tak np. gdy
uzasadnialiémy, ze gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji.
Pytania, ktére przenosza si¢ niemalze bez zmian na przypadek wielowymiaro-
wy dotycza warto$ci ekstremalnych funkcji. Zauwazmy jednak, ze znéw, zeby
takie pytanie mialo sens, musimy umie¢ poréwnywac wartosci funkcji o ktéra
pytamy. Dlatego bedziemy zajmowac sie o funkcjami o wartosciach w R. Defini-
¢ja minimum (maksimum) funkcji o wartosciach w R jest w pelni analogiczna
do przypadku funkcji jednej zmiennej, o ile pamietamy, ze role przedzialéw
otwartych w przestrzeniach wielowymiarowych petnig kule.

Definicja 155. Niech A C R"i f : R” — R. Powiemy, ze f ma w punkciea € A
minimum lokalne (odp. maksimum lokalne) jedli istnieje € > 0, taki, ze dla
dowolnego b € B(a,¢)
f(b) = f(a)

(odpowiednio w przypadku maksimum f(b) < f(a)). Powiemy, ze minimum
(odp. maksimum) jest wlasciwe jedli odpowiednia nieréwnos¢ jest ostra po-
za przypadkiem b = a. Powiemy, Ze f ma w punkcie a ekstremum jesli ma
w tym punkcie minimum lub maksimum. Punkt a stanowi maksimum (mini-
mum) globalne, jesli f(a) > f(b) (f(a) < f(b)) dla dowolnego b nalezacego do
dziedziny funkcji.

Dobrze jest przesledzi¢ ponizsze przyklady szkicujgc wykresy odpowied-
nich funkcji.
Przyklad 156. Funkcja f : R? — R okreslona
fla,y) =a2® +y?

ma minimum lokalne (a takze globalne) w punkcie (0,0). Funkgja f : R* — R
zadana

f(x,y) = sin(zy)

osiaga w punkcie (7, 1) maksimum lokalne. Nie jest to maksimum lokalne wta-
Sciwe, gdyz na calej hiperboli okre$lonej wzorem

™
Y73
funkgja f przyjmuje wartosé 1. Funkcja f : R? — R zadana
f(z,y) ==y
nie ma ekstremum w punkcie (0, 0). Faktycznie, na krzywej

y=x
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mamy f(z,y) = 2 i dla punktéw z tej krzywej punkt (0,0) (nalezacy do niej)
jest minimum lokalnym. Jednakze na krzywej

y=-x

(do ktorej tez nalezy punkt (0, 0).) mamy f(z,y) = —2?, a zatem dla punktow z
tej krzywej, f przybiera maksimum lokalne w punkcie (0, 0). Po naszkicowaniu
wykresu tej funkcji w R? dos¢ fatwo przekonaé sie dlaczego punkt (0,0) na
wykresie bywa nazywany "siodtem".

Znajdowanie ekstreméw funkgcji wielu zmiennych na danym zbiorze jest
zatem zadaniem subtelniejszym niz w wypadku funkcji jednej zmiennej. Po-
kazemy teraz jakim rozumowanie moze w niektérych przypadkach poméc w
znalezieniu ekstreméw funkcji. Zacznijmy od definicji:

Definicja 157. Powiemy, ze A C R" jest ograniczony jesli dla pewnego r € R,
A C B(0,7). Powiemy, ze zbiér A C R" jest zwarty jesli jest domkniety (zob.
Definicja[124) i ograniczony. Brzegiem zbioru zwartego A nazywamy zbiér

A\ Int(A).

Przyktad 158. Oczywiscie kazda kula B(z,r) C R™ jest zbiorem ograniczonym.
Dla dowolnego = € R™ domkniecie kuli B(z,r) (tzw. kula domknigta), tzn.
zbiér

B(z,r) ={y € R" | d(z,y) <7}
jest zbiorem zwartym. Jego brzegiem jest sfera
{yeR" | d(z,y) =1}

Wykres paraboli w R?, tj. zbi6r

{(z,y) eR* | y=2"}

nie jest zbiorem ograniczonym.

Znamy wiele przykladéw funkcji, ktére na swojej dziedzinie nie osiggajg
ani globalnego maksimum, ani minimum. Takie przyktady mozna podac juz w
wypadku funkgji jednej zmiennej (np. tg). Taka sytuacja nie moze jednak zda-
rzy¢ sie w wypadku funkgji okreslonych na zbiorach zwartych, o czym moéwi
ponizsze (bardzo ogdlne) twierdzenie:

Twierdzenie 159 (Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw). Niech A C R"™ bedzie
zwarty, a f : A — R bedzie ciggta. Wtedy istniejg a,b € A takie, Ze f przyjmuje w a
minimum globalne na A, a w b maksimum globalne na A.
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Nasza strategia znajdowania ekstreméw funkgji f : R" — R bedzie naste-
pujaca: przypusémy, ze szukamy maksimum funkgcji f. Nasze zadanie sprowa-
dzamy do badania funkcji na pewnym zbiorze zwartym K C R". Na tym zbio-
rze wiemy, ze funkcja przybiera swoje kresy. Jesli poza tym zbiorem funkcja
przyjmuje wylacznie wartosci mniejsze od pewnej wartosci, ktéra przyjmuje na
zbiorze K, to znaczy, ze maksimum, ktére, z tw. Weierstrassa, osiaga na zbiorze
K to jest jej maksimum globalne. Jak znaleZz¢ ekstrema funkcji f na zbiorze K?
Do tego przydaje sie "wielowymiarowy" lemat Fermata:

Stwierdzenie 160 (lemat Fermata). Niech A C R™ bedzie otwarty. Jesli funkcja f -
A — R ma ekstremum lokalne w punkcie a € A i jest w tym punkcie rézniczkowalna,
to

Df(a) =0

tzn. dla dowolnego i < n, g—i(a) =0.

Dowdd. Ustalmy A, ai f jak wyzej. Przypus$émy, ze f osigga ekstremum lokalne
w punkcie a. Niech e bedzie taki, ze

B(a,e) CA
a jest ekstremum f na zbiorze A. Wtedy dla dowolnego i < n funkcja

gi:RDO(—€,¢) —» R
9:(t) = fla+te)

osigga ekstremum w punkcie ¢ = 0. g; jest funkcjg zmiennej rzeczywistej, za-
tem na mocy "jednowymiarowego" lematu Fermata ¢;(0) = 0. Dowéd konczy
obserwadja, ze ¢/(0) = 2L (a). O

Zalozenie otwartosci zbioru A bylo istotne: funkcja

flz,y) =2 +y°

osigga na zbiorze
{(.y) €R? | 2 +¢* <1}

maksimum w punktach okregu jednostkowego
{@y) eR? | 2® +y* =1}
ale pochodne czgstkowe w tych punktach nie zerujg sie tacznie. Faktycznie
0
OnTi(xl, y1) = 21

0
875(%’1/1) = 25
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Zatem jedynym punktem (x;,y;) takim, ze g—i (z1,11) = % (x1,9y1) = Ojest
punkt z; =y; = 0.

Warto tez pamietad, ze implikacja w lemacie Fermata zachodzi tylko w jed-
na strone. Nie jest prawda, ze jesli pochodne czastkowe funkgji zeruja sie w da-
nym punkcie, to funkcja w tym punkcie osigga ekstremum. Rozpatrzmy jeszcze
jeden przyktad:

Przyklad 161. Niech g(z,y) = 2% — 3y*z. Wtedy
99

67&(»”517311) = 3af —3y; =3(a% —u7)
0
872(:61’3/1) = =6y

Znéw jedynym punktem (z1,y ), dla ktérego %(ml, Y1) = g—g(xl, y1) = 0 jest

(0,0), dla ktérego mamy
9(0,0) = 0.

Dowolnie blisko tego punktu funkcja g osiaga jednak zaréwno wartosci ujemne
jak i dodatnie (np. patrzac na wartosci tej funkcji na prostej y = 0.)

Podsumujmy metode znajdowania ekstreméw funkgji: jesli umiemy poka-
zaé, ze (np.) maksimum f musi leze¢ we wnetrzu pewnego zbioru zwartego K,
to wystarczy znaleZé miejsca, w ktérych na K znika rézniczka f (w pozosta-
Iych punktach K f nie moze mie¢ ekstremum lokalnego, zatem tym bardziej
globalnego) i wybra¢ najwiekszg z tych wartosci (taka istnieje na mocy tw. We-
iserstrassa). Zobaczmy to na przyktadzie:

Przyklad 162. Niech f(z,y) = ze~ @ +v*~2), Zauwazmy najpierw, ze

ol o T =0

tzn. w miare oddalania sie od poczatku ukladu wspéirzednych wartosci f staja
sie coraz blizsze zeru. Najlatwiej to zobaczy¢ badajac zachowanie f na okregach
wokdt punktu (0,0) o coraz wiekszych promieniach, tzn. na zbiorach

S(R) ={(z,y) eR* | 2* +y*> = R}

dla coraz wigkszych R. Latwo przekona¢ sie, ze najwieksza wartoscig jaka f
przyjmuje na S(R) jest
maxp = \/Ee_R_2

a najmniejszg
ming = —V Re 72
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Oczywi$cie zar6wno maxg, jak ming w granicy daja 0, wiec dostaliémy to, co
chcieliSmy. Znajdzmy kandydatéw na ekstrema funkcji f, tzn. miejsca, w kt6-
rych zerujg si¢ pochodne:

?(% y) = e PHID g g og)em @Y -2 — om (P2 (1 9,2
X
g—z(z7 y) = 72xye*(5172+y2*2)

Zatem jedynymi punktami, w ktérym obie pochodne sie zeruja s a; = (%, 0)

ias = (——=%,0). W a; funkcja przyjmuje warto$é

/3’
flar) = ie(%%)
\/5 )
W ag — 1
1
Flag) = _ = s
V2

f(a1) jest zatem kandydatem na maksimum funkcji, f(a2) - na minimum. Wy-
starczy pokazad, ze poza pewnym zbiorem zwartym, zawierajagcym punkty a;
iay, wartosci f zawieraja sie w przedziale (f(az), f(a1)). Jako taki zbiér wystar-
czy wzia¢ domkniecie kuli B(0, ) dla dostatecznie duzego r.

Przyklad 163. Teraz udowodnimy jedng z podstawowych analitycznych nie-
réwnosci, tzw. nierdwnosé migdzy Srednimi. Tytulem wprowadzenia: $rednig aryt-
metyczna n-liczb x4, ..., x, nazywamy liczbe

1+ ... +x,

n

Srednia geometryczna n-liczb dodatnich 1, . . ., ,, nazywamy liczbe

Sk

A oto stwierdzenie, ktérego bedziemy dowodzi¢ stosujac poznane metody:

Stwierdzenie 164. Dla dowolnych 1 > 0,...,2, >0

r1+...+xy
n

3=

> (1. Zp)

Dowéd. Zauwazmy, ze bez ograniczenia ogénosci mozem zatozy¢, ze x1 + ...+
xn, = n. Takjest, bojedli kazda z liczb x; przemnozymy przez t¢ sama liczbe k& >
0, to zaréwno prawa, jak i lewa strona szostang pomnozone przez k. Wystarczy
zatem pokazag, zejeslizy + ...+ z, =n, to

1. Ty < 1.
Niech teraz
f:R*! 5 R

flx1, . y@n_1) = a1 . p_1(R—21— ... —Tp_q)

77



A takze
K={(z1,...,2p—1) | x; >00razzy + ...+ x,—1 <n}

Latwo pokazag, ze zbiér K jest ZwartyﬂZatem f osigga na K minimum i maksi-
mum. JesteSmy zainteresowani pokazaniem, ze maksimum f na K jest mniejsze

niz 1. Poniewaz na brzegu K, tzn. zbiorze

0K = {(xl,...,xn_l)ERnfl | xiEOOrazx1+...+x,L_1:n}

U {(x1,...,7,_1) € R"! | dla pewnego i,z; = 0}

funkcja f jest stale réwna 0, a w jego wnetrzu, np. punkcie (1,..., 1) przyjmuje
wartos$¢ dodatnig 1, to musi osiggaé maksimum w Int(K'), w punkcie, w ktérym
zeruja sie pochodne czastkowe. Obliczmy je (niech a = (a1, ... an—1):

6(71 —(r1+...+ xn_1)>
ox;

of _ M(a)(n_al_.___an71)+a1._._.an71.

= a1~...ai_1~ai+1'...~an_1(nf(a1+...+an_1))fa1~...~an_1

(@)

)

Zatem przyréwnujac kazda z pochodnych czgstkowych do zera dostajemy uktad
n — 1 réwnan. Wyciagajac w i-tym rownaniu a; - ... a;—1 - @41 - - . . - Gp—1 przed
nawias i skracajac dostajemy uktad n — 1 réwnan liniowych

n—1

n—Zaj—aizﬂ, 1<n-—1 (6)
j=1
Dodajgc te rownania do siebie i przerzucajac wyrazy z a; na prawa strone do-
stajemy
n—1
n(nfl):(nfl)Zaj+a1+...+an
j=1
a zatem

n—1
nn—1)=n Z a;
j=1

Stadn — 1= Z;:ll a;. Podstawiajac te tozsamos¢ do réwnania@stwierdzamy,
ze zachodzi ona wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = ... = a,—1 = 1. Mamy zatem
nastepujaca sytuacje: na zbiorze K funkgcja f musi przyjmowaé maksimum. Nie
moze przyjmowac go na brzegu K, bo tam jest stale réwna 0, a we wnetrzu K
jest dodatnia. Zatem musi przyjmowac je we wnetrzu K, w punkcie, w ktérym
zeruja sie pochodne. Stad w (1,...,1) f osiaga maksimum na K, a zatem na
tym zbiorze wartos$ci funkgji sg < 1, tak jak chcieliSmy. O

2Dobrze jest narysowaé sobie ten zbiér w przyadku n = 3.
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Nie zawsze jest tak, ze jesli funkcja na swojej dziedzinie ma dokladnie jedno
ekstremum, to jest to jej maksimum lub minimum (tutaj sytuacja jest inna niz
w przypadku jednowymiarowym, gdzie powyzsza implikacja jest prawdziwa).
Ciekawego kontrprzyktadu dostarcza ponizsza funkgcja:

Przyklad 165. Niech f(z,y) = z%(1 + y)® + y*. Wtedy f ma doktadnie jedno
ekstremum lokalne, ktére jest jej minimum lokalnym, ale nie jest ograniczona
ani z gory, ani z dotu. Istotnie, f nie jest ograniczona z géry, ani z dotu, bo na
zbiorze

r=y
jest réwna wielomianowi 5-tego stopnia
22(1+z)% + 22,
ktéry (jak to wielomian nieparzystego stopnia) nie jest ograniczony z géry ani

z dotu. Zbadajmy zachowanie pochodnych czastkowych:

0

Fi(xlayl) = 2z1(1+y)°

0

8—£(x1,y1) = 323(14y1)*+ 2y

Stad grad f(z1,y1) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 1 = y1 = 0. Latwo sprawdzi¢,
ze na B(0, 3), f przyjmuje tylko dodatnie wartosci. Stad (0, 0) jest minimum
lokalnym funkgji f i innego nie ma, bo to jedyne miejsce, w ktérym zeruje sie
gradient f.

6.2 Przestrzen styczna do wykresu funkcji

Na analizie 2 uczyliSémy sie¢ jak zdefiniowac¢ styczng do wykresu funkgji f : A —
R w punkcie p € A (gdzie A to jest jakis odcinek, albo przynajmniej zawiera
jaki$ odcinek zawierajacy p). Pamietamy, Ze styczna zadana byta wzorem

Tp,f ={(z,y) eR* | y= f'(p)(z —p) + f(p)}

gdzie f’(p) to pochodna funkgji f w punkcie p. Popatrzmy na przypadek szcze-
gblny, gdy p = 01 f(0) = 0. Wtedy

Tof ={(z,y) eR* | y = f'(p)z}

Latwo zobaczy¢, ze w takim przypadku Ty f to jednowymiarowa podprzestrzen
liniowa R2. W og6lnym przypadku ta podprzestrzen jest przesunieta (o wektor
(—p, f(p))) tak zeby ,dotykala” wykres f dokladnie w punkcie (p, f(p)) (taki
zbidér nazywa sie podprzestrzenia afiniczng). Zatem w przypadku funkcji jednej
zmiennej styczne to (przesuniete) jednowymiarowe podprzestrzenie liniowe.
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Popatrzmy teraz na troche trudniejszy przypadek f : R? — R (zaklada-
my, ze f jest r6zniczkowalna). Wykres f to podzbiér R?. Zastanowimy sie ja-
kie warunki musi spetniaé przestrzen styczna do wykresu funkcji f w punkcie
(0,0, £(0)) (zeby sie tatwiej myslato). Wybierzmy prostey = 0 C R?iz =0 C
R?. Wtedy f obcieta do kazdej z tych prostych definiuje funkcje jednej zmiennej

x = f(z,0)
y = f(0,y)

Wykres kazdej z tych funkcji zawiera sie¢ w wykresie f (doktadniej: to prze-
ciecie wykresu f z plaszczyznami (odpowiednio) y = 0 C R*, z = 0 C R3).
Zatem styczne do wykresu tych funkcji takze powinny naleze¢ do przestrzeni stycznej
do wykresu f.Z powyzszej przypominajki pierwsza z tych stycznych jest zadana

wzorem of
z= %(0,0)JU—F f(0)
a druga
0
= oo+ 0.

Zauwazmy, ze obydwa te réwnania maja wspoélng forme:

z=D(£)(0,0)v + £(0)

gdzie v to w pierwszym przypadku (z,0), a w drugim (0,y) (zachecamy do
przeliczenia). Zauwazmy teraz, ze kazdy wektor w = (z,y, z) spelniajacy

z = D(£)(0,0)(z,y) + £(0)

powinien naleze¢ do przestrzeni stycznej. Faktycznie kazdy v = (a,b) € R?
wskazuje pewien kierunek z punktu (0, 0). Biorac prosta y = ¢ w tym kierun-
ku mozemy zdefiniowaé znéw funkcje jednej zmiennej. Styczna do niej nalezy
do wykresu funkgji a zadana jest warunkami

of

a

Latwo sprawdzi¢, ze wektor (a,b, D(f)(0,0)(a,b) + f(0)) spelnia to réwnanie

(pamietajac, ze %(0, 0) = D(f)(0,0)v), zatem i on powinien naleze¢ do prze-

strzeni stycznej. Rozwazania te motywujg nastepujaca definicje:

Definicja 166. Niech f : A C R™ — Rip € A. Przestrzenig styczng do wykresu f
w punkcie p nazywamy podzbiér R™*! zdefiniowany

Tpf = {($17""xm+1) eR™H! | Tm+1 = D(f)(($1,...,Im)—p)(scl,...7$m)+f(p)}
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Zajecia 29.11

W tym podrozdziale wprowadzimy pojecie rozmaitosci zanurzonej w R™ i wska-
zemy jak (mozna) wykazywad, ze co$ jest rozmaitoScig. W przygotowaniu tego
fragmentu korzystalem ze skryptu do Analizy Matematycznej II prof. Pawta
Strzeleckiego z Wydziatu MIM UW.

Konwencja 4. Piszac (v, w) € R™™ mamy na mysli, ze (v, w) jest wektorem z
n + m wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej oraz v € R™, w € R™.

Definicja 167. NiechU C R"i¢ : U — R™. Wykres ¢ to zbidr
{(v,w) eR™™ | v e U, ¢(v)=w} CR"™™

Definicja 168 (Dopelnienie ortogonalne zbioru P). Niech P C R"™. Dopelnieniem
ortogonalnym P nazywamy zbior

{veR" | (v,w) =0 dladowolnego w € P}

Na mocy wiasnosci iloczynu skalarnego, tatwo zauwazy¢, ze zawsze P jest
podprzestrzenig liniowg R” takg, ze P N P+ C {0}.

Przyklad 169. Niech P C R? bedzie podprzestrzenig
{(z,y) eR* | y =2z}
Wtedy P+ = {(z,y) € R? | z = —2y}.
Podajmy teraz kluczowg dla tego rozdziatu definicje

Definicja 170. Zbiér M C R™"™ nazywamy n-wymiarowq rozmaitoscia (klasy
C") wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego p € M istniejq

1. kula otwarta B(p,r) C R**™
2. n-wymiarowa podprzestrzeri P = lin(e;,,...,e;, ) C R*™™
3. zbiér otwarty U C P i funkcja rézniczkowalna ¢ : U — Pt

takie, ze
M N B(p,r) = wykres ¢ N B(p,r) (7)

Oczywiscie kazda n-wymiarowa podprzestrzen liniowa R"*"™ jest rozma-
itoscig. Faktycznie, ustalmy M C R"™*™, takie, ze M jest n-wymiarowa po-
drzestrzenig liniowa. Jesli p € M, to jako B(p,r) mozna wzia¢ dowolng kule o
$rodku w p, jako P po prostu M, a ponadto U = P oraz

¢:P— Pt
p(v) =0 dla dowolnego v € P

Klasa rozmaitoéci jest jednak duzo szersza (i ciekawsza).
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Przyklad 171. Dla dowolnego n sfera S™ = {z € R** | |z| = 1} C R"**!
jest rozmaito$cig n—-wymiarowg (S* C R? to okrag, a 5% C R3 "tradycyjna" sfe-
ra). Pokazemy to dla przypadku n = 2, gdyz przypadek ogdlny jest w pelni
analogiczny. Niech Us = {(z,y,0) € R® | 2?4+ y? < 1} (zbi6r U to obszar
na podprzestrzeni z = 0 ograniczony réownikiem naszej sfery, a zatem dwuwy-
miarowa kula otwarta). Zauwazmy, ze "gérna" i "dolna" pélsfera (gérna to ta,
gdzie trzecia wspoétrzedna jest > 0, dolna - ta gdzie trzecia wspoétrzedna jest
< 0) sg w catodci wykresami funkcji

¢1ZU—>R
$1((7,9,0)) = /1 — 22 — y?
¢ : U =R

¢2(($,y,0)) =—-v1 - z? _y2

Oczywiscie ¢; i ¢2 majg cigglte na U pochodne czastkowe, zatem sg klasy C*.
Dla punktéw S?, ktére majg niezerowa wspotrzedng z wystarczy zatem wzigé
P = lin(ey,es), U = Ug, 7 = |z|oraz ¢ = ¢1dlaz > 0i¢ = ¢ dlaz < 0.
Pokazalismy zatem, ze pewne otoczenie dowolnego punkt lezgcego poza réw-
nikiem mozemy przedstawi¢ jako wykres funkgji klasy C*.

Oczywiscie nie jest prawdg, Ze pewne otoczenie punktu lezagcego na réow-
niku S? mozemy przedstawi¢ jako wykres funkgji f : lin(e1,e2) — lin(es)
(warto narysowa¢ rysunek i naocznie przkonac¢ sie dlaczego). Tutaj jednak w
sukurs przychodzi nam to, ze warunek w definicji rozmaitosci (mimo, ze dos¢
zawily) byl jednak bardzo ogélny: dla punktéw lezgcych na réwniku mozemy
wybraé inng plaszczyzne (dwuwymiarowg podprzestrzen w R?) i z niej wybraé
dziedzine dla funkgji, ktérej wykresem bedzie otoczenie punktu z réwnika.
I tak, dla punktéw, dla ktérych pierwsza wspétrzedna (tradycyjnie z-owa, ta
przy e; w bazie standardowej) jest niezerowa mozemy jako P wybra¢ plasz-
czyzne lin(eg, e3), a dla pozostatych punktéw (pozostajg dokladnie 2!) lezacych
na réwniku sfery, dla ktérych pierwsza wspétrzedna jest zerowa - plaszczyzne
lin(es, e3). Reszte szczeg6low (zdefiniowanie funkcji ¢ w kazdym z przypad-
kéw) pozostawimy jako ¢wiczenie.

Przyklad 172. Zbiér
M ={(z,y) €R? | 2* —y* =0}

nie jest rozmaitoscig. Zbiér M jest sumg wykreséw dwoéch funkeji: y = ||
iy = —|z|. Latwo sie przekonaé, ze zadnego otoczenia punktu 0 nie mozna
przedstawi¢ ani jako wykresu funkcji uzalezniajacej = od y, ani jako wykresu
funkcji uzalezniajgcej y od .
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Nastepny przyklad podaje wazng metode dowodzenia, Ze jaki$ zbidr jest
rozmaitoscig.
Twierdzenie 173. Niech Q@ C R"*™ bedzie zbiorem otwartym i F : Q — R™ bedzie
funkcjg klasy C* na Q. Niech q € Qi

Mi={:€Q | F(z) = F(g)}

Jeslidla dowolnego a € M, DF (a) jest epimorfizmem liniowym, to M jest rozmaitoscig
n—wymiarowsg.

Zbiér M jak powyzej nazywa sie poziomicg funkcji F' (nietrudno domy$li¢ sie
dlaczego: zbiér M to zbidér wszystkich punktéw, w ktérych F' przyjmuje jakas
jedna ustalong warto$c.)

Latwo tez przekonad sig, ze warunek o ktérym mowa w powyzszym Twier-
dzeniu (tzn. to, ze w dowolnym punkcie rézniczka jest epimorfizmem) nie jest
warunkiem koniecznym. Jako kontrprzyktad wystarczy rozwazy¢ zbiér R™ (kto-
ry jest rozmaitoscig n-wymiarowq) jako poziomice funkgji state;j.

Rozpatrzmy teraz pierwszy naprawde ciekawy przykiad rozmaitosci
Przyklad 174 (Torus obrotowy w R?). Ustalmy R > r > 0. Rozpatrzmy zbi6r:
T—{(0.0.9) €R® | (R— Va1 + 2 =1%)

M to tzw. torus obrotowy w R3. (Warto sporzadzié rysunek). Korzystajac z Twier-
dzenia uzasadnimy, ze torus jest 2-wymiarowg rozmaitoscig. Pot6zmy

F(x7y,z) = (R_ \% 2 +y2)2 +22 —7’2
Wtedy T = {(z,y,2) € R® | F(z,y,2) = 0}. Wystarczy zatem policzy¢ DF i
sprawdzié, ze w kazdym punkcie T to jest epimorfizm. Mamy

_ 2 2
8F<x7y’z) _ QxR Vi 4y
637 /m2+y2
8F( =2 R— /22 +y?
—(1,y,2) = 2y——r—o—
oy ©Y Y s
oF
il -9
5, (@ y:2) =2z

Zauwazmy, ze zaden punkt postaci (0,0, z) nie nalezy do T, bo R > r, stad
pochodne czagstkowe sg ciggle na T. (w przeciwnym przypadku klopot bylby z
pochodnymi czgstkowymi po z i po y.) Latwo tez przekonaé, ze w dowolnym
punkcie T ktéraé pochodna czgstkowa jest niezerowa (co wystarczy do epimor-
ficznosci DF(z)). Faktycznie, jesli bowiem %—f(w, y,2) =0,to z =0, a wtedy (z

R— a2+ y2=R?>>0

Zatem %—g(x,%z) #0125 (z,y,2) #0.

definicji zbioru T)
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Zadania

Zadanie 65. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym i F' : 2 — R" bedzie
funkcja klasy C' na Q pokaz, ze wykres F' C R"*"™, jest rozmaito$cig i znajdz
jej wymiar.
Zadanie 66. Sprawdzi¢, czy w kazdym punkcie « zbioru  DF'(x) ma maksy-
malny rzad, jesli
1. F:R® 5 R% F(z,y,2) = (22 + 4% + 22,22 —z + ¢?),
Q={(z,y,2) € R? | F(z,y,2) = 0}.

2. F:R3 = R?, F(z,y,2) = (22 + 22,y% + 22),
Q={(z,y,2) eR® | F(x,y,2) = (1,1)}

3. F: R} = R? F(z,y,2) = (x— 2y + 3z, 2% + 4y* + 92% + 62z — dy(z + 32)),
Q={(z,9,2) €R® | F(,y,2) =0}

4. F:R?2 =R, F(z,y) = (22 +9y*)? — 2% — 32,
Q={(z,y) €ER? | F(a,y) =0}

Zadanie 67. Sprawdz, ze podane podzbiory R" s rozmaitoéciami. Podaj ich
wymiar.
1. {(z,y,2) €ER® | x+y+2=0,22+2y> + 322 = 6}

2. Niechm > 2,a1,...,a,;, >0
m ;
{(z1,...,2m) €R™ | 2(5)2:1}
3. {(z,y,2) eR® | z+y+2=0,22+y2 =1}

Zajecia 7.111

W niniejszej czesci zastanowimy sie, jak znajdywacé przestrzen rozpiety przez
wektory styczne do rozmaitosci M/ w danym punkcie p. Zbiér ten nazywa prze-
strzenig styczng i oznaczamy T, (M ).

Definicja 175. Zatézmy, ze M C R" jest rozmaitoscig klasy C'. Zatézmy, ze
U C M jest obrazem f[V], gdzie V jest otwartym podzbiorem R?, zas f : V —
R™ jest bijekcjg klasy C?, ktorej r6zniczka jest w kazdym punkcie g € V rzedu
d. Wéwczas przestrzenia styczna do rozmaitosci M w punkcie p nazywamy
zbidr:

TipyM =imDf, + f(p) = {¢ € R" | v €imDf, q=p+v}.
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Przypomnijmy , ze w szczegélnym przypadku, gdy M jest wykresem funk-
Gi f : V — Rn klasy C1, gdzie V C R jest pewnym podzbiorem otwartym,
ap = (z, f(x)) dla pewnego = € V z powyzszej definicji wynika nastepujacy
wzOr:

T,M = {(v+p, Dfy(v) + f(p)) € R™H | v e R},

ktéry wprowadzilismy juz jako definicje przestrzeni stycznej do wykresu funk-
cji w definicji[I66](dla przypadku n = 1). Warto by¢ moze naszkicowac tn zbicr
w wypadku, gdy M C R? jest wykresem funkgji f : R — R i przekonac sie, ze
definicja zgadza si¢ z t3 wprowadzong na Matematyce II.

Niekiedy rozmaito$¢ w otoczeniu pewnego punktu przedstawiamy nie jako
obraz, lecz jako zbiér miejsc zerowych pewnej funkcji. Wowczas uzyteczne jest
nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 176. Zatézmy, ze U C R" jest zbiorem otwartym, zas F : R™ — R4
funkcjg klasy C. Niech M = {x € U | F(z) = c}. Zatézmy, ze dla dowolnego
p € M odwzorowanie DF), jest epimorfizmem. Woéwczas

ToM =p+ker Df,.

Znajdziemy przestrzenie styczne korzystajac zar6wno wprost z Definicji
oraz ze Stwierdzenia i przekonamy sie, ze jest to w istocie dos¢ tatwe.

Przyklad 177. Znajdziemy przestrzeni styczng do sfery S? = {(z,y,z) € R? |
X2 +y? + 2% = 1} w punkcie %(1, 1,1).
Poniewaz sfere mozemy przedstawi¢ jako zbiér miejsc zerowych pewnej

funkji F : R?* — R! wygodnie bedzie postuzy¢ sie Stwierdzeniem W na-
1

\/g(l, 1,1), zas F(z,y,z = % + y? + 2?). Mamy wéwczas:

szym wypadku p =

DF ) = ( 2z 2y 2z )
Odwzorowanie DF(, , . jest wigc epimorfizmem na R dla dowolnego punktu
(x,y,z) poza (0,0,0). Mozemy wiec w zalozeniach stwierdzenia wzig¢ U =
R*\ {(0,0,0)}.
Mamy

Zatem ker DF), = lin((1,—1,0), (1,0, —1)). Zatem przestrzen styczna do sfe-
ry w punkcie p dana jest wzorem

T,8% = %(1, 1,1) +lin((1, —1,0), (1,0, —1)).
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Policzymy teraz przestrzen styczng odwotujac sie do postaci parametrycznej
rozmaitosci.

Przyklad 178. Rozwazmy torus
T = {(Rcos¢(l +rcosf), Rsingp(l +rcosh),rsinf) | ¢,0 € R}.

(Nawiasem moéwiac, jest to ta sama rozmaitod¢, kt6g zdefiniowalismy w Przy-
ktadzie [74

Znajdziemy plaszczyzne styczng do torusa w punkcie odpowiadajacym ka-
tom ¢ = 0 oraz 0 = 7.

Skorzystamy z definicji[I75, W naszym wypadku V' = (0,27) x (0,27), p =
(0,7%), zas
f(#,0) = (Rcosp(1l 4 rcost), Rsin (1 + rcos @), rsinb).

Obliczamy wiec najpierw rézniczke f:

—Rsin(1 +rcosfl) —Rrcos¢sind
Dfgo = | Rcosp(l+rcosf) —Rrsingcosb
0 rcos

Mamy w szczegdlnosci:

1
0 _Rrﬁ
Dfy=| R(l+rJ) 0
1
0 Tﬁ

Whioskujemy wiec, ze imD f,, = lin(0, R(1+ r%) 0), (—Rr%, 0, r%)), za$

r

),07\5

T,T = (R(1 + 7

) +imDf,,.

Zadania
Zadanie 68. Znajdz przestrzen styczng do sfery w punkcie % (1,2,3).

Zadanie 69. Znajdz przestrzen styczng do torusa obrotowego w punkcie odpo-

wiadajgcym katom (¢,6) = (5, —%)-

Zadanie 70. Nich v = {(sin(t),cos(t),t) | t € R} bedzie krzywa w R®. Znajdz
przestrzen styczng do v w punkcie (0, 1, 27). Naszkicuj krzywa .

86



Zadanie 71. Niech v = {(t?,#3,t*) | t € R} bedzie krzywg w R3. Znajdz
przestrzen styczng do v punkcie (1,1, 1).

Zadanie 72. Zauwazmy, ze sfere mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb (za po-
mocg dtugosci i szerokosci geograficznej):

5% = {(cos pcos B, cos psinf,sin p) € R® | (¢,0) € R?}.

Znajdz przestrzen styczng do sfery w punkcie odpowiadajacym katom (§, 5 ).

Zadanie 73. Rozwazmy paraboloide obrotowg w R? zdefiniowang w nastepu-
jacy sposob:
P={(x,y,2) eR® | z=2"+y°}.

Znajdz przestrzeri styczng do P w punktach (1,v/2,3), (1, —1,4).

Zajecia 14.111

W dzisiejszym wykltadzie pokazemy metode znajdowania ekstreméw funkgji
na rozmaitosciach zwartych, zadanych jako poziomice pewnych funkcji. Do-
brze jest weze$niej przypomniec sobie definicje rozmaitosci (Definicja[7) i Twier-
dzenie[173] zbioru zwartego w R" (Definicja[157). Przypomnijmy jak wygladata
nasza strategia znajdowania ekstreméw funkcji f : R™ — R:najpierw argumen-
towalismy, Ze ekstremum musi leze¢ we wnetrzu pewnego zbioru zwartego, a
potem sprawdzaliSmy gdzie na tym zbiorze znika rézniczka f (korzystajac ze
Stwierdzenia [160]i Twierdzenia Weierstrassa (Twierdzenie 0 przyjmowa-
niu kreséw: funkcja ciggla na zbiorze zwartym osigga swoje minimum i maksi-
mum na tym zbiorze). Postawmy sobie teraz inne zadanie: nie chcemy szuka¢
ekstremoéw globalnych funkgji, ale znaleZ¢ jej najwieksza i najmniejsza wartosé
na jakims$ zbiorze zwartym (to znaczy ta funkcja poza tym zbiorem moze sobie
nawet rosngé do nieskoriczonoéci - nas interesuja tylko wartosci na tym zbio-
rze). Tak jest np. gdy szukamy odleglosci punktu (1,2,3) € R3 od sfery - jest to
wszakze (pierwiastek kwadratowy z) minimum funkgji

g(z) = (21 = 1)% + (22 — 2)* + (x5 - 3)°

Oczywiscie funkcja ta osigga swoje minimum globalne (réwne 0) w punkcie
(1,2, 3) (we wszystkich innych punktach jest ona $cisle dodatnia). Jest to tez je-
dyne miejsce, w ktérym zeruje si¢ pochodna g. Ta informacja na niewiele nam
sie przyda, gdyz punkt (1, 2, 3) nie lezy na sferze. Jest jeszcze inny problem: mo-
zemy stosowac lemat Fermata tylko na zbiorze otwartym. Sfera po pierwsze nie
jest takim zbiorem, a po drugie jej wnetrze to zbidr pusty. W takim przypadku
przyda nam sie nastepujgce twierdzenie:
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Twierdzenie 179 (Twierdzenie Lagrange’a). Niech G C R™*! bedzie zbiorem
otwartym, f : G — R bedzie rézniczkowalna i F = (Fy,..., F}) : G — R! bedzie
funkcjg klasy C* na G. Polézmy

S={zxeG | F(z) =0}

i zatézmy, ze dla dowolnego p € S, DF (p) jest epimorfizmem liniowym (réwnowaznie:
macierz jakobiego ma maksymalny rzgd, tj. rowny 1). Jesli f osigga swoje maksimum
na S w punkcie p, to

(Vf(p),w) = 0dla dowolnegow € T,S

oraz istniejg A1, ..., N\ € R takie, ze
1
Vip) =Y NVFi(p) (+)
i=1

Rozszyfrujmy nieco teze tego twierdzenia: warunek
(Vf(p),w) =0dla dowolnegow € TS

moéwi, ze gradient funkgji jest prostopadly do przestrzeni stycznej do rozmatio-
$ci S w punkcie p (przy naszych zatozeniach S jest rozmaitoscig na mocy Twier-
dzenia [I73). Stad juz fatwo wynika warunek (x) (ktéry bedzie kluczowy dla
naszych zastosowan). Faktycznie, na mocy Stwierdzenia[176|7,S = ker DF (p).
DF(p) to macierz, ktérej wierszami sa wektory VFi(p),..., VFi(p). Udowod-
nimy, ze wektory te tworza baze (7,,S)*. Oczywiscie kazdy z tych wektoréw
jest prostopadly do dowolnego wektora z ker DF(p) = T,,S. Poniewaz DF (p)
ma rzad /, to jest to uktad liniowo niezalezny. Wystarczy zatem sprawdzi¢, ze
(T,,5)* ma wymiar I. Poniewaz DF (p) jest epimorfizmem, to wymiar imD F(p)
jest rowny [, a zatem wymiar ker DF'(p) = T,S5 jest rtéwny m. Stad wymiar
(T,,9)* jest rtéwny
(m4+1)—m=1.

Udowodnili$my zatem, ze VF(p), ..., VFi(p) tworzg baze (T,,5)~. Stad jesli
(Vf(p),w) = 0dla dowolnegow € T,,5

to Vf(p) € (T,5)*, a zatem jest kombinacjg liniowa VFi(p), ..., VE(p). To zas
jest dokladnie tres¢ warunku (x).

Zauwazmy jeszcze jedng rzecz: warunek () jest rownowazny temu, ze
!
D(f =) AF)(p) =0
i=1
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a zatem dla dowolnego j < m + 1

of = S0 MF;

oz, (p)=0

Stad, podobnie jak w lemacie Fermata mamy tu do czynienia z warunkiem:
jesli funkcja osigga ekstremum w punkcie p, to pochodna w punkcie p znika.
Inaczej jednak niz w lemacie Fermata, musimy tu wzigé pod uwage nie pochod-
ng funkgji f, ale uwzgledni¢ takze kombinacje liniowg funkgcji sktadowych F'.
PrzejdZzmy teraz do zastosowari:

Przyklad 180. Znajdziemy ekstrema funkgji f : R* — R zadanej wzorem
f(@,y,2) = xyz

na sferze S? = {(z,y,2) € R® | 22+ y*+ 22 —1 = 0}. Wprost z definiqji wida¢,
ze jest to poziomica funkcji

F(z,y,2) =a* + 4> + 2> -1

tzn. S? = (z,y,2) € R3F(z,y, 2) = 0. Latwo sprawdzi¢, ze S? i F spelniaja zato-
zenia Twierdzenia Lagrange’a. Ponadto, S jest zbiorem zwartym, zatem mak-
simum i minimum naszej funkcji na tym zbiorze jest przyjmowane w punktach,
w ktérych dla pewnego A

(F' jest funkcjg rzeczywista, wiec w tym przypadku [ = 1,m = 2). Rozpisujac
powyzszy warunek mamy

(yz,xz,22) = (A2z, A2y, A22),

co prowadzi do ukatdu réwnan

yz = A2z
Tz = N2y
xy = N2z

Mamy trzy réwnania i cztery niewiadome. Czwartym réwnaniem, ktére mo-
zemy wykorzystaé jest réwnanie na z,y, z definiujgce S?. Ostatecznie mamy
zatem uktad

yz = A2z
Tz = N2y
Ty = A2z

2+ 422 =1
ktéry pozostaje rozwigzaé, aby znalez¢ punkty, w ktérych f osigga ekstrema
(oczywiScie nie we wszystkich punktach, ktére otrzymamy muszg by¢ ekstre-
ma f - na koricu trzeba po prostu wybra¢ te punkty, w ktérych f osigga naj-
wiekszg i najmniejszg warto$¢; zauwazmy np. ze wszystkie punkty, ktére maja
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doktadnie jedng wspoélrzedng réwna 1 i pozostate dwie 0 spetniaja powyzszy
uklad, ale funkcja nie osigga w nich ani maksimum, ani minimum na S?, bo f
jest w tych punktach réwna 0) Réwnania teakie bedziemy nazywaé réwnaniami
Lagrange’a.

6.3 Zadania

Zadanie 74. Znajdz odleglos¢ punktu (1,2, 3) od sfery S2. (poréwnaj wprowa-
dzenie do niniejszego rozdziatu)

Zadanie 75. W kazdym z ponizszych przypadkéw wypisa¢ réwnania Lagran-
ge’a:

1. F:R® - R?, F(r,y,2) = (x+y+z,22+y?+22), f(z,9,2) =2 +y + 2.

2.F R 5 R?, F(z,y,2) = (x+y+ 2,2% +2y% + 322 — 6), f(z,y,2) =
x2y+y+z3.

3. F:R? 5 R, F(z,y,2) = (R— /a2 + y2)? + 22 —1?, f(x,y,2) = zsin(y) +
ysin(x) + zsin(z).

Zajecia 21.111

Na dzisiejszych zajeciach bedziemy ¢wiczy¢ zastosowania Twierdzenia Lagran-
ge’a o ekstremach warunkowych. Wiemy juz, jak stosowa¢ to twierdzenie do
znajdywania esktreméw funkcji na rozmaitosciach. Zauwazmy, ze twierdze-
nie Lagrange’a pozwala nam znajdowac ekstrema funkcji w nieco ogélniejszej
sytuacji. Jedno z zastosowan obejmuje przypadek, gdy rozmaitoscia jest brzeg
zbioru, na ktérym prébujemy zminimalizowaé dang funkcje. Rozwazmy to na
przyktadzie.

Przyklad 181. Znajdziemy ekstrema funkcji danej wzorem f(z,y) = 2zy + 3
na elipsie domknietej o réwnaniu E = {(z,y) € R? | 2% + 2y? = 5}.

Zauwazmy najpierw, ze skoro elipsa jest zbiorem zwartym, to funkcja f osia-

ga na niej maksimum i minimum. Wystarczy wiec

e Sprawdzi¢, czy istniejg takie punkty na zbiorze E, w ktérych zeruje sie
gradient funkcji f,

e Sprawdzi¢, jakie sg ekstrema funkgji f na brzegu zbioru E.
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Sprawdziwszy to, wystarczy poréwnaé wartosci funkcji f we wszystkich punk-
tach, w ktérych przyjmowane jest potencjalnie ekstremum. Podkreslmy, ze na
pewno jest przyjmowane w jednym z nich, bo E jest zbiorem zwartym.

Mamy zatem
Vf=(2y,2z).

Zatem Vf = (0,0) wtw (z,y) = (0,0). W tym punkcie wartos¢ f wynosi
rzecz jasna 3. Poszukajmy teraz wartosci f na brzegu E. Wypiszmy w tym celu

réwnania Lagrange’a:

2y = Az

20 = My.
Mamy zatem

21 = \*8z.

Poniewaz rozwazamy teraz brzeg £, mozemy zalozy¢, ze x # 0. Wnioskuje-
my stad, ze A = ﬁ:%. Po podstawieniu do pierwotnych réwnar otrzymujemy:

r = j:yx/i
2?2 4+2y% = 5.

Z powyzszych réwnarn wnioskujemy, Ze

4y? = 5.
. . o _ (V10 V5 —
Zatem zachodzijeden z ponizszych przypadkéw: (z,y) = ( 55 ),(x,y) =

(_@7_\/5), (z,y) = (—@ ﬁ) lub wreszcie (z,y) = (@,—é). Warto-

2 2 02
$ci funkgji f w tych punktach wynoszg % +31lub %ﬁ +3isa to wlasnie szuka-
ne punkty ekstremalne (znaleziony wczesniej wartosc¢ 3 jest pomiedzy dwiema

wskazanymi warto$ciami przyjmowanymi na brzegu).

Inna sytuacja godna rozwazenia zachodzi, gdy szukamy ekstreméw na roz-
maitosci niezwartej. Mozna wtedy polaczy¢ metode mnoznikéw Lagrange’a z
rozumowaniem stosowanym do szukania ekstreméw w przestrzeni R™.

Przyklad 182. Rozwazmy krzywa o parametryzacji

v={(t*t%1t) | t € R}
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Rozmaito$¢ t¢ mozemy réwnowaznie opisaé nastepujagcymi rownaniami:

v=A{(z,y,2) eR | & =2"y=2"}.

Réwnowaznie mozna tez przedstawic jako zbiér tych (z, y, 2), ze F'(z,y, 2) =
(0,0), gdzie F : R? — R? jest dana wzorem

F(m,y7z) = (ZL‘— zQay_ 22)'

Przyjmijmy, ze chcemy znalez¢é maksimum na zbiorze v funkgi f : R® — R

danej wzorem

fla,y,2) = e (z+y).

Zauwazmy najpierw, ze jesli (z,y, z) € v, to

flz,y,2) = e (22 + 2%).

W szczego6lnosci oznacza to, ze dla dowolnego e istnieje takie R, ze jesli K =

B(0,R), todla (z,y, z) € v\ K mamy

[f(z,y,2)] <e

Skoronp. f(1,1,1) = 2e~! > 0, wystarczy przyjac e = e~ ! i szuka¢ maksimum
funkgji f zbiorze K dobranym dla takiego wlasnie e. Wystarczy sprawdzi¢, w
jakich punktach w K spelniony jest warunek konieczny wystepowania ekstre-
mum dany przez twierdzenie Lagrange’a, bo wiemy, Zze na zbiorze K funkcja
osigga ekstremum, bo jest to zbiér zwarty.

Zwigkszajac ewentualnie zbiér K, mozemy zatozy¢, ze wartoéci f na brzegu
K sa mniejsze niz €, skad wnioskujemy nie tylko, ze maksimum funkgji f jest
osiggane na zbiorze K, ale konkretnie we wnetrzu tego zbioru (to znaczy: nie
na brzegu). To gwarantuje, ze w punkcie, w ktérym osiggane jest ekstremum
spetniony jest warunek konieczny z twierdzenia Lagrange’a.

Wystarczy zatem znalez¢ ekstremum f wewngatrz zbioru K postugujac sie
twierdzeniem Lagrange’a.

Niech Fi(z,y,2) = z — 22, za$ Fy(z,y,2) = y — 2%. Mamy wéwczas:
Vf=MVE + X VF,.

Przyjmujac oznaczenia A; = A, A2 = potrzymujemy nastepujacy uktad row-
nan:
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e = 2y
—2ze—2*(x+y) = —-A—pu
Wynika stad réwnos¢
22 52
—2ze—2*(x +y) = *621; - e2y '

2 . . z . . . . sz . .
Skoro e™*" jest wielko$cig nieujemng, mozemy podzieli¢ przez nig stronami

i pomnozy¢ przez 2z, 2y. Mamy wéwczas:

8z(x + y)xy = 2y + 2z

Jesli (x + y) = 0, to funkgja f przyjmuje wartos¢ 0, wiec w takim punkcie
nie jest osiggane maksimum. Mozemy wiec zalozy¢, ze (x + y) # 0 i podzielié
réwnanie przez (z + y). Otrzymujemy:

zxy = 2.

Zatem, skoro na zbiorze v zachodzg réwnoéci © = 22,y = 2%

Co oznacza, ze z = 275 i pozwala wyliczyé maksimum funkgji f, ktére
Wynosi:
e (z+ y) = 27 791-¢
W niektérych wypadkach, moga wystapi¢ dalsze komplikacje. Mozemy na
przyklad szukaé ekstreméw funkcji na zbiorze A, gdy:

e Aniejest ograniczony, a brzeg A jest rozmaitoécig niezwarta (na przyktad
A jest polplaszczyzng). W takim wypadku mozemy najpierw ograniczy¢
poszukiwania ekstremum do pewnego zwartego podzbioru A, a nastep-
nie szuka¢ kandydatéw ekstremum osobno we wnetrzu, sprawdzajac,
gdzie zeruje sie gradient, i na brzegu, za pomoca twierdzenia Lagrange’a.
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e A jest podzbiorem rozmaitosci, ktérego brzeg jest rozmaitoscig nizsze-
go wymiaru. Na przyklad A moze by¢ odcinkiem krzywej ograniczonym
dwoma punktami lub pétsferg. W takim wypadku szukamy ekstremum
osobno we wnetrzu i na brzegu A, w obu wypadkach korzystajac z twier-
dzenia Lagrange’a.

e Brzeg A jest suma kilku rozmaitosci, np. A jest kwadratem na plaszczyz-
nie. W takim wypadku, wystraczy osobno szuka¢ kandydatéw na ekstre-
mum we wnetrzu i na wszystkich sktadowych brzegu, ktére sa rozmaito-
$ciami: na przyktad na bokach i wierzchotkach kwadratu.

e A nie jest zbiorem zwartym, a my szukamy minimum funkcji. Wéwczas
nalezy znalez¢ zbiér zwarty K, poza ktérym poszukiwane wartoéci sg
wieksze od pewnego ustalonego M, przy czym dla pewnego p € A war-
tos¢ f(p) < M.

Oczywiscie, mogg tez zajé¢ kompletnie inne, i o wiele bardziej skompliko-
wane sytuacje, wiec powyzsze wyliczenie ma tak naprawde stuzy¢ tylko jako
ilustracja.

Zadania

Zadanie 76. Znajdz ekstrema funkdji f : R?* — R, takiej ze f(z,y) = 23 + 22y
na zbiorze S = {(7,y) € R? | 22 + 4% =1}.

Zadanie 77. Znajdz ekstrema funkcji f : R? — R danej wzorem f(z,y) =
z?e® Y nadysku D = {(z,y) € R? | 22 +y? < 1}.

Zadanie 78. Znajdz maksimum funkcji f : R? — R danej wzorem f(z,y) =
r + yna elipsie £ = {(z,y) € R? | 2% + 2y% = 5}.

Zadanie 79. Znajdz minimum funkdji f : R® — R danej wzorem f(z,y,z) =
¢*"~(x + y) na paraboloidzie M = {(z,y,2) € R? | 22 +¢2 = 2}.

Zadanie 80. Znajdz minimum funkgji f : R® — R danej wzorem f(z,y,2) =
T + y + z na odcinku spirali v = {(z,y,2) € R* | 22 +y* = 1,2 = cosz,z €

=3, 3]

7 Calki funkcji wielu zmiennych

Zajecia 5.1V

Zaczynamy zupelnie nowy temat: catkowanie funkcji wielu zmiennych. Nieste-
ty inaczej niz przy omawianiu pochodnych i rézniczek funkcji wielu zmiennych
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nie bedziemy w stanie zachowac zadowalajacego poziomu écistoéci nawet przy
formutowaniu definicji.

Postarajmy sie¢ wyttumaczy¢ na czym intuicyjnie polega calkowanie funk-
¢ji wielu zmiennych. Dla uproszczenia rozwazan bedziemy méwili o calce z
funkdji f : R? — R. W ogdlnosci bedziemy sie starali méwi¢ o catkach funkgji
R™ — R, to znaczy bedziemy rozwazali caly czas funkcje o wartoéciach rzeczy-
wistych.

Przypu$émy wiec, ze dany jest ,,porzadny” zbiér A C R?, na przyktad zbior
ograniczony wykresami skoniczenie wielu funkcji g1, . .., gx : R = R (z ktérych
niektére sg funkcjami zmiennej x, a niektére zmiennej y). Niech f : A — R
bedzie funkcjg okreslona na tym zbiorze.

Rozwazmy zbiér A’ O A, ktéry jest sumg bardzo matych prostokatéw do-
mknietych, takich ze przeciecie dowolnych dwdéch sposrdd nich jest zawarte w
ich krawedziach. Zakladamy ponadto, ze zaden z prostokatéw, ktérych suma
jest A’ nie jest rozlaczny z A. Kazdy z prostokatéw P jest zbiorem zwartym,
wiec jesli P C A, to funkcja f osigga na P minimum. Mozemy w naturalny
spos6b zdefiniowac pole prostokata. Niech fp bedzie liczbg rzeczywisty zde-
finiowang jako iloczyn minimum funkcji f na P z polem prostokata P. Niech
S(A’") bedzie sumg fp przebiegajacg po wszystkich P, ktérymi potuzylismy sie
do zdefiniowania zbioru A’.

Mozemy sobie wyobrazi¢, ze jesli zbior A’ bedzie odpowiednio dokladnie
przyblizat zbiér A, to sumy S(A’) powinny zbiegac¢ do pewnej wartosci S. War-
tos¢ te definiujemy jako catke z funkgji f po zbiorze A i oznaczamy

/A fdzdy.

Sciste wypowiedzenie, co to doktadnie znaczy, ze zbi6r A jest porzadny, co
wlasciwie zakladamy o funkgcji f i co mamy na mysli, gdy méwimy, ze A’ od-
powiednio dokfadnie przybliza A, wykracza znacznie poza zakres obecnego
kursu, wiec nie bedziemy $ciéle objasnia¢ tych kwestii.

W praktyce przy obliczaniu catek funkcji wielu zmiennych mozemy postu-
zy¢ sie¢ dwoma twierdzeniami, ktére pozwalajg sprowadzi¢ problem do obli-
czania calek jednowymiarowych. To, jak doktadnie zastosowac oba twierdzenia
wymaga czesto pewnej finezji i rozwazar geometrycznych.

Twierdzenie 183 (Fubiniego). Jesli [, fdzi ... dzrdyky1 - . . dyy istnieje i jest skori-
czona, to

fdxy ... dagdygy .. dy, / ( fdxy ... dmk>dyk+1 o dyp
Rn Rn—k \JRE

/ (/ fdyk+1...dyn)d:c1 .odxy.
RF \JRn—Fk
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Mimo, ze moze wygladac¢ dos¢ strasznie, powyzsze twierdzenie jest bardzo
latwe w zastosowaniu. Znaczy ono tyle, ze catke wielu zmiennych okreslong na
R™ mozna liczy¢ catkujac wszystko ,zmienna po zmiennej”, reszte zmiennych
traktujgc jako parametry. Co wiecej, uzyskany wynik nie zalezy od kolejnosci
obliczania catek.

Zalozenie, ze dziedzing f jest R™ tez nie ogranicza nas tak bardzo, jak mozna
by sadzi¢. Zamiast rozwaza¢ funkcje f okreslong na zbiorze A mozemy bowiem
rozwazac funkcje f’, ktéra jest zdefiniona jako f na zbiorze A i jest stale réwna
zero poza tym zbiorem. Rozwazmy to na przykladach.

Przyklad 184. Niech I = [0, 1] C R. Wéwczas I? C R? jest kwadratem o wierz-
chotkach (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Niech f : R? — R bedzie zdefiniowana wzo-
rem

f(-T,y) =Y.

Obliczymy catke z f na I?, czyli

/ xy dxdy.
12

Zgodnie z twierdzeniem Fubiniego powyzsza catka jest réwna:

/01 (/Ola:ydx>dy.

Mamy
1
/xy dr = §x2y.
Czyli
fver=;
zy dr = —y.
0 2
Zatem

Yy
/a:ydmdy:/ Zdy.
2 0o 2

Latwo ustalamy, ze powyzsza catka jest réwna ;.

Przyklad 185. Sprobujmy skorzysta¢ z Twierdzenia Fubiniego, Zeby obliczy¢
calke po nieco bardziej skomplikowanym obszarze.

Niech T bedzie tréjatem w R? o wierzchotkach (0,0), (2,1), (2,2).
Obliczymy catke po T z funkji f : R? — R danej wzorem f(z,y) = 22 + y.

Zgodnie z Twierdzeniem Fubiniego mamy:
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2 T
/J;Q—l—ydxdy:/ / z? +ydy | d.
T 0 %x

Wiemy, ze:
2 2 1
/w tydy=ay+cy.
Zatem
v 1 1 1 1
2 _ (.2 (.2t Sy 1.3, 1
/éxa: —|—ydy—<a: 1‘+$) (J: 2x+2a:> 5% —|—2x
Mamy wigc
) 21 1
/J: —|—yd1;dy:/ —23 + —x dr.
T 0 2 2
Skoro
13,1 _ L4 Lo
/2:10 +2xdw 8x —|—4x
Czyli

’1 1
/0 §x3+§xdx:2+1:3.

Twierdzenie Fubiniego pozwola w wielu przypadkach sprowadzi¢ oblicza-
nie cate wielowymiarowych do obliczania catek jednowymiarowych. Kolejne
twierdzenie pozwala sprowadzi¢ w wielu przypadkach obliczanie catek po dos¢
skomplikowanych zbiorach, do obliczania calek po zbiorach znacznie prost-
szych, a w zwigzku z tym na stosowanie twierdzenia Fubiniego.

Twierdzenie 186 (0 zamianie zmiennych). Niech A bedzie zbiorem otwartym w R™
i niech ¢ : A — ¢(A) C R™ bedzie dyfeomorfizmem klasy C* (to znaczy, odwzoro-
waniem réznowartosciowym, ktére ma ciggle pochodne czgstkowe takim ze ¢~ tez ma
ciggle pochodne czgstkowe). Wéwczas

/ fdxl...dxn:/f0¢|dethb|dx1...dxn.
#(A) A
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Powyzsze twierdzenie stanowi uogdlnienie o catkowaniu przez podstawie-
nie w wypadku catek oznaczonych. Postarajmy sie nakresli¢ nie do kornica od-
powiedni przyklad intuicyjnie objasniajacy powyzsze twierdzenie. Powiedz-
my, ze znamy gestos¢ powietrza w ziemkiej atmosferze dang funkcja f i chce-
my obliczy¢ jego catkowita mase, to znaczy scatkowaé f po zbiorze w ksztalcie
,pogrubionej” sfery (czyli kuli otwartej, od ktérej odejmujemy mniejsza kule
otwartg). Powiedzmy, ze widzimy mape Ziemi z naniesionymi wartoSciami ge-
stosci powietrza. Mapa Ziemi to pewien prostokat wraz z odwzorowaniem mie-
dzy tym prostokatem a sferg, ktdre jest réznowartosciowe poza pewnym ma-
Iym zbiorem (na przyktad poza poludnikiem zerowym, bo tam szerokos¢ i dtu-
gos¢ geograficzna nie definiujg jednoznacznie jednego punktu na powierzchni
Ziemi). Policzenie catki z gestoSci powietrza, tak jak zostalo ono odwzorowa-
ne na mapie, datoby zafatszowany wynik, bo powierzchnia Ziemi jest na ogét
znacznie wieksza niz powierzchnia mapy. Co gorsza dwa obszary, ktére ma-
ja te samawielko$¢ na mapie, moga odpowiadaé obszarom réznej wielkosci na
Ziemi. Aby calkowa¢ pewngq funkcje po powierzchni Ziemi, obliczajac jej catke
po mapie, trzeba uwzglednic te réznice skali. Czynnikiem odpowiadajgcym za
roznice skali jest wlasnie | det D¢|.

Zilustrujemy twierdzenie o zamianie zmiennych waznym przykiadem. Po-
przedZmy przyklad nie mniej wazng uwagg, ktorej nie formutujemy jako twier-
dzenie, bo nie zdefiniowali$my Sciéle wystepujacych w nim pojeé.

Uwaga 187. Dla dowolnego zbioru otwartego A C R? objetos¢ A jest réwna

/ 1 dzdydz.
A

Podobnie dla dowolnego zbioru otwartego A C R? objetos¢ A jest réwna

/ 1 dzdy.
A

Przyklad 188. Wyprowadzimy wzér na pole kota o promieniu r. Kolo otwarte
o promieniu 7 i srodku w punkcie (0, 0) z wyjetym odcinkiem aczacym punkt
(0,0) z punktem (1, 0) mozna przedstawic jako obraz zbioru (0, r) x (0, 27) przy
odwzorowaniu ¢ danym wzorem

9(p, @) = (pcos g, psin 6).

Rézniczke tego odwzorowania badaliémy juz w Przykladzie Macierz
tej r6zniczki w bazie standardowej to

cosa —psina
sina  pcosa

98



Zatem wyznacznik tej macierzy w punkcie ¢(p, o) to p.

W miare fatwo mozna uwierzy¢, ze pole kota K jest takie samo, jak pole kota
K z wyjetym jednym odcinkiem. Zatem zgodnie z Twierdzeniem o zamianie

zmiennych mamy

/ 1 dzdy
K

/ 1 dzdy
#((0,7)x(0,27))

= / pdpda.
(0,r) % (0,27)

Korzystajgc z twierdzenia Fubiniego stwierdzamy, ze ostatnia catka wynosi

/ 2mpdp.
0

Czyli 2r?271 = mr?. Otrzymany wynik oczywiscie nie powinien by¢ dla nas
zaskoczeniem.

Zadania

Zadanie 81. Oblicz catke z funkdji f(x,y) = x + 2zy po zbiorze [0,1] x [0,1] C
R2.

Zadanie 82. Oblicz catke z funkdji f(z,y,2) = 22 + 2y + 3yz po kostce [0, 1] x
0,1] x [0,1] C R3.

Zadanie 83. Oblicz catke z funkdji f(z,y) = 2%+y? po tréjkacie o wierzchotkach
(0,0),(1,1),(1,2).

Zadanie 84. Oblicz catke z funkdji f(z,y) = 22 + y? po kole otwartym o srodku
w (0,0) i promieniu r.

Zadanie 85. Wyznacz pole elipsy danej réwnaniem az? + by? = 1.

*Zadanie 86. Wyznacz objetos¢ pelnego torusa obrotowego, czyli zbioru
T = {(cos p(R+pcosf),sin p(R+pcosb), psinb) | ¢,0 € [0,2x],p € [0,7], gdzie r<R}}.

*Zadanie 87. Oblicz dtugos¢ odcinka paraboli o rtéwnaniuy = 2% dlax € [0, 1].

Zajecia 18.IV
W tej czgsci notatek nie wprowadzimy zadnych nowych pojeé ani twierdzen.

Pokazemy jednak kilka przykladéw obliczania catek wielowymiarowych, aby
latwiej mozna bylo opanowac¢ ten material.
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Przyklad 189. Obliczymy calke po zbiorze A z funkdji f : R? — R danej wzo-
rem
f(@.y) = 2wy + 97,

gdzie A jest zbiorem ograniczonym parabolami o réwnaniu y = 2z%,y = —2x?2

prosta o rownaniu x = 0 oraz prostg o rOwnaniu z = 2.

Na mocy Twierdzenia Fubiniego mamy

2 p22?
/ fdxdy = / / 2zy + y* dydz.
A 0 J—2z2

Latwo stwierdzamy, ze

1
/2xy +y* dy =2y’ + 2y,

Mamy wiec
222
2 2 L, a3 2 1 2y3 _ 16
2xy +y° dy = z(22)° + §(21: ) —x(—22)" + 3(_230 )?° = 3
—92x2

Latwo obliczamy:

2
16 16, -
S dy = 7.
/0333 YT

Czyli

1
/ f dady = B
N 21

Przyklad 190. Znajdziemy catke z funkdji f : R® — R danej wzorem

flxy,2) =2 +y° + 27

nakuli B = {(z,y,2) €R? | 2® +y* +2* < 1}.

Rozwazmy parametryzacje g : (0,1) x (0, 27) x (—7/2,7/2) — B dang wzo-

rem

g(r,0,¢) = (rcos¢cosf,rcos@sinb, rsin ¢).

Gdy przedstawiamy punkty (z,y, z) € R? za pomoca powyzszej parametry-
zacji mowimy niekiedy, ze postugujemy sie zmiennymi sferycznymi. Funkcja
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g nie jest surjekcja na B, ale jest jasne, ze zbiér punktéw, ktére nie lezg w obrazie
g ma objetos¢ zero, mozna go wiec pomingé przy catkowaniu.

Obliczamy r6zniczke parametryzacji g:
cos¢pcos) —rcospsind —rsin¢cosf

Dg = cos¢psinfd  rcos¢cost) —rsin@sinb
sin ¢ 0 T COS ¢

Wyznacznik rézniczki wynosi r? cos ¢. Zatem na mocy Twierdzenia o za-
mianie zmiennych mamy:

/dea:dydz = /01 (/0% </ﬂ‘/2,7‘r/2 72(r? cos ¢) d¢> d@) dr.

Czynnik r? to po prostu nasza funkcja 2 + y* + 2 wyrazona w zmien-
nych sferycznych, a wartosé bezwzgledng przy 72 cos ¢ pomijamy, bo dla ¢ €
(—m/2,7/2) kosinus przyjmuje wartosci dodatnie.

Wiemy, Ze:

/2
/ cos pd¢ = sin(r/2) — sin(—m/2) = 2.

—m/2

Mamy zatem:

1 27 1
/ (/ (/ 72 (12 cos ¢) dgb) dG) dr = / r2r?2m2 dr.
0 0 —m/2,7/2 0

Latwo obliczamy, ze:

1 1 A
/ r2r22m2 dr = / drrt dr = =,
0 0 5

co jest szukang wartoscig catki.

Przyklad 191. Znajdziemy catke po tym samym zbiorze B = {(z,y,z) € R? |
2?2 4+ y? + 22 < 1} z funkcji danej wzorem f(z,y,2) = 2z + 1.

Znéw wyrazimy naszg catke w zmiennych sferycznych. Tym razem nasza
funkcje wyrazimy w tych wspéirzednych:

z=rsin¢ + 1.
Mamy wiec:
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1 27
/Bzd:vdydz = /de:cdydz = /0 (/0 (/W/Q,W/Q(T sin ¢ + 1)(r2 cos @) d¢> d0> dr.

Tym razem policzymy najpierw catke:
/2
/ 3 sin ¢ cos ¢ + 12 cos ¢ do.
—7/2

Zauwazmy jednak, ze cos ¢sin ¢ = 3 sin 2¢, jest to wiec funkcja nieparzysta,
a zatem jej calka oznaczona na przedziale (—m /2, 7/2) musi wynosi¢ zero, gdyz
przedziat ten jest symetryczny wobec zera. Wystarczy wiec policzy¢:

/2
/ r? cos ¢ dp = 2r°.

—7/2

Ostatecznie stwierdzamy, ze

1 27 1
/B fdzdydz = /O ( /0 ( [ ﬁ/z,,r/z(’"smd)“)(’j cos ) d¢> d0> dr = /0 drrdr = gw.

Obliczona warto$¢ to objetos¢ kuli o promieniu 1. zauwazmy, Ze moglismy
to stwierdzi¢ juz na samym poczatku, nie liczac w zasadzie niczego. Mamy bo-

wiem

/ z dxdydz = 0,
B

gdyz z jest funkcjg nieparzysta wzgledem zmiennej z, a B jest zbiorem syme-
trycznym wzgledem plaszczyzny rozpietej przez osie OX, OY. Wynika stad, ze

/ z+ 1dxdydz = / 1 dxdydz.
B B

Warto$¢ ostatniej catki jest za$ réwna objetosci zbioru B.

Przedstawimy jeszcze jeden wazny przyklad zamiany zmiennych. Tym ra-
zem opiszemy tak zwane wspoélrzedne cylindryczne.

Przyklad 192. Obliczymy catke z funkdji f : R® — R danej wzorem
fx,y,2) = €

po zbiorze A = {(z,y,2) € R? | 22 + 4> < 2,2 < 1}.
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Tym razem parametryzacja zbioru A bedzie dana funkcjg g : (0,+00) x
(0,27) x R — R? zdefiniowang wzorem

g(r, ¢, z) = (rcos @, rsing, z).
Rézniczka tej funkcji ma nastepujaca postac:
cos¢p —rsing 0

Dg=| sing rcos¢ 0
0 0 1

Latwo stwierdzamy, ze jej wyznacznik wynosi r. Mamy wiec na mocy Twier-
dzenia o zamianie zmiennych oraz Twierdzenia Fubiniego @2 +y2<za wiec
r < y/z, stad tez ograniczenie w wewnetrznej calce):

/Afda:dydz = /01 (/OQW (/0\/2 e’r dr) dd)) dz.

Mamy:

Wynika stad, ze

1 2 vz 1
/ / / efrdr |do | dz= / 2n—ze*dz.
0 0 0 0 2

Na mocy Twierdzenia o calkowaniu przez cze$ci mamy:

/zez = ze® — €7,

zatem

1
1
/ 27r§zezdz = el —me! — (0— weo) = .
0

Zatem warto$¢ catki z funkgji f po zbiorze A wynosi 7.
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Zadania

Zadanie 88. Znajdz wartosci nastepujacych catek (jednej zmiennej rzeczywi-
stej).

1. [) e®sinz du.

2. [} 22+ 3z da.

3. [{Inzdz.

4. [ V1= a2 da.

5. foﬂ/z cos z sin e % d.

6. foﬂ/z zcosz dx.

7. fol zet®® da.
Zadanie 89. Oblicz catke z funkgji f : R? — R danejwzorem f(x,y) = 2% +2zy.

po zbiorze A, gdzie A jest ograniczony prostymi o réwnaniu z = 0,z = 3,y =

9x oraz parabolg o réwnaniu y = z?.

Zadanie 90. Oblicz catke z funkgi f : R® — R danej wzorem f(z,y,z) =

z71e™* po zbiorze A (wypelnionym stozku) danym wzorem

A={(r,y,2) €eR® | 22 +y* <22 A2z €[0,1]}.

Zadanie 91. Oblicz catke z funkgji f : R? — R danej wzorem f(z,vy,2) = (22 +
y*)z po walcu A opisanym réwnaniami

A={(z,y,2) R | 2> +¢y> <4Anz€]0,3]}.

Zajecia 25. IV

Przypomnijmy jedno wazne pojecie z analizy funkcji jednej zmiennej: catke nie-
wlasciwa. Niech f : R — R bedzie taka funkcja, ze wyrazenia

/aM f(z) dz

zbiegaja do skoniczonej granicy przy M dazacym do nieskoriczono$ci. W
takim wypadku granice te nazywamy catka niewlasciwa i oznaczamy

/a+<><> f(z) dz.
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Niech f : [a,b) — R. Jesli wyrazenia

b—e

f(x) dx

majg skoniczong granice przy e dazacym do zera, to granice te réwniez na-

a

zywamy calkg niewladciwg i oznaczamy:

/ab f(z) dx

Podobnie mozemy zdefiniowa¢ catki niewtasciwe w wypadku, gdy dolna
granica catkowania nie lezy w dziedzinie funkcji (na przyktad gdy catkujemy
od minus nieskoriczonoéci). W wypadku jednak, gdy f : R — R, to wyrazenie

/ " ) da

— 00

traktujemy jako skrot

/O00 f(z) dx+/0+0O f(z) dz.

Innymi stowy: najpierw ustalamy punkt w dziedzinie funkgji, przechodzi-
my do nieskoriczonosci z jedng granicg catkowania, a nastepnie z drugg granica
catkowania. Podkreslmy wiec, ze na ogoét:

/_:Of( dw#Mh_r{loo/ i

Gdyby zachodzila powyzsza réwnos¢, to np. mielibySmy | jooj xdr = 0,
co powinno by¢ niepokojacym wynikiem juz chocby dlatego, ze catka z funkcji
x—a, ktérej wykres stanowi po prostu przesuniecie wykresu funkcji « wzdfuz osi
OX mialaby inng warto$¢, wiec przesuwanie wykresu funkcji mogtoby zmienié
pole pod nim.

Zobaczmy teraz kilka przyktadéw obliczenia catek niewtasciwych.
/ e 7 du.
0

M
/ e Pdr=e"—eM=1—¢M,
0

Przyklad 193. Znajdziemy

Latwo stwierdzamy, ze

Przy przejsciu M — oo wyrazenie e~ dazy do nieskoriczonosci. Stwier-

|t o=
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Przyklad 194. Obliczmy

/ x 2 dz.
1

M ) 1
2ir=1- —.
/1 X X M

Przy przejsciu M — oo dostajemy

/ 2 dx = 1.
1

Jak wida¢ z powyzszych przykladéw, obliczanie catek niewlasciwych cze-

Mamy

sto nie stanowi istotnie wigkszego problemu niz obliczanie catek oznaczonych
(nieraz bywa to wrecz tatwiejsze). Policzymy teraz wazng catke niewtasciwa,
ktérg wprowadzono juz w ramach kursu statystyki.

+o0 2
€ )
— 00

czyli pole powierzchni pod krzywa dzwonowa. Na poczatek musimy uswia-

Przyklad 195. Obliczymy

domié sobie, ze funkcja pierwotna funkgji e~ nie jest funkcja elementarng,
to znaczy nie da sie¢ wyrazi¢ za pomoca skladania, odwracania i operacji aryt-
metycznych przy uzyciu wielomianéw, funkgji trygonometrycznych i funkcji
wykladniczej.

Rozwazmy dwuwymiarowy odpowiednik badanej catki. Z Twierdzenia Fu-
biniego wynika, ze

/ e~ v dedy = / /
R2 oo oo
oo ptoo
= / / e eV’ dxdy
/ (/ e dx) dy
“+ o0 400 R
= </ eydy)(/ e " dm).

Rzecz jasna wartosci obu catek w ostatniej réownosci sg takie same. Wynika

e~ v dxdy

stad, ze

+o0 2
/ e ® dr= / e==*=v? dxdy.
—00 R2
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Okazuje sie, ze policzenie catki dwuwymiarowej jest istotnie fatwiejsze niz
znalezienia wartoéci wyrazenia, od ktérego zaczeliSmy. Rozwazmy podstawie-
nie g : (0,27) x (0,400) — R? dang wzorem

g(r,¢) = (rcos ¢,rsing)
(gdy stosujemy opisane wyzej podstawienie, méwimy, ze wyrazamy naszg
catke we wspétrzednych biegunowych). Mamy

det Dg = det C?SQS —rsing .
sing rcoso¢

Latwo sprawdzamy, ze wartoé¢ ostatniego wyrazenia wynosi r. Obrazem
funkdji g jest ptaszczyzna R? bez jednej ptprostej y = 0,z > 0. Usuniecie tego
zbioru nie zmienia wartosci catki funkcji po catej powierzchni. Mamy zatem,
na mocy Twierdzenia o zamianie zmiennych

—g?—y? o e —r2 cos? ¢7r2 sin? )
e Y dxdy = e r drde.
R2 0 0

Ostatnig catke mozemy przepisa¢ w prostszej postaci

27 “+o0 R
/ / e " rdrdg.
0 0

Funkcje pierwotng funkcji re=" juz jak najbardziej jestesmy w stanie obli-

czy¢. Mamy:
: 1 .
/7"@_72 dr = —56_'2.
Mamy wigc
oo
X 1
/ re™™ dr = ~.
0 2
Wynika stad, ze
27 “+o0 R 27 1
/ / e " rdrd(b:/ — =T.
o Jo 0o 2
Czyli

+oo 5
/ e dx = /7.

— 00

Latwo mozemy na tej podstawie stwierdzi¢, ze

+OO 1,..2
/ e 2% dx =+2m.

—0o0
Co wyjaénia pochodzenie czynnika \/% w gestosci rozktadu normalnego i

pokazuje, jak wiele tadu i harmonii jest w badanych przez nas zagadnieniach.
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Zadania
Zadanie 92. Oblicz wartosci nastepujgcych catek

1
L2

2. 01 Inx dx. (W tym zadaniu by¢ moze warto przypomnie¢ sobie twierdze-
nie de 'Hospitala).

3. fo+oo x73 dx.

*Zadanie 93. Udowodnij, Ze szereg harmoniczny
>
n=1 n

jest rozbiezny.

Zadanie 94. Niech -
I'(z) = / t* et dt.
0

Udowodnij, ze I'(1) oraz dla dowolnego x mamy:

I(x+1) =al(x).

Zauwaz, ze dla n > 0 naturalnych wynika stagd réwnos¢

IF'(n+1) =nl
Zadumaj sie nad tym faktem.

Zadanie 95. Oblicz catke z funkgji f : R?\ {(0,0,0)} danej wzorem f(z,y,2) =

-1
Va2 ty?+22
czatku ukladu wspétrzednych).

po zbiorze B(0,1) \ {(0,0,0)} (czyli po kuli jednostkowej bez po-

Zadanie 96. Oblicz calke z funkgji f : R* — R danej wzorem

z

f(x’ y7 z) = e_

po zbiorze A opisanym réwnaniami

A={(z,y,2) €R® | 2*+y* <1,2>0}.
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Zadanie 97. Znajdz calke z funkdji f : R? — R danej wzorem

f(x,y) =z’

po zbiorze
A={(z,y) ER* | 220,y € [ ", e~"]}.

Zadanie 98. Oblicz catke z funkeji f : R® \ {(z,y,2) € R® | 2z = 0} danej
wzorem

Po zbiorze

A={(z,y,2) €R® | 2 +y* <z}

8 Wielomiany Taylora i rozwijanie funkcji w szereg

Zajecia 09.051 16.05

Wprowadzimy dzisiaj jedng z najwazniejszych wlasnosci funkcji rézniczkowal-
nych: uzasadnimy, ze funkcje, ktére sg odpowiednio wiele razy r6zniczkowalne
mozna przybliza¢ odpowiednio dobrze wielomianami. Usciélijmy najpierw co to
znaczy "wiele razy rézniczkowalne". Na zajeciach z WdM II zostalo wprowa-
dzone pojecie drugiej pochodnej: jesli funkcja pochodna funkcji f jest funkcja
rézniczkowalng, to druga pochodna funkgji f to po prostu pochodna pochod-
nej funkcji f. W ogoélnosci n—tgq pochodng funkgji f definiujemy indukcyjnie
nastepujaco:

Definicja 196. Niech f : A — R. Przypuéémy;, ze istnieje n—ta funkcja pochod-
na funkgji f i jest ona rézniczkowalna w punkcie 2y € A. Oznaczmy te n—tg
pochodna przez f(™). Wtedy n + 1-a pochodna f w punkcie z¢ to (™) (o).
Jesli f(n) jest rézniczkowalna na catym A, to n + 1-3 funkcja pochodng f nazy-
wamy funkcje

.4 5 R
z o () ()

Przyktad 197. Obliczmy wzoréw na n—te pochodne znanych funkgji (exp(z)

to inny zapis e”)

exp™(z) = exp(x)
in(™ _ (—1)% sin(z) jesli 2|n
sin'™ () { (—1)™ "+ cos(z) w p.p.
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Zadanie 99. Wypisz wzory na n—te pochodne dla funkcji cos(z), In(z), tg(x).

Przyjrzyjmy sie teraz bardzo szczegodlnej sytuacji: niech f : R — R bedzie
wielomianem n—ego stopnia, tzn.

f(x) = ap2™ + ...+ a1z +ag
dla pewnych a; € R. Wtedy dla k < n (wzér sprawdzamy przez indukcje po k)
FR)(0) = Klay,

a zatem

A

=

Stad f(x) mozna zapisaé za pomocg pochodnych

fa) = f0) 4 00, SO0 TV,

1! 2! n!

Okzauje sie, ze z doktadnoscig do kontrolowalnego bledu wzér ten jest popraw-
ny takze dla funkgji n-krotnie rézniczkowalnych. Méwi o tym ponizsze twier-
dzenie, kluczowe dla niniejszego rozdziatu

Twierdzenie 198 (Wz6r Maclaurina). Niech A C R bedzie przedziatemi f : A — R
ma n funkcji pochodnych na Ain + 1-g w punkcie 0 € A. Wtedy

()
f@)=f0)+) fiil()xl +7nt1(2)
i=1 ’
gdzie r(x) spetnia warunek
. ’f‘n+1(l’) _
alrlg%) ntl T 0 ®)

Warunek (8) mozna czytac: blisko 0 wielomian f(0) + >0, wxl dobrze
przybliza wartoé¢ f(x). Dla dostatecznie malego ¢ > 0 blad r(x) jest co do mo-
dutu ograniczony przez §" ! (co dla matych §, oznacza bardzo mato). Co wiecej
- r(z) zbiega do 0 szybciej niz 2" 1. Zobaczmy jak twierdzenie[198uogélnia sie
na otoczenie dowolnego punktu:

Twierdzenie 199 (Wz6r Taylora). Niech A C R bedzie przedziatem i f : A — R
ma n funkcji pochodnych na A in + 1-g w punkcie xo € A. Wtedy

ntl e(5) .
Fla) = Flao) + 30 Lo ) 4 (e
i=1
gdzie r(x) spetnia warunek
R C) B
=0 (gj — xo)nJrl

=0 ©)
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WprowadZzmy uzyteczng i bardzo wygodna notacje: piszemy

f(z) =o(g(x))dlaz — a

dla skrétu lim, % = 0. Stad ostatni warunek w dwéch poprzednich twier-

dzeniach mozna zapisa¢
r(@) = o(a™*")

(o((z — zo)"*™!) w drugim wzorze.) Wypiszemy teraz wielomiany Maclaurina
dla kilku dobrze znanych funkgji:

Przyklad 200. 1. e® =1+az+ 322 + §2° + ... + 52" + o(z™)

: z° z® n _ant? n
2. Sln(.%'):.ﬁ—?‘Fy——i—(—l) m+0($2 +1)

Zadanie 100. Wypisz n—ty wielomian Maclaurina dla cos(z), tg(z), sin(z?),
(1+2)* (dlaa € R\ {0}). Wypisz n—ty wielomian Taylora wokét zp = 1 dla
In(x) oraz n—ty wielomian Maclaurina funkgji In(1 + z), oraz In(1 + 23).

Przyblizanie funkcji wielomianami Taylora daje nam bardzo uzyteczng in-
formacje o zachowaniu funkcji w okolicy punktu, wokét ktérego rozwijamy.
Taka informacja jest bardzo uzyteczna np. przy liczeniu granic funkcji:

Przyktad 201. Policzmy

lim sin(x) — sin(sin(x))
x—0 111(1 —+ 173)

Z poprzedniego zadania mamy, ze In(1 + y) = y + o(y), stad dla y = 2° jest

In(1 4 2%) = 2* 4 o(2?)

Ponadto sin(x) = = — %3 + o(x3). Rozwinimy sin(sin(x)) do wyrazéw trzeciego
rzedu:
sin®(z)
sin(sin(z)) = sin(z) — 5 + o(sin®(z))
3 3 _ (3
zx—x——l—o(m?’)—x ol )+0($3)
6 6
3
=x— % + o(z?)
Stad
_sin(z) —sin(sin(z)) . -5 40(@®) — (z — & + o(z?))
lim = lim
=50 In(1 + x3) =0 3 + o(x?)
L 4o(e®) 1



Zadanie 101. Oblicz granice

lim sin?(z)
20 1 — cos?(x)

(arcsin(x) — sin(x))% h’l(#(aj))

250 (exp(z — sin(x)) — 1)2
O wystepujacym w rozwinieciu Taylora wyrazeniu r(z) mozemy powie-
dzie¢ cos wiecej:

Twierdzenie 202 (Wz6r Taylora z reszta w postaci Lagrange’a). Niech A C R
bedzie przedziatem, xy € Ai f : A — R ma n + 2 funkcji pochodnych na A. Wtedy
dla dowolnego x istnieje liczba c pomigdzy x a x taka, Ze

(i) C nt2) (g
) = San) + 3 T 0 =yt EE D 0 e

Powyzsze twierdzenie daje mozliwo$¢ przyblizania wartoéci funkcji dosta-
tecznie wiele razy rézniczkowalnych za pomocg wielomian6éw i wygodna kon-
trole btedu przyblizenia.

Przyklad 203. Obliczymy e z doktadnoscig do trzeciego miejsca po przecinku.
Oczywiscie e = ¢!, zatem rozwijajac e” wokot zera wiemy, ze istnieje ¢ € (0, 1)
takie, ze
e=l41l+ititot syl
2 6 24 120 T

L) € (0, 1p55)- Ponadto suma

Poniewaz ¢ € (0,1), to & € (0, =

TR IR
276 24 120

wynosi 2, 718, a zatem jest to dobre przyblizenie e z doktadnoécig do 3 miejsca
po przecinku.

8.1 Funkcje analityczne

Mozna zadac¢ sobie nastepujgce pytanie: jesli funkcja f w otoczeniu punktu zg
ma pochodne wszystkich rzedéw, to czy z tego wynika, Ze ze wzorem Taylora
mozna przejs$¢ do granicy i napisaé

f(z) = f(wo) + Z fZ(TO) (x — @)’

i

dla dowolnego = w pewnym otoczeniu x¢? Odpowiedz na to pytanie jest prze-
czgca o czym $wiadczy ponizszy:



Przyklad 204. Niech f : R — R bedzie zdefiniowana

e~ dlax>0
flz) = {
0 wpp

Sprawdzimy, ze f(z) ma w 0 pochodne wszystkich rzed6éw i dla dowolnego n,
f@™(0) = 0. Skorzystamy z nastepujacego faktu: dla dowolnego wielomianu

W (t) mamy
1
z—0t x
Sprawdzmy te réwnosé: mamy
1 w(L t
lim W<) i VG, O
z—0F X z—=0tT 22 t—+oo e

W ostatnim kroku skorzystalimy z tego, ze funkcja wyktadnicza dazy do nie-
skoniczonosci szybciej niz dowolny wielomian. Pokazemy, ze dla dowolnego n
f™(0) = 0. Sprawdzmy krok bazowy n = 1

0 i FO IO @)

z—0 x—0 z—=0 X

Rozpatrzmy oddzielnie granice lewo- i prawostronng. Lewostronna jest oczy-
wista, gdyz dla « < 0 mamy f(z) = 0 stad granica tez jest réwna zero. dla
x> 0mamy f(z) = ez stad

lim f(z) lim —2 . 1

z—0t T z—0t x

na mocy dla W(z) = x. Zauwazy jeszcze, ze dla z > 0 pochodna f wyraza

sie wzorem
1
FO(@) = e - (—2—

a3 )
a zatem jest postaci ez W (L) dla W(z) = —22%. Ponadto dla = < 0 pochodna
f jest réwna 0, bo tam f jest stata. Dla dowodu indukcyjnego przypusémy, ze
dlaz > 0 f" jest postaci efx%W(%) idlaxz < 0 f jest stale rtéwna zero. Wtedy

dla 2 > 0 mamy

P @) = () (@) = (W (

(( ) (i)”v’ () ()

Zatem fm*! tez jest postaci e_TQW(%) dla z > 0 (napisy moze nie wygladajg
bardzo przyjemnie, ale uzywamy tylko wzoru na pochodng iloczynu i pochod-
ng ztozenia). Sprawdzmy, ze istnieje pochodna f"*1(0) i, ze jest réwna 0. Ro-
zumujac analogicznie jak w dowodzie kroku bazowego wystarczy sprawdzié
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granice prawostronng
W F1@)
im

z—0*t x

Na mocy zatozenia indukcyjnego mamy jednak f"(z) = e” o W (1) dla pewne-
go wielomianu W (z) stad mozemy jeszcze raz skorzysta¢ z faktu (10). Dowéd
jest zakoniczony - f nie moze w zadnym otoczeniu 0 by¢ sumg swojego szeregu
Taylora, gdyz wtedy w pewnym otoczeniu 0 musiataby by¢ stale réwna 0 (bo
znikajq jej wszystkie pochodne). Ta funkcja jednak dla 2 > 0 jest dodatnia.

Wprowadzmy dwie definicje (niech A bedzie otwartym przedziatem (wta-
$ciwym lub nieskoriczonym))

Definicja 205. Funkcja f : A — R jest gladka wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego n istnieje jej n-ta pochodna na A.

Definicja 206. Funkcja f : A — R jest analityczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego zy € Aistnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego z, jesli x € (zo — 3,z +
J), to

F (o)

il

(x — x0)

fla) = fla) + Y

Oczywiscie kazda funkcja analityczna jest gladka. Powyzszy przykiad po-
kazuje jednak, ze odwrotna inkluzja nie zachodzi. Na koniec podamy jeszcze
twierdzenie pozwalajgce bada¢ kiedy dana funkcja jest sumg swojego szeregu
Taylora wokét 0 (bez straty ogélnosci):

Twierdzenie 207. Niech R € Ry, f : (—R, R) — R bedzie gladka. Wtedy nastepu-
jgce warunki sq rownowazne

1. f(z) = f(0)+ > 2, w(w)z dla dowolnego = € (—R, R).

!
2. dla dowolnego x € (—R, R), lim,,_, o0 7o (x) = 0, gdzie r,, (x) to reszta ze wzoru

Wniosek 208. Niech R i f bedg jak w powyzszym twierdzeniu. Jesli dla dowolnego
x € (=R, R) i dowolnego c € (0, ) (Iub (x,0) jesli x < 0)

(n)
lim fre) z" =0
n—0o0 mn.

to f jest sumg swojego szeregu Taylora wokot O dla dowolnego x € (—R, R).

Latwo stad np. pokazaé, ze e” jest sumg swojego szeregu Taylora wokoét zera
na catym R.
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Zadania

Zadanie 102. Wypisz n—ty wielomian Taylora wokét 0 funkcji sin(z) cos(x),
3e*, e’ —1 .

S l—x”

Zadanie 103. Obliczy¢ sin(1), In(2), w, €™, tg(1) z dokladnoscig do trzeciego
miejsca po przecinku.

Zadanie 104. Udowodnij, Ze sin, cos, e* sg sumami swojego szeregu Taylora
wokét 0 na R. Udowodnij, ze sin(2?), e3* s3 sumamu swojego szeregu Taylora
wokét 0 na R. Udowodnij, ze 12— jest sumg swojego szeregu Taylora wokét 0
dla |z| < 1.

9 Réwnania Rézniczkowe Zwyczajne

Teoria i przyklady

Zacznijmy od prostego przyktadu: znalez¢ funkcje rézniczkowalng f : A — R,
gdzie A to pewien przedziat otwarty, takg, Ze na A spelnione jest nastepujace
rOéwnanie

df . .
1= *)

gdzie oczywiscie % oznacza pochodng f po z. Ten przyklad potrafimy roz-

wigzaé przez zgadywanie: dodajmy do obydwu stron réwnania 1, otrzymujac

af _ 2
2 1+

Poniewaz wiemy, ze dla z € (-7, §) mamy

tg'(z) = 1+ tg*(x)

Zatem dla A = (-7, ) wyjéciowe réwnanie jest spetnione jesli za f pod-

stawimy tg. Czy jest to jedyne rozwigzanie tego réwnania? Latwo zauwazy¢

(korzystajac ze wzoru na pochodna zlozenia funkgji), ze np. tg(z — 7) tez spel-
T 37

nia to réwnanie na przedziale (np.) (7, ). Zatem takich funkgji jest wigce;j.

Mozemy teraz zadaé¢ dwa pytania:

1. Jak "wygladajg" funkcje spelniajace réwnanie (x)?

2. Czy jesli bedziemy wymagac, ze a € A1i f(a) = ¢, to znajdziemy rozwig-
zanie spelniajace te warunki?
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Odpowiemy na pierwsze z pytan, a jako wniosek rozstrzygniemy tez drugie
znich. Przypusémy zatem, ze f : A — Rjestjakgkolwiek funkcja spetniajaca ().
Potraktujmy ponadto symbole df, dz tak, jakby byly to funkcje (a zatem mozna
przez nie swobodnie mnozy¢). Mamy

G oyp (11)
dx
df = (14 fHdx (12)
a
TP - da (13)

Poniewaz funkcja z prawej strony jest réwna funkcji z lewej strony, wiec moze-
my obydwa wyrazenia stronami odcatkowaé. Mamy

df _
T dz (14)

df B
[ - [
arctg(f) = x+C (16)

Zeby teraz wyrazié f jako funkcje f musimy przytozyé do obydwu stron funkcje

s

odwrotng do arctg, czyli tg. Tomasensdlaxz +C € (=3, %), czyliz € (=5 —
C, % — C) Mamy ostatecznie:

f=tglz+0C)

Otrzymali$my zatem odpowiedZ na pierwsze pytanie: dowolna funkcja spet-
niajgca réwnanie () jest postaci

tg(z + C).

Wynika stad tez tatwo odpowiedz na drugie pytanie: ustalmy «a, b dla kt6-
rych mamy znalez¢ funkcje f spelniajaca réwnanie (x) taka, ze f(a) = b. Na
mocy powyzszych rozwazan jedyna taka funkcjg bedzie

tg(z + (arctg(b) — a))

zatem funkcja postaci tg(z + C) dla C = arctg(b) — a. Nie zawsze jest jed-
nak tak, ze dla przez dany punkt przechodzi wykres dokladnie jednej funkgji
bedacej rozwigzaniem réwnania rézniczkowego zwyczajnego.
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Przyklad 209. Rozpatrzmy réwnanie

i .
it

oraz punkt (0, 0). Oczywiscie funkcja stala f = 0 spelnia to réwnanie i punkt
(0, 0) nalezy do jej wykresu. Znajdziemy jeszcze jedna:

g - p 7)
ﬁ — de (18)
/;IJ; - /dm (19)
gf% = z+C (20)
= - (Garop) e

Dobierajgc C' = 0 otrzymujemy kolejne dwie funkcje spelniajace nasze wy-
magania.

Wprowadzmy teraz kilka definicji i podajmy dwa kluczowe dla catej dzie-
dziny twierdzenia. Porzucimy przy tym zwyczaj nazywania szukanej funkgji
” f” ibedziemy jg zapisywac jako y (w zamierzeniu jest to oznaczenie na drugg
wspolrzedng w kartezjariskim uktadzie wspétrzednych).

Definicja 210. Réwnaniem rézniczkowym (rzedu pierwszego) nazywamy do-

wolne réwnanie postaci

dy

gdzie h : R? — Rjest pewna funkcjg. Funkgje f(z) nazwiemy rozwigzaniem
réwnania wtedy i tylko wtedy, gdy

T~ w1y

Zagadnieniem poczatkowym Cauchy’ego nazywamy warunek

@ = h(z,y)
y(xo) = yo
dla pewnych z¢, 70 € R. Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego definiujemy

analogicznie.
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Zauwazmy, ze moze by¢ tak, Ze rozwigzanie réwnania (zagadnienia Cau-
chy’ego) istnieje lokalnie, tzn. funkcja okreslona jest na jakims wlasciwym prze-
dziale R. Nastepujgce dwa twierdzenia méwia na ile mozemy liczy¢ w ogélno-
Sci:

Twierdzenie 211 (Peano). Ustalmy a,b € R. Niech funkcja h : R* — R bedzie
ciggla w zbiorze

Q= {(z,y) €R? | z € [wo, w0 + al, |y — yo|legb}

Niech sup , ,yco Mz, y) = M. Wtedy zagadnienie Cauchy’ego

&= h(z,y)

y(@0) = o
ma rozwigzanie na przedziale [to, to + o] dla o = min(a, ).
Twierdzenie 212 (Picarda-Lindeldfa). Ustalmy a,b € R. Niech funkcja h : R? —
R bedzie ciggta w zbiorze

Q={(z,y) €R?* | €|z —wo| <a,ly—yo| < b}
Niech sup, .,y e Mz, y) = M. Zalézmy ponadto, Ze istnieje taka stala L € R, ze
dla dowolnych (z,y1), (z,y2) € Q zachodzi
|h(z,y1) — Wz, y2)| < Lly1 — yol @L)

Wtedy istnieje dokfadnie jedno rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego

{ W — p(z,y)

y(zo) = yo
na przedziale |z — xo| < acdla o < min(a, 2, 1).
Warunek (L)) nazywa sie¢ warunkiem Lipschitza.
Przyklad 213. Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego

E=v
y(xo) =0

Oczywiscie funkcja stata y = 0 spetnia to réwnanie. Pokazemy, Ze to jedyne
rozwigzanie (przynajmniej z doktadnoécig do pewnego otoczenia punktu z).
Ustalmy a, b > 0. Zauwazmy, ze dla kostki [z9 — a,z0 + a] x [—b, b] (nasz zbidr
Q) funkcja h(z,y) = y* spelnia warunek Lipschitza ze statg 2b. Faktycznie

|h(z,y1) — h(z,y2)| = |y21® — y3| = |(y1 + y2) (1 — y2)| < 2blys — 12|

1

Ponadto sup, ,yeq Mz, y) = b2. Stad dla dowolnego o < mina, 1%, % na prze-

dziale [zg — o, z¢ + ¢ istnieje dokladnie jedno rozwigzanie.
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Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Rozpatrzmy nastepujace rownanie:

dy
1 1-— —= =
(1+z)y+( y)mdx 0

Mozemy postgpowac tak jak przy rozwigzywaniu zwyczajnego réwnania:
po jednej stronie zgormadzi¢ wyrazy, ktére zawierajg x (wlgczajac dx), a po
drugiej te, ktére zawieraja y (Wlaczajac dy). Zauwazmy najpierw, ze funkcja stata
y = 0 spelnia powyzsze réwnanie. Sprébujmy zastosowac te taktyke:

I+a)y+ (1 - y)x% = 0 (22)
1+z)ydr+ (1 —y)zdy = 0 (23)
1+ x)ydr = (y—1ady (24)

(% +1l)dz = (1- i)dy (25)

/% +1ldzx = /1 — édy (26)

In(jz))+ 2+ C = y—1In(ly|) (27)

In(lzy|) = y—z+C (28)

Powyzszy napis ma sens dla dowolnych (z,y) € R?\ ({0} x RUR x {0}) (bo
logarytm nie jest okreslony w 0). Dokonujac powyzszych przeksztalcen zato-
zyliSmy to dzielac przez z i y (przy przejsciu od 24 do 25 linijki). W dowolnym
punkcie postaci (b, 0) jesteémy w stanie znalez¢ przynajmniej jedno rozwigza-
nie: y = 0. Podobnie, jesli odwrécimy role zmiennych 2,y w dowolnym punk-
cie postaci (0, b) mozemy znalez¢ rozwigzanie ulezniajac « od y: wtedy réwniez
funkcja stata = = 0 spelnia to réwnanie.

Jeszcze jeden komentarz: ostatecznie, dla z # 0iy # 0 nie znalezliSmy
jawnej formuly uzalezniajacej « od y lub y od x. Takie rozwigzanie tez bedzie
nas satysfakcjonowaé: méwimy wtedy, ze rozwigzanie jest w postaci uwiktanej.
Zadajac odwpowiedni przedzial mozemy z niego odczytaé x jako funkcje od y
lub na odwrét. Popatrzmy na linijke (27): funkcja y — In(y) (jako funkcja argu-
mentu y) jest na przedziale (0, 1) réznowartosciowa (fatwo to mozna sprawdzi¢,
patrzac na jej pochodng - 1 — %, ktéra w tym przedziale jest $ciSle ujemna, a za-
tem y — In(y) jest Scile malejaca). Ma zatem funkcje odwrotna: obkladajac nig
obustronnie réwno$¢ (27) wyznaczymy y jako funkcje od x (na odpowiednim
przedziale). Nie bedziemy drazy¢ tego tematu: wystarczy, ze Drogi Czytelnik
zapamieta, ze rozwigzanie w formie uwiklanej moze postuzy¢ naszym celom.
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Ogolne twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan takich réwnan
brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 214. Przypusémy, ze dane sq funkcje ciggte g1 : (a,b) — R, g2 :
(¢, d) — R takie, Ze go nie ma zer na (c, d). Wtedy dla dowolnego (xo,yo) € (a,b) x
(¢, d) zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego

% = g1()g2(y)
y(xo) = yo
ma jednoznaczne rozwigzanie na przedziale (a,b).

Przyklad 215. Rozpatrzmy réwnanie:

Zakladamy, ze y > 0. Rozdzielamy zmienne: zeby podzieli¢ przez sin(x)
zaktadamy, ze x # km dla k € Z, tzn. np. szukamy rozwigzania na przedziale
(0, 7). Zauwazmy ponadto, ze funkcja stala y = 1 selnia nasze réwnanie i od tej
pory zalézmy, ze y # 1. Mamy

W in) = yin() 29)

ylfiy) N Sig(xx) G0

/ yligéy) - / silcll?x) b

In(ln(y)) = 2In(tg <;x)) +C (32)

In(y) = Ctg? (;x> (33)

y = Ct(30) (34)

Policzmy na boku catke [ Sig‘(‘”/z) , bo to ciekawy przyktad. Zauwazmy, ze catke

| swew® = ww eew

Liczy sie tatwo z podstawienia y = tg(z), dy = ﬁ Wynik to In(tg(z)) +
C. Pozostaje zatem nasza catke sprowadzi¢ do catki | mdm‘ = ﬁ
To zalatwiamy podstawieniem 2y = z, y = 3, dy = 1daz. W sumie zrobilismy
podstawienie y = tg (3x). Takie podstawienie nazywa sie tez podstawieniem

uniwersalnym.
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Zadania

Zadanie 105. Znajdz rozwigzania nastepujacych réwnan rézniczkowych (okresl
przedziat, na ktérym istnieje podane przez Ciebie rozwigzanie):

1. sin(m)% =y cos(x)

dy _ _2dy
P R

3. % _ ts(y)

4. yzzx%—f—y
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