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Niniejszy skrypt stanowi pomoc naukowa do éwiczen z przedmiotu Wprowadzenie do Ma-
tematyki 11 prowadzonego na Wydziale Filozofii i Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego.
Kazdy rozdzial zawiera zwiezlty wstep teoretyczny oraz zbiér zadan, ktérych rozwiazania
znajduja sie w ostatnim rozdziale skryptu.
Zadania troche trudniejsze zostaly oznaczone symbolem *.
Poza praca ze skryptem proponuje sie studentowi korzystanie z innych pozycji na-
ukowych poswieconych tematyce poruszanej podczas kursu. W szczeg6lnosci polecane sa
nastepujace pozycje:
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1 Funkcje trygonometryczne i logarytm.

1.1 Teoria

Rozwazmy funkcje sin, cos, tg, ctg:

f(z)
0
s : - (@) = cos(a)
\‘ ’ “ ,/
’ ~ ,
~ /1 1.0 s s .

S - ,’—57[' §7T~~‘ r'§7T

RN 1 o, X f(z) = sin(x)

-

Zauwazmy, ze

1. dla dowolnego y € [—1, 1] istnieje doktadnie jedno z € [~F, 5] takie, Ze sin(x) = y.
Mozemy zatem zdefiniowa¢ dla dowolnego y € [—1, 1]

arcsin(y) = = wtedy i tylko wtedy, gdy sin(z) =y iz € [—g, g]



. dla dowolnego y € [—1, 1] istnieje doktadnie jedno z € [0, 7] takie, ze cos(x) = y.

Mozemy zatem zdefiniowa¢ dla dowolnego y € [—1, 1]

arccos(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy cos(x) =y ix € [0, 7]

f(z) = arccos(x) 2 T

f(z)

f(x) = arcsin(x)

R

3. dla dowolnego y € R istnieje doktadnie je
dowolnego y € R potézmy

arctg(y) = = wtedy i tylko wtedy, gdy sin(z) =y iz € (—

dno x € (-3, §) takie, ze tg(z) = y. Dla

T
23

4. dla dowolnego y € R istnieje doktadnie jedno = € (0, ) takie, ze ctg(xz) = y. Dla

dowolnego y € R potézmy

arccotg(y) = = wtedy i tylko wt

edy, gdy sin(z) =y iz e (0,7)

____________ G
f(z) = (17’6(1015.9(4;5;2;\“ f(x) = arctg(x)
/ S N
_}5_}4_}3_}2—}1 1 2 3 45
=

Uwaga 1.1. Niech f: R — R (np. f to sin), A C R i niech f[A] oznacza zbior wartosci

funkcji f na zbiorze A (tzn. takie liczby, ktore s

a warto$ciami funkcji f dla zbioru A przy



funkeji f; taki zbior nazywa sie obrazem zbioru A przy funkcji f, ale to jeszcze bedzie
na Logice IT) Jegdli funkcja f : A — f[A] ma te wlasnos¢, ze dla dowolnego y € f[A]
istnieje doktadnie jedno x € A takie, ze f(z) =y, to mowimy, ze jest rdznowartosciowa
na zbiorze A.

Przyktad 1.2. Funkcja sin jest roznowartosciowa na kazdym ze zbioréw (—3 +2km, 5 +
2km) dla k € Z, ale nie jest roznowartogciowa na zbiorze (0,), bo dla dowolnego € < 7
mamy sin(§ — €) = sin(F + €). Podobnie sin nie jest roznowartoéciowa na catym zbiorze
R.

Podstawowe wtasnosci funkeji trygonometrycznych:
1. dla dowolnego z € R sin?(x) + cos?(z) = 1
2. dla dowolnych z,y € R
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y),
3. dla dowolnych z,y € R
cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y).
Twierdzenie 1.3. Pole powierzchni trojkata, ktdrego dwa boki majq dtugosci a,b zas kqt
miedzy nimi miare ¥ wynosi %ab sin(7).

Twierdzenie 1.4 (Twierdzenie kosinusoéw). Dla dowolnego tréjkgta o dwdch bokach
dtugosci a,b oraz kgcie miedzy nimi miary v kwadrat diugosct trzeciego boku wynosi
a® + b? — 2abcos(v).

Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie sinuséw). Dla dowolnego trojkgta ABC' zachodzq réwno-

e AB BC cA
AB___iBCl __ICAl .,

sin<BCA sin<CAB  sin<ABC
gdzie R to promieri okregu opisanego na ABC.

Przypomnijmy postaé¢ funkcji wyktadniczej o dowolnym wyktadniku: a”, gdzie a €
R4. Jesli a # 1 to funkcja a® jest réznowartosciowa na calym zbiorze R. Funkcja a”
przyjmuje jedynie wartosci dodatnie. Podobnie zatem jak dla funkcji trygonometrycznych
mozemy zdefiniowaé (dla dowolnego a > 0) dla dowolnego y € R4

log,(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdya® = y.
Podstawowe wlasnosci funkeji wyktadniczej sa nastepujace:

1. dla dowolnego a > 0, dla dowolnych z,y € R, a® - a¥ = a*Y,

2. dla dowolnego a > 0, dla dowolnych z,y € R (a®)¥ = a™V.



1.2 Zadania

Zadanie 1.1. Pokaz, ze wlasnogé: dla dowolnego z € R sin?(z) + cos?(x) = 1, wynika z
twierdzenia Pitagorasa.

Zadanie 1.2. Udowodnij, ze dla dowolnych z,w € R,y € (=3, 5), 2 € (0,7), t € [-1,1],
Ve R+Z

1. arcctg(—z) = —arcctg(z)

2. arctg(1) = arcctg(v)

3. arcsin(t) + § = — arccos(t)

5. ctg?(z) = Sin%(z) -1

6. cos(z) — cos(w -2 sm(“w) sin(*5%)

2 cos( T2 cos(Z5L)

( ) =

7. cos(x) + cos(w) =
8. sin(2zx) = 2sin(x) cos(x)

(z

) — sin?(x)
Zadanie 1.3. Udowodnij Twierdzenie 1.3.

9. cos(2z) = cos?

Zadanie 1.4. Udowodnij Twierdzenie 1.4.

Zadanie 1.5. Wykorzystujac Twierdzenie 1.4 znajdz promient okregu wpisanego w tréj-
kat, ktérego dwa boki maja dtugosci a, b a kat miedzy nimi ma miare ~.

Zadanie 1.6. Dany jest trojkat, w ktorym jeden bok ma diugosé ¢, a katy przy tym
boku maja miary «, 8. Wykorzystujac Twierdzenie 1.4 ustali, jaka jest dtugos¢ srodkowe;j
opuszczonej na ten bok.

Zadanie 1.7. Udowodnij Twierdzenie 1.5.

Zadanie 1.8. Udowodnij, ze dla dowolnych a,x,y € Ry,

1. IOga('ry) = IOga(x) + IOga(y>a

2. log, (2¥) = ylog, (x)

log,, ()
logy(a)

Zadanie 1.9. Udowodnij, ze dla dowolnych a, b,z € Ry log,(z) =

Zadanie 1.10. Udowodnij, ze tg : (=3, 5) — R jest funkcja réznowartosciows.

0

Praca domowa 1.11. Rozwiaz nastepujace zadania:



. Dany jest trojkat, w ktorym jeden bok ma diugosé c, zas katy przy tym boku maja
miary «, 3. Ustal, jaka jest dtugosé érodkowej opuszczonej na ten bok.

. Na trojkacie o miarach katéw «, 5,7 opisano okrag o promieniu R. Jakie jest pole
tego trojkata?

. W trapez réwnoramienny ABCD od dluzsze] podstawie AB wpisano okrag o
srodku O. Punkt stycznoéci okregu S dzieli ramie C'B tak, ze % = %. Wyznaczy¢
sinus kata SDO.

. Dany jest trojkat o bokach diugosdci 2, 3, 4. Wyznacz kosinus kata lezacego naprzeciw
najkrotszego boku oraz wyznacz jego sinus.

. Dany jest trojkat o bokach dtugodci a, b, c. Wyznacz jego pole.

. W trojkacie prostokatnym ABC, ktorego krotsza przyprostokatna BC ma dtugosé
a, dtuzsza C'A ma dtugosé b, a przeciwprostokatna AB ma dtugo$é¢ ¢ wyznaczono
na przeciwprostokatnej punkt D, tak ze dtugo$é¢ odcinka C'D wynosi a. Jaka jest
dhugosé odcinka AD?



2 Granice ciaggéw nieskoriczonych

2.1 Teoria

Fakt 2.1. Przypomnijmy, ze dwumian Newtona (Z) dany jest wzorem:

()= omrm

Definicja 2.2. Liczba L jest granica ciagu (an)neny wtw. dla dowolnego € > 0 istnieje
takie N, ze dla dowolnego m > N zachodzi

|L — am| < e
Piszemy wowczas limy, o0 (ap )neny = L lub prosciej lim,, o0a, = L.

Definicja 2.3. Ciag (a,) ma granice niewtasciwa +oo wtw. dla dowolnego N istnieje M
takie, ze dla dowolnego m > M zachodzi a,, > N.

Analogicznie, ciag (ay,) ma granice niewlasciwa —oo wtw. dla dowolnego N istnieje
M takie, ze dla dowolnego m > M zachodzi a,, < N.

Definicja 2.4. Powiemy, ze ciag (by,) jest podciagiem ciagu (ay,) jesli istnieje taka funkcja
scisle rozsnaca f: 1 — 4, ze
bn = af(n)

Méwiac nieformalnie podciag ciagu (ay) to po prostu wybér nieskonczenie wielu wyra-
zow z (ap). Np. ciag staly b, = —1 jest podciagiem ciagu (a,) zadanego a,, = (—1)"
powstajacy przez wybdér miejsc o nieparzystych indeksach.

Fakt 2.5. Cigg a, ma granice g (gdzie g € R lub g = +/ — o) wtedy tylko wtedy, gdy
kazdy podcigg a, ma granice g. W szczegdlnosci, jesli istniejq dwa podciggi ciggu (ayn) o
roznych granicach, to (a,) nie ma granicy.

Fakt 2.6 (Arytmetyczne wlasnosci granicy). Niech a, i b, bedg ciggami, ktére majq
wlasciwe granice. Wtedy

1. limy, oo (an + by) = limy, ooy + limy, ooby,
2' ]68[2 hmn%oobn ?é 0, tO 111’11”*)00(;7 = m}

3. limy o0 (an - by) = limy, o0y - limy, 5000y,

Fakt 2.7. Przypomniymy, zZe cigg geometryczny postaci a, = q" ma skoniczong granice
wtw. —1 < q <1, przy czym:

o jesli —1 < g <1, to limy,_00q™ =0,

o jesliq=1, to lim,oq" = 1.



Fakt 2.8. Granicg ciggu o wyrazach a, = (”TH)H jest e (gdzie e = 2,71828...). Ogdl-
1

niejsza zaleznosé: jezeli lim, _,ooan = 0 oraz a, # 0 to limy, o0 (1 + ap)on = e.

Fakt 2.9. Niech a, bedzie zbieznym ciggiem liczb rzeczywistych zas a € R. Jesli dla
dowolnego € istnieje M takie, ze dla dowolnego n > M zachodzi a, < a+e¢, tolima, < a.

Stwierdzenie 2.10. Niech a,, bedzie ciggiem wyrazéw dodatnich. Jesl lim, oo “ZII =gq
dla pewnego q < 1, to lim,_,o an = 0.

Stwierdzenie 2.11. Jesli lim,,_,o \ag%] = q dla pewnego q < 1, to limy,_,o a, = 0.
Stwierdzenie 2.12. Jesli lim,, oo ‘aZ:1 | = q dla pewnego q > 1, to lim,_,~ |a,| = +00.

Fakt 2.13. Dla dowolnego a > 1 oraz dowolnego k € N lim,,_, n* _ .

a”
Fakt 2.14. lim, o {/n = 1.

Twierdzenie 2.15 (O trzech ciggach). Niech an, by, ¢, bedg takimi ciggamsi liczb rzeczy-
wistych, ze dla wszystkich dostatecznie duzych n zachodzi

an < by < cp.
Wowczas jesli limy, ooy, = L = limy,o0Cn, to takze limy,_oob, = L.
Fakt 2.16. Dla dowolnej statej k > 0 zachodzi

lim Vk = 1.

n—oo

Fakt 2.17. Latwo wykazaé (patrz zadania), ze:

k

e dla dowolnego a > 1 oraz dowolnego k € N zachodzi lim,_ Z—n =0,

n

e dla dowolnego k € N zachodzi limn_mo% =0,

° limn%oon% =0.
Mozemy zatem uszeregowaé ciggi od najwolniej do najszybciej rosngcego w nastepujgcy
$poscb:
In(n) < nf < k" < n! < n"



2.2 Zadania

Zadanie 2.1. Udowodnij, ze dla dowolnego n dodatniego zachodzi nieréwnogdé

Zadanie 2.2. Udowodnij, ze dla dowolnego n zachodzi nieréwnosé:

n
> it <nt
j=1
Zadanie 2.3. Wykorzystujac Fakt 2.1 udowodnij, ze dla dowolnych n,k > 0 zachodzi

nieré6wnosé:
n
< nk.
k

Zadanie 2.4. Udowodnij, ze dla dowolnego n zachodzi nieréwnos¢:
n
> logy(4) < nlogy(n).
j=1

Zadanie* 2.5. Uzasadnij (nie korzystajac z powyzszej teorii), ze dla dowolnego ¢ > 1
istnieje takie M € N, ze dla dowolnego n > M zachodzi

n<c’

Zadanie 2.6. Korzystajac z definicji granicy ciagu lub twierdzenia o 3 ciagach 2.15
znajdz granice ciggu a, lub udowodnij, ze nie istnieje, jesli:

_ 1
1. Ap — 27%,
__ 2016
2. Ap = W,
3. an = sin(g),
1
4. Ay — IS E
n!
5. ap = nno

6. * a, = e, gdzie ¢ > 0.

Zadanie 2.7. Wykorzystujac Fakt 2.6 znajdz granice ciggu a, lub udowodnij, ze nie
istnieje, jesli:

_ 2n3—=3n247

1. On = 5n3+n—=6
2n2—4
2. ap = 47:'3—2n

10



13n+20
4 a, = DR
5. ap = % — 1—%
6. a, = \/W;W
7. an = %
8. 4y = ML)
9 an = o,

10. ap, =vVn?2+n—n
1. ap=/n+vn—n—n

12. a, = <n;+21_>1%

13. a, = &5t

14. g, = Zigp™

15. an = 35 o(=1)’
16. a, = S

17. a, = <)’

. glogz(n)
18. a, = oga ()

Zadanie 2.8. Wykorzystujac Fakt 2.7 znajdz granice ciggu a, lub udowodnij, ze nie
istnieje, jesli:

4" 4+3"
1. a, = 7‘2
_ &)
2. a, = T
2n+1_3n+2
3. ap = T 3n 3

Zadanie 2.9. Znajdz granice nastepujacych ciagow:
1. Y

1S

o
w
1Y
3

b

©
anm

EQ
N

11



5 Yot

Zadanie 2.10. Wykorzystujac Fakt 2.8 znajdZ granice ciagu a, lub udowodnij, ze nie
istnieje, jesli:
L a, = (226)"
)TL

n

(1+

2. ay

~ 3o

3. an = (3
Zadanie* 2.11. Udowodnij Stwierdzenie 2.11.
Zadanie* 2.12. Udowodnij Stwierdzenie 2.12.

Zadanie* 2.13. Udowodnij, ze dla dowolnego k € N,a > 0 ciag

(log, (n))*

Qp =

jest zbiezny do zera.

Zadanie 2.14. Udowodnij Fakt 2.13 korzystajac ze Stwierdzenia 2.11.

Zadanie 2.15. Wykorzystujac Stwierdzenie 2.11 znajdz granice ciagu a,, lub udowodnij,
ze nie istnieje, jesli:

n
1. anZan

_ n!
2. an—nfn
_ 3"
3. an—ﬁ

Zadanie 2.16. Wykorzystujac Twierdzenie 2.15 oraz Fakt 2.16 znajdz granice ciagu a,
lub udowodnij, ze nie istnieje, jesli:

1. a, = /3" + 47+ 51

2. a, = Sf;((:)) dlan >0

3. ap = /2" +n +sin(n)

4. ap = Y/4" +log(n) + sin(77)
(&)

21’1,

5. a, =

(n))nk

6. an = 73

12



Zadanie 2.17. Wykorzystujac 2.17 znajdz granice ciagu a,, lub udowodnij, ze nie istnieje,
jesli:
1 nl43nt1

cAn = T35 9
SO T O

(§)"+In?(n)+n"

2. ap = nl42n

3" 41n(n)+6n3
3. an = TR

4" 41201100
— 4log(n)+7m

_ _4r4nt
~ nl4nln(n)
Zadanie 2.18. Znajdz granice nastepujacych ciggow:

2 _1\n
. 2"

sin(n)+n2
g, sn(n)in

3 25sin(n)+n?
N

4 cos(n?43)
: n2+43

5. /27 +3m,
6. /27 + 47 + nT + logy(n).
7. Vni+2

n3
8 \/n2+logs(n)
. é/nj .

log, (n*+5n+3)
9., =2 ——+——
logy(n)

10 (logz(n))3+(logg (n®))*
logg (n5)+(loga7 (n3))8 *

Zadanie 2.19. Znajdz granice ciagu (a,) gdzie:

3 logs(n)
1. q, — g
I = (logy(n)?

bt Y

n3+ncos(n)”

,6/3n+n7
~ 9n/3 +n9 "

2. a, =

_ VP +57+ ¥/nd+log, (n)
Vn74+3n+ “3/7174-4" .

13
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Praca domowa 2.20. Znajdz granice ciggu a, lub udowodnij, ze nie istnieje, jesli:

| a4 = PVt

- On = {ogn_328,130

2. ap = {/cos(n™) + 3n

+1)! pn
3. an = (n(il)”)'*‘l )
om—3\"
4. (2)
—2
5 {/Tnts
_gn—1
6. =3t
7 UFEo
8. (1-3)"
2 n?
0. (1-1259)
/ﬁ\ Praca domowa 2.21. Znajdz granice ciggu a, lub udowodnij, ze nie istnieje, jesli:
341
1. g, = Pt
_ _ 3
2- 0 = Togytm)
_ __logg(n)
3 An = logy(n))#43
4. a, = B B
" logy(n)+ns
_ n®+3%48
b n = T30, (n7)
_ nS4sin(27)
0. an = griiog,m)
— _2"4n’44
7.oan = arctg(?ﬁ)-{-nmo
8. an = 10g2723")
_ _¥n
I an = gyt

3_r_on
10. a, = “52=F

1. a, = 2

14



5 n
12. a, = 212

1
a9 n
13. a, = 2343

2n _nd
14. a, = 35
)

Praca domowa 2.22. Znajdz granice ciggu a, lub udowodnij, ze nie istnieje, jesli:

1. a, = ¥/27 + 37 + sin?(n)

2. a, = {/2" +In(n) + n2 + arctg(n)

3. ap, = Vn3+2n2+3

15



3 Granice szeregéw liczbowych

3.1 Teoria

Definicja 3.1. Mowimy, ze szereg liczbowy > 7 | a,, 0 wyrazie ogolnym a,, jest zbiezny,
jesli zbiezny jest ciag sum czastkowych Sy zdefiniowany wzorem:

S, =a1+as+ -+ ag.

W takim wypadku suma szeregu Y .-, an jest granica ciagu Sk. Jesli ciag Sy zbiega do
nieskoriczonosci lub nie ma granicy piszemy, ze szereg » - | a, jest rozbiezny.

Uwaga 3.2. W zaleznosci od kontekstu > >° | a, uzywamy do oznaczenia szeregu lub
jego sumy.

Fakt 3.3. Niech ¢ € R, ¢ # 0. Szereg > o2 an jest zbiezny i ma sume¢ L wtw. szereg
YomyC-ay jest zbiezny i ma sume ¢ - L.

o0

Fakt 3.4. Szereg geometryczny > " 1 q" dla ¢ <1 ma sume %ﬂq.

Powyzszy fakt mozna sformutowaé takze nastepujaco:

> 1
Zq"fl dla ¢ < 1 ma sume T
n=1 —4
Zauwazmy, ze gdy sumujemy od 0, otrzymujemy zatem:
> 1
Zq” dla ¢ < 1 ma sume [t

n=0

Nalezy zatem zwrocié uwage od ktorego wyrazu liczymy sume (zazwyczaj bedziemy liczy¢
sume od wyrazu 1, czyli > 2 ).
W zadaniach zwigzanych z ciggami i szeregami czesto przydaje sie wzér dwumianowy

Newtona. Zdecydowanie nie nalezy sie go bac.

Fakt 3.5 (Wzoér dwumianowy Newtona). Dla dowolnych a,b € R i dowolnego n € N

(a+b)" = Zn: <”) b,

=0 N

Stwierdzenie 3.6. Warunkiem koniecznym zbieznosci szerequ » -, an jest aby jego
wyraz ogolny dgzyt do zera, czyli

lim a, = 0.
n—oo

Uwaga 3.7. Z faktu, ze ciag o wyrazach a,, zbiega do zera nie wynika, ze szereg y .~ | an,
jest zbiezny. Nie jest tak na przyklad dla >0°; L oraz 30 | (Vn+1—/n).

Fakt 3.8. Szereg Y -7, nik jest zbiezny witw. k > 1.

16



Zatem szereg harmoniczny 220:1% jest rozbiezny (cho¢ warunek konieczny jest spel-
niony: limnﬁoo% =0).

Fakt 3.9. lim, o 220 — 1,

Stwierdzenie 3.10 (Kryterium poréwnawcze). Niech a, i b, bedg ciggami nieujemnych
liczb rzeczywistych takimi, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi a, < b,. Wdowczas:

o jesli szereq Y o0 | ap jest rozbieziny, to szereg Y oo | by tez jest rozbiezny,
o jesli szereg Y 2 | by jest zbiezny, to szereg > o2 an tez jest zbiezny.

Stwierdzenie 3.11 (Kryterium d’Alemberta). Jesli a, jest ciggiem nieujemnych liczb
rzeczywistych to:

P, a
o jesli limy, o0~

< 1, to szereg ZZO:1 an jest zbiezny,

o jesli limy, ;o “2t

> 1, to szereg Y o | an jest rozbiezny.

Stwierdzenie 3.12 (Kryterium Cauchy’ego). Jesli a, jest ciggiem nieujemnych liczb
rzeczywistych to:

o jesli limy, o0 Van, < 1, to szereg > o7 | an jest zbiezny.
o jesli limy, o a, > 1, to szereg Zzozl an jest rozbieziny.

Zauwazmy, ze zatozenia kryteriow d’Alemberta oraz Cauchy’ego implikuja, ze dla dosta-
tecznie duzych n wyrazy ciagu a, mozna oszacowaé przez ¢" dla pewnego ¢ € (0,1).
Dowody powyzszych stwierdzen sa rozwinieciem tej idei.

Stwierdzenie 3.13 (Kryterium Leibniza). Jesli a,, jest ciagiem przemiennym i od pew-
nego miejsca jest malejgcy, cxyli dla pewnego N € N jest tak, ze dla kazdego n > N
zachodzi |any1| < |ap| oraz zachodzi warunek konieczny, czyli lim,_,oca, = 0 to szereg
Y oney an jest zbiezny.

Stwierdzenie 3.14 (Kryterium bezwglednej zbieznosci). Jesli szereg Y oo lay| jest
zbiezny, to zbiezny jest takze Y o an. Mowimy wtedy, Ze szereg Y o~ an jest bezwglednie
zbiezny.
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3.2 Zadania

Zadanie 3.1. Wykorzystujac Fakt 3.4 udowodnij, ze szereg a,, jest zbiezny i znajdz jego
sume jesli:

1. a, =5-27"
2. ap=(1-32)"
3. an = (%)nJrQ

22n+4n
571

4. a, = ,nm>0

Zadanie 3.2. Wykorzystujac Fakt 3.5 udowodnij, ze szereg y .~ ay, jest zbiezny i znajdz
jego sume jedli:

L. a, = Z:’L:O (711)3(7%)Z
2. an =Y (M2(-2)".

Zadanie 3.3. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.6 oraz Fakt 3.9 rozstrzygnij czy szereg

> o2 ay jest zbiezny jesli:

1. a, = 3" -sin(g)

Zadanie 3.4. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.10 rozstrzygnij czy szereg > .o jan jest
zbiezny jesli:

_ 1
Lan = Soam
201541
2. a, = ﬂ, n>0
n3
_ 1
3. an =\ wm S )
3mn2

4 an = Gy

5. tn = gyl
6. a, = ﬁ sin(%)
Zadanie 3.5. Sprawd? czy szereg Ya, jest zbiezny jesli
1. a, = h}f;l).
2. a, = %
3. an = L5
4. a, = Z—z
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5. Ap = T
6. a, = Z—\/j
_ n+In(n)
Toan = o0y
8. a, = (”T>
3

Zadanie 3.6. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.11 rozstrzygnij czy szereg » .- a, jest
zbiezny jesli:

1. a, = 3%:

2. ap = %

3. ap = (n_g;;' o
4. a, = ”3:{!3n

Zadanie 3.7. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.12 rozstrzygnij czy szereg > - an jest
zbiezny jesli:

1. an:m

2. an = (5:57)"

3. an:g—z

4. an:bggfﬁ

5. an:bgw‘(lﬁ,n>0

6. a, = |sin(n) 72%6

_ n+]|cos(n)|
T Gn = ")

8. an =n-sin(z5)

Zadanie 3.8. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.13 rozstrzygnij czy szereg > - an jest
zbiezny jesli:

2. (1) (V3 -1)

Zadanie 3.9. Wykorzystujac Stwierdzenie 3.14 rozstrzygnij czy szereg » 7 an jest
zbiezny jesli:
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1. an:ﬂ

n3
5—(—1)"
2. a, = (—1)»t1=C)”
/ﬂ\ Praca domowa 3.10. Rozstrzygnij czy szereg > . an jest zbiezny jesli:

1. a, = cos(1)

n
1
2. Ap — ol
_ Vntl—yn
3. Qp = T
ool
sin( =
4. a, = Q(n")

5. a, = 2"sin (%)

1
6. an = (5347)2"

100.ggn
n-""-99
7. an = "gogn—

|
8. an = 150u

log,(n)

10. a, = ZFED"
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4 Granice funkcji

4.1

Teoria

Definicja 4.1. Niech f bedzie funkcja o dziedzinie D C R i wartosciach w R.

1.

Niech L bedzie liczba rzeczywista. Powiemy, ze granica lewostronna f w punkcie
a wynosi L jesli dla dowolnej liczby v > 0 zbior (a — 7,a) N D jest niepusty oraz
dla dowolnego € > 0 istnieje taka liczba ¢ > 0, ze dla dowolnego = € (a — d§,a) N D
wartosé funkeji f(x) nalezy do przedziatu (L —e€, L+ ¢€). Piszemy w takim wypadku

lim, - f(x) = L.

. Niech L bedzie liczbg rzeczywista. Powiemy, ze granica prawostronna f w punkcie

a wynosi L jesli dla dowolnej liczby v > 0 zbior (a,a + ) N D jest niepusty oraz
dla dowolnego € > 0 istnieje taka liczba 6 > 0, ze dla dowolnego x € (a,a+ )N D
wartosé funkcji f(x) nalezy do przedziatu (L —e€, L+ ¢€). Piszemy w takim wypadku
hrnar:%aJr f(ZC) = L.

Powiemy, ze granica lewostronna f w punkcie a wynost +o0o jesli dla dowolnej liczby
~v > 0 zbior (a — v,a) N D jest niepusty oraz dla dowolnego M istnieje taka liczba
d > 0, ze dla dowolnego = € (a—d,a) N D wartosé¢ funkcji f(x) nalezy do przedziatu
(M, +00). Piszemy w takim wypadku lim,_,,- f(z) = +oc.

. Powiemy, ze granica lewostronna f w punkcie a wynosi —oo jesli dla dowolnej liczby

v > 0 zbior (a — v,a) N D jest niepusty oraz dla dowolnego M istnieje taka liczba
d > 0, ze dla dowolnego = € (a— 0, a) N D wartosé funkcji f(x) nalezy do przedziatu
(—o0, M). Piszemy w takim wypadku lim,_,,- f(z) = —occ.

. Wyrazenia lim,_,,+ f(z) = —o0, lim,_,,+ f(x) = 400 definiujemy analogicznie.

Powiemy, ze funkcja f ma granice w punkcie a, jesli istnieje taka liczba rzeczywista
L, ktoéra jest zaréwno granica lewostronng, jak i prawostronna funkcji f w punkcie
a. Piszemy lim,_,, f(z) = L.

Niech L bedzie dowolna liczba rzeczywista. Powiemy, ze funkcja f ma w nieskori-
czonos$ci granice L jesli dla dowolnego M zbior (M, +o00) N D jest niepusty oraz
dla dowolnego € istnieje takie N, ze dla dowolnego =z € D N (N, +o0) zachodzi
f(z) € (L —€, L+ €). Piszemy wowczas limg_,o f(x) = L.

. Powiemy, ze funkcja f ma w nieskoriczonosci granice +oo jesli dla dowolnego M

zbior (M, +o00) N D jest niepusty oraz dla dowolnego N istnieje takie K, ze dla
dowolnego z € DN(K, +00) zachodzi f(x) > N. Piszemy wowczas lim, 4o f(z) =
+00.

. Powiemy, ze funkcja f ma w nieskoriczonosci granice —oo jesli dla dowolnego M

zbior (—oo, M) N D jest niepusty oraz dla dowolnego N istnieje takie K, ze dla
dowolnego = € DN (—o0, K) zachodzi f(z) < N. Piszemy wowczas lim,_,_ f(x) =
—00.
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10. Analogicznie definiujemy granice w —oo.

Definicja 4.2. Niech f bedzie funkcja, a zo elementem jej dziedziny. Powiemy, ze f
jest ciagta w punkcie xg, jesli lim,_,4, f(z) = f(xo). Powiemy, ze f jest ciagta, jesli jest
ciagta w kazdym punkcie swojej dziedziny.
Definicja 4.3. Niech R = R U {400, —00}. Na zbiorze tym definiujemy dziatania aryt-
metyczne w nastepujacy sposob:
1. Jesli L1, Ly € R, to Ly + Lo, L1 - Lo, % definiujemy w zwykly sposob (to ostatnie
jedynie dla Ly # 0).

2. Jesli Le R, to L+ 0o = +00, L+ (—00) = —0o0.

3. Jesli L € R jest liczba dodatnia, to L-(+00) = 400, L-(—00) = —00, a jesli ujemna,
to L+ (+00) = —00, a L+ (—00) = +0o0.

4. 00+ 00 =00, —00 — 00 = Q.

L

5. Dla dowolnego L € R zachodzi réwnosé ﬁ = - =0.

Lo
' 0 oo
Twierdzenie 4.4 (Arytmetyczne wtasnosci granic). Niech a, L, Ly € R. Jeslilim,_,,— f(x) =
Ly alim,_,,- g(x) = Lo, to ponizsze réwnosci zachodzq, o ile tylko wystepujgce w nich
dziatania sq okreslone w R.

1. lim, .- f(z) + g(x) = L1 + Lo.
2. lim,_,,- f(x)-g(x) =Ly - Lo.

6. Wyrazen 0 - 0o 0o — oo nie definiujemy.

9. lim, o~ L8 = 2.

Ponadto jesli Ly = 0 oraz istnieje taka n > 0, ze dla dowolnego x € (a — n,a) wartosé
g(x) jest dodatnia, to:

1. Jeslilim,_,,— f(z) jest liczbg rzeczywistq dodatnig lub wynosi +oo, to lim,_,,- % =
+00.

2. Jeslilim,_,,— f(x) jest liczbg rzeczywistq ujemng lub wynosi —oo, to lim,_, - % =
—00.

Jesli zas Ly = 0 oraz istnieje taka n > 0, zZe dla dowolnego x € (a —n,a) wartosé g(x)
jest ujemna, to:

1. Jesdlilim,_,,— f(x) jest liczbg rzeczywistq dodatniq lub wynosi +oo, to lim,_,,— % =
—00.

2. Jeslilim,_,,— f(x) jest liczbg rzeczywistq ujemng lub wynosi —oo, to lim,_,,— % =
+00.

Te same requty zachodzq dla granic prawostronnych, obustronnych oraz granic w +/ —
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4.2 Zadania

Zadanie 4.1. Oblicz granice ponizszych funkcji w nieskoriczonosci, minus nieskoriczono-
$ci i w miejscach zarowych mianownikéw.

1 3+

T 2—x)
9 224 2x+4
- 1273 9
z24+4—8
3. nl
4 x2—8x+15
* 22-132+30°
5 3z2—5x—2
© hr2-20
6 2234250
* x24+4z-5
7 23922426224
z2—62+8 )
] x2—122+35

© 23—-1422+632—78"
Zadanie 4.2. Zbadaj granice nastepujacych funkeji w 0 i nieskoriczonosci.

1. zsin (%),

1 .
2. o sinx,

inb
3. 2% dla ¢ # 0.

Zadanie 4.3. Niech [z] bedzie najwieksza liczba catkowita < z. Zbadaj czy istnieje
limy 7]z

Zadanie 4.4. Oblicz granice \/x(:z —Va? —1) w +oo oraz —oo.

Zadanie* 4.5. Ustal, czy funkcje o dziedzinie i warto$ciach w R okreslone nastepujacymi
wzorami maja granice w 0.

1.
fla) = {\/m jesli z € Q,

0 w przeciwnym przypadku.

fa) = L jedliz e R\ Q,
0 jesliz € Q.

Zadanie* 4.6. Ustal, czy funkcja f zdefiniowana nastepujacym wzorem ma granice w
punktach 01 1.
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O 3=

O 3=

jesli pierwsza jedynka po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby x jest na n-tym miejscu.

jesli z nie ma jedynek w zapisie dziesietnym.

jesli pierwsza jedynka w zapisie dziesietnym liczby x jest na n-tym miejscu.

jesli z nie ma jedynek w zapisie dziesietnym.
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5 Pochodne

5.1 Okruchy teorii

Definicja 5.1. Niech f: D — R, D C R. Niech p € D. Pochodng funkcji f w punkcie p
nazywamy granice:
i L@~ F(p)

h—0 h

Jedli ta granica istnieje, to oznaczamy ja f’(p) lub . Jedli w kazdym punkcie p € D
funkcja f ma pochodng f/(d), to przez funkcje pochodnq rozumiemy funkcje f': D —
R, ktora kazdemu punktowi dziedziny D przyporzadkowuje pochodna funkcji f w tym
punkcie.

Jesli funkcja f ma (skoniczona) pochodna w punkcie p, to moéwimy, ze jest roznicz-
kowalna w p. Jedli f jest rézniczkowalna w kazdym punkcie dziedziny, to méwimy, ze f
jest po prostu rézniczkowalna.

Przyktad 5.2. Znajdziemy funkcje pochodng funkcji f : R — R danej wzorem f(x) =
22, Mamy

/ T (p + h) f( )
= lim —(p + h)2
h—0 h
. 2ph+ h?2
= lim ———
h—0 h

— lim2p+limh=2p+0=2p.
R L

Czyli f'(p) = 2p.
Podajmy liste najwazniejszych pochodnych, ktére wypada znaé.

Stwierdzenie 5.3. Zachodzq nastepujace wzory:

1. (¢) =0, gdzie ¢ jest funkcja statq o wartosci c.
2. (2% = az® ', dla a € R.

3. (e®) =

4. (Inz) =

5. (sinx)" = cos.

6. (cosz) = —sinw.

7. (tgx) =1+ tg?z = cosl%'
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8. (arctgr) = ﬁ
. / 1
9. (arcsinz) = ——=—;.
! 1
10. (arccosw) = ——=—;

11. (a*)' = a*Ina.
12. (log, z) = .

We wszystkich powyzszych wzorach przyjmujemy wszystkie zalozenia, przy ktorych wy-
mienione napisy w ogdle majg sens, np. jesli prszemy x® dla a = %, to zaktadamy, zZe
x>0, a jesli piszemy log, x, to zaktadamy, ze a > 0 oraz a # 1.

Stwierdzenie 5.4 (Arytmetyczne wlasnosci pochodnych). Niech f,g beda funkcjami
rézniczkowalnymi. Wowcezas f+g, f—g, fg tez sq funkcjami rézniczkowalnymsi © zachodzg
wzory:

L (f+9' =f+4.
2. (f—-g9)=f—-4¢
8. (fg) =fg+1g.

Ponadto, jesli na przedziale (a,b0) funkcja g nie ma miejsc zerowych, to dla p € (a,b)
zachodzi wzor:

<f>/ (p) = L' @) — 10)g' ()
g 9°(p) '
Przyktad 5.5. Mamy na przyklad (zlnz —z) =Inz + x% —1=Inuz.

Stwierdzenie 5.6 (Pochodna ztozenia). Zatdzmy, ze f,g sq funkcjami o dziedzinie i
zbiorze wartosct zawartym w R, 1 Ze obraz f jest zawarty w dziedzinie g. Wowczas zachodzi
wW2OT:
(gof) =(gof)-f,
gdzie ¢ o oznacza ztozenie funkcji a ¢ -1 — ich mnozenie.
Przyklad 5.7. Mamy na przykiad
sin(cos )’ = sin’(cos ) - cos'(z) = — sin z cos(cos ).

Podobnie mamy:

(esmz)/ = exp(sinz)

exp’(sinx) sin’ z

exp(sin x) cos x

= e"%cosz.
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Stwierdzenie 5.8 (Pochodna funkcji odwrotnej). Niech f bedzie funkcjq rézniczkowalng
it odwracalng o dziedzinie ¢ przeciwdziedzinie zawartych w R. Niech g bedzie funkcjg od-
wrotng do R. Wéczas dla dowolnego punktu p takiego, ze f' o g(p) # 0 zachodzi wzor:

, 1
~ flog’

Przyktad 5.9. Wyznaczmy pochodna funkcji arcsin : (—1,1) — (—g, g) . Mamy

g

1
sin’(arcsin )
1
cos(arcsin x)
1
/1 — sin®(arcsin )
1

V1—a2

Trzecia réwnosé wynika z jedynki trygonometrycznej, a ostatnia — z faktu, ze sin arcsin x =
x (z definicji funkcji arcsin).

arcsin’(z) =

Przyktad 5.10. Znajdziemy pochodng funkcji arctg : R — (—g, g) . Wiemy, ze tg/(x) =
1+ tg” . Mamy zatem

1
tg/ (arctgz)
1
1 + tg2(arctgr)
1
1+a2%

arctg’x =

Do znalezienia pochodnej funkcji odwrotnej do funkcji f wystarczy wiec na ogdt
wyrazi¢ funkcje f/ w terminach funkcji f i zastosowa¢ Stwierdzenie 5.8.

Twierdzenie 5.11. Przypusémy, ze na przedziale (a,b) pochodna funkcji f jest dodatnia.
Wowczas f jest na tym przedziale rosngca. Jesli pochodna funkcyi f jest na przedziale
(a,b) ujemna, to funkcja f jest malejgca.

Szczegdlnie istotne bywa nastepujace twierdzenie, ktére pozwala nieraz znajdywac
ekstrema funkcji f. Przypomnijmy najpierw, co to jest ekstremum.

Definicja 5.12. Niech f bedzie funkcja o dziedzinie i przeciwdziedzinie zawartych w R.
Niech p bedzie punktem z dziedziny f. Przypusémy, ze istnieje takie €, ze dla dowolnego
x € (p — €,p+ €) zachodzi nieréwnosé

f(p) > f(z).
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Wowczas p nazywamy maksimum lokalnym funkeji f. Jedli istnieje takie €, ze dla
dowolnego = € (p — €, p + €) zachodzi nier6wnosé

fp) < f(2),

to p nazywamy minimum lokalnym funkcji f. Punkt p jest ekstremum lokalnym, jesli
jest maksimum lokalnym lub minimum lokalnym funkeji f. Jedli w punkcie p osiaggana
jest najwieksza wartos¢ funkcji f, to p jest ekstremum globalnym tej funkcji. Jegli jest
to wartos$é najmniejsza, to p nazywamy minimum lokalnym funkcji f. Méwimy, ze p jest
ekstremum globalnym funkcji f, jesli jest minimum lokalnym lub maksimum lokalnym
tejze funkcji.

Twierdzenie 5.13. Przypusémy, ze f jest rézniczkowalna i posiada w punkcie p ekstre-
mum lokalne. Wowczas f'(p) = 0.

Co wiecej, jesli istnieje taki €, ze [’ jest dodatnia na przedziale (p — €,p), ujemna na
przedziale (p,p + €) oraz osigga wartosé 0 w punkcie p, to f ma w punkcie p maksimum
lokalne.

Podobnie, jesli istnieje taki €, ze [’ jest ujemna na przedziale (p — €,p), dodatnia na
przedziale (p,p + €) oraz osigga warto$é 0 w punkcie p, to f ma w punkcie p minimum
lokalne.

Kolejne twierdzenie pozwala zastosowaé pochodne do obliczania granic funkcji w wy-
padku, gdy nie umiemy wprost skorzysta¢ z twierdzenia o arytmetycznych wtasnosdciach
granic.

Twierdzenie 5.14 (Reguta de I'Hospitala). Przypusémy, ze funkcje f,g sq¢ rézniczko-
walne na przedziale (a,b). Przypusémy, ze lim,_,,+ f = lim,_,,+ g = 0, oraz ze ¢'(a) # 0.
Wowczas jesli

istnieje © jest rowna L, to rowniez

1stnieje 4 jest rowna L.
Analogiczny wynik zachodzi réwniez, gdy zastepimy przedziat (a,b) pdtprostq (a,+00)
lub (—o0,b) lub zazgdamy, zeby zardwno f, jak i g byly zbiezne do +oo zamiast do zera.

5.2 Zadania
Zadanie 5.1. Oblicz pochodna f(z) jesli:

7 5_o..4 _
1. f(l’) _ 4z'+3x 3:]0241 +7z 27

3
2. flu) =2l Ve,
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3. f(z) = 2% cos(x),

4. f(x) = V3aZ =Tz + 12,
5. f(w) = el 0ot

6. f(x) = 22 cos(3x),
7. f(z) = tg(),

8. flz) = ctg(x),

10. f(z) = +=

11 f(a) = 250
Zadanie 5.2. Oblicz pochodne nastepujacych funkeji:
1. cos?(z) — sin(z),
2 e’
3. In(cos(3z))),
4. 3 + 612,
5. sin(cos(z3)),
6. 322 + 223 + 4 cos(z),

7. cos(In(z)) + 271,
W punktach 1 oraz 2 znajdz przedzialy, na ktérych pochodna jest ujemna.

Zadanie 5.3. Oblicz pochodne nastepujacych funkeji (zakltadamy, ze funkcje okreslone
sa na przedziatach, na ktérych funkcja z mianownika sie nie zeruje)

1. ctg(x),

9 coascg:p) ’

3. =5

cos(z)’

4 x2+sin(x)

et ?

In(x)
5. 2+cos(z)?
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6 €3z
© x2437+27
7 z24e®

© x2+cos(z)+27

8 e@®) 43
N FCEE

Zadanie 5.4. Wyznacz kat pod jakim styczna do paraboli w punkcie 1
f(z)=2*—-32+8
przecina o Ox.
Zadanie 5.5. Wyznacz w jakim punkcie styczna do wykresu funkcji
f(z) =23 - 322 — 9242
jest rownolegta do osi Ox.

Zadanie 5.6. Znajdz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(z) w punkcie xg, jesli:

1. f(x) =e*cos(x), x9=0,
2. f(z) =23 —22+3, 29=2,
3. f(z) =zln(z), zo=1,
4. f(x) = 3;37;'”““, xo = 1.

W kazdym z powyzszych przypadkéw wyznacz kat pod ktérym styczna przecina o$ Ox.

Zadanie 5.7. W jakich punktach funkcja f zdefiniowana nastepujacym wzorem ma
pochodna?

sinz ,jesizeQ
f(fC)—{

1 w przeciwnym przypadku.
Zadanie 5.8. Czy funkcja f okreslona nastepujacym wzorem jest rozniczkowalna w

punkcie 07 Czy funkcja f’ jest ciggta? Naszkicuj wykres funkcji f 1 f’.

fla) = {wzsini ,jeslix #£0

0 w przeciwnym przypadku.

Zadanie 5.9. ZnajdZ nastepujace granice korzystajac z twierdzenia de I'Hospitala.

2. lim, o xzlnax.

3. lim,_,g+ (cosz — 1)(In? z).
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9

Zadanie 5.10. Znajdz dla nastepujacych funkcji przedziaty, na ktorych sg rosnace, ma-
lejace, potozenia miniméw i maksiméw oraz granice w nieskonczonosci (4, —oo). Ustal,
w ktorych punktach x € R funkcja dazy do +oo, a w ktérych do —oo. Naszkicuj ich

22

im0 226",

hml’—>0 2x2

Vcosx—1

. limz_>0+ %

1

1 T
- img 4o arctgr—3

. 1 —x_
hmx*)(] sin ;1:—}\-/65 1

wykresy.
1. 2% — 3z +2.
2. &3
3. Lt
L e
5. sinx — cosz.
6. sin?x — sin .
7. e*(x +1)(x + 3).
8. zlnx.

Zadanie 5.11. Zbadaj przebieg zmiennosci nastepujacych funkeji (znajdz minima i mak-
sima, wyznacz przedzialy, na ktorych funkcja jest rosnaca/malejaca):

1.

z2=3
r—2

L3+ 322 -9 —2
. x —In(x)
. xzefzi? dla z > 0.

. cos?(x) — sin(z)

sin? z+3z sinz

sin((cos(z))) na przedziale (—m/4,7/4).
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Zadanie 5.12. Puszka do konserw w postaci walca o pojemnosci 547 ma by¢ tak wy-
konana by zostala zuzyta minimalna ilos¢ blachy (minimum powierzchni). Wyznaczy¢
promien r podstawy i wysoko§é h puszki.

Zadanie 5.13. W kule o promieniu R jest wpisany prostopadloscian, ktoérego podstawa
ma pole S. Obliczy¢ wymiary prostopadtodcianu o najwiekszej objetosci.

Zadanie 5.14. W stozek obrotowy o promieniu podstawy R i wysokosci H jest wpisany
prostopadtoscian. Stosunek bokéw podstawy wynosi 2. Obliczy¢ wymiary prostopadto-
scianu o maksymalnej objetosci.

Zadanie 5.15. Jakie jest najwieksze mozliwe pole prostokata o obwodzie 47

Zadanie 5.16. Jakie jest najwieksze mozliwe pole prostokata wpisanego w elipse o réw-
naniu 22 + 232 = 1, ktérego boki sa prostopadie do osi OX, OY?

Zadanie 5.17. Jaka jest najwieksza mozliwa objeto$¢ stozka o polu powierzchni 77

Zadanie 5.18. Ciata A, B poruszajg sie ruchem jednostajnym w ten sposob, ze w chwili
t cialo A znajduje si¢ w punkcie (¢t — 2,0) a cialo B w punkcie (0,3t — 1). Jaka jest
najmniejsza odlegtos¢ w jakiej znajda sie ciata A, B?

Zadanie 5.19. Pewne ciato oscyluje wokét punktu O w ten sposéb, ze w chwili ¢ znajduje
sie w punkcie e !sint. Jaka maksymalnie odlegtosé¢ od punktu 0 i predkosé osiggnie po
chwili 07
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6 Calki

6.1 Zadania
Zadanie 6.1. Oblicz funkcje pierwotne nastepujacych funkcji.
1. 14322 — 72* + /2.

2 14 a+8 + % .. 42,

5 7 2k+1_1k
3 z-H+G-S+.. + Tonnn

4. sin(x) — 3 cos(x)
3
5 2

Zadanie 6.2. Oblicz funkcje pierwotne nastepujacych funkeji (stosujac catkowanie przez
czesci).

1. z2sinz.
2. zlnzx.

3. x3e”.

4. In(x).

5. #8In(z).

6. Va2 lIn(x)
7. €% sin(z)

8. 2cos(x)e”
9. zarctg(z)
10. sin(z) cos(z)

Zadanie 6.3. Oblicz funkcje pierwotne nastepujacych funkeji (stosujac catkowanie przez
podstawienie).

1. sin(17x)

2

2. ze
3. 222 cos(z?)
4. 3sin(z)ecs®)

5. ctg(z) dla z € (0,7)
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10.
11.

12.

13.

. tg(z) dlax € (—m/2,7/2)

@) la x>0

x !

3x2—4z+3
x3—2224+3x—8

1
arctg(z)+z2arctg(z) dla 2 >0

14+
1+22

14, ——

Zadanie 6.4. Oblicz funkcje pierwotne nastepujacych funkcji

1.
2.

3.

8.

tg*(w)
sin®(x) cos(z)es(*)
cos(z) In(sin(z)e”)e” + In(sin(x)e”)e” sin(x)

sin(In(z))

xT

. 2% sin(34x)
. sin?(x)

. cos?(x)

In(z)

2

Zadanie 6.5. Oblicz funkcje pierwotne nastepujacych funkcji.

1.

2.

3.

4.

z+3
x2-1"

22 4z+1
3 —2x242—2"

1
(z—1)(z—2)(z—3) "

32245
(1+22)(3+22)"

Zadanie 6.6. Oblicz nastepujace calki oznaczone:

1.

foﬁ/Q cos(z)dx

34



2. |7 sin(z)dx

3. f3 2¢32°

4. ffﬂsirﬁ(:r) cos(x)dx
5. foﬂ 23 sin(x)dx

6. fila:QeIdJ:

7. folarctg(x)da:

8. fw/4 L

0  cos?(x)

9. f /2 sin?(z)dz

10. foﬂ/\[ 18+23f2d

11. f02 203 — 322 + x — 9dx

? In*(z)
12. f: xI dx
3r/4 . .. 9
13. fﬂ/G cos(x) In(sin(z)) sin®(z)dz
Zadanie 6.7. Obliczy¢ pole figury ograniczonej tukiem paraboli y = 2 i prosta = = 8.

Zadanie 6.8. Znajdz wzor na pole kota. Nastepnie znajdz ogdlny wzor na pole elipsy,
tzn. figury ograniczonej krzywa, zamknieta

e | (@) =y

a

dla a,b>1
Zadanie 6.9. Znajdz wzor na pole wycinka kota o promieniu R i kacie rozwarcia a.

Zadanie 6.10. Obliczy¢ pole miedzy parabolami y = z2 i z = 3.
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7 Rozwigzania zadan

7.1 Funkcje trygonometryczne i logarytm

1.2 1.
2.
2 _ sin?(y) _ 1-cos?(y) _ 1
3. tg (y) T cos2(y) cos2(y)  cos2(y) L.
2 _cos?(z) _ 1-sin?(z) _ 1
4. ctg (Z) T sin?(z)  cos2(z) T sin?(z) 1.
5. Niech = a + b oraz w = a — b. Woéwczas a = 2t oraz b = “5%. Nastepnie:

cos(z) — cos(w) = cos(a + b) — cos(a — b) = (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)) —
(cos(a) cos(—b) —sin(a) sin(—b)) = = cos(a)(cos(b) —cos(—b)) —sin(a)(sin(b) —
sin(—b)) = —sin(a)2sin(b) = —2sin (£5%) sin (252) .

1.3 Niech h bedzie wysokoscig trojkata ABC opuszczona na bok b.

B

Pole P tréjkata ABC obliczamy nastepujaco:
bh 1 h 1
P=—= iaba = iabsin(y).

1.4 Niech h bedzie wysokodcia tréjkata ABC opuszczong na bok b, dzielaca tenze bok
na odcinki by oraz by (zatem b = by + ba).

7 twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

a’ :b%+h2,
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1.9

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

c® = b3+ h?.

Wykorzystujac powyzsze roéwnoéci oraz fakt, ze by = b — by otrzymujemy:

= (b—01)%+ (a® — b?) = b* — 2bby + a*.
Zauwazmy, ze 2bb; = Zab%1 = 2ab cos(7). Ostatecznie:

& = a? 4+ b* — 2abcos(y).

Zauwazmy, ze z definicji algorytmu otrzymujemy:
alo8a(®) = 4
pos(@) _ 4
Zatem zachodza nastepujace réwnosci:
ploss(a) — o

bIOgb(a) log, () _ T = blOgb(m)

logy(a) log, () = logy (),

_ logy ()
108l®) = g, )

7.2 Granice ciggédw nieskoiiczonych

!
@n)! _ 2n  2n-1 ntl n  n-1 .2.1<1n.%”:2—n‘

(2n)2" — 2n 2n """ 2n 2n 2n " 2n 2n —

Ustalmy n. Zauwazmy, ze 1P4+24+ . +n2<n-nd=nt

(2)

Ustalmy n, k > 0. Pokazemy, ze ~5 < 1. Zachodzi woéwczas
() n! n! n n-—1 k
ALZA < == o<
nk (n—k\klnk — (n—k)lnk n n n -

1k
2

<1

Ustalmy n. Zauwazmy, ze logy(1) +1ogs(2) + ... +logs(n) < nlogy(n).

Ustalmy c. Skoro e >1todlad=c— 1, > 0 mamy ¢ = 1+ 4. Musimy pokazad,

ze istnieje takie M, ze dla dowolnego n > M zachodzi
n<(140)"

Rozpiszmy (1 + )" korzystajac ze wzoru Newtona 2.1:

n

1+on=Y" (7;‘)5

=0
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2.6

2.7

W szczegolnodci

n(n —1)
2

(z sumy n wyrazoéw pozostawiamy tylko drugi wyraz i rozpisujemy z definicji (g))

Wystarczy zatem pokaza¢, M dla ktoérego

(146)" > 5

Tl(?’l2—1)62>n

zachodzi dla dowolnego n > M. Latwo sie przekonaé przeksztatacajac powyzszy
wzor, ze dowolne M wieksze niz

2 1
52 +
bedzie dobre.
1.
2.
3.
4.
5.
6. Granica tego ciagu wynosi 1. Ustalmy ¢ > 0 i dowolny € > 0 mamy pokazaé,
ze istnieje takie M, ze dla dowolnego n > M
l—e< {/ec<1l+e
Bez straty ogdlnosci przypuscmy, ze € < 1 (w przeciwnym przypadku lewa
strona jest za darmo). Powyzsze jest rownowazne
(I—e"<c<(14+¢"
Wiemy juz jednak z zadania 2.5, ze lim, (1 4+ €)™ = oo. Na mocy tego
zadania takze lim, soo(1 —€)” = 0, bo 1 — € = ——, %_E > 1. Teza wynika
1—e
teraz z definicji granicy.
2n? _3n2 | 7 3,7
; : 2n%—3n? : ST tos . 2-24-7
1. lim,,_0a, = hmn_mo% = llmn%mm = lim, 0 - _% =
T im0 5Himp ooy —limy ooy~ 5+0-0 T 5
2n? 4 2_ 4
2. limy, s o0a, = limy, o0 n33 ;3 = limp 00} 33 = 2:8 =0
b o

2
n_
3. lim,_soan, = hmn_mo@"j =

n n
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

n 6 9
. s (V/n+3)% _ n+6/n+9 _ 1. nTatn _
Climy, oot = limy, oo = lim,,— 00 = lim,, o0 RiT =

limy, 00 1+Hlimy 500 = - 1+0 —
310 3_ 10
im0ty = limy, e 5=V — fim,, |, /T = 0,
n
1, 2n? 1, 4n2
: ; Z_ 2 . \/*2'*‘ 2 —\/T+T
limy, oy = hm”_}@@ = limy, o Y2 T V2T nZ
n

_ v/04+2—1/0+4
= VORVOHL 5 g

limy, s 0ap

: : 8n3 8 4
hmn_ﬂ)oan = hmn_)oom = 90 = i5-
. . n3 1
cNimy 00ty = limy 00303 = 3.
n 1 1
im0y, = hmn%oo# = hrnn%ooi1 =51 = 1.
8n2_m _n 3/8—L 1
n3 n3 n n2
: : 2 . (n2+4n)—n?
lim a, = lim Vn2 fn—n).Yeldndn) gy TR EL) (A
n—ooln 7—00 + Vn2+n+n n—=00 " /2 n+n
lim —Lt =
n—r0o0 /TL2+’I’L+TL
n

N[ —

— limy oo ((\/n ENCENCENO R mhﬁﬁ) -
(n+y/)~(n—/m)

2vn -

\/n—i-\/ﬁ—l-\/n—\/ﬁ

\/n—l-\/ﬁ—&—\/n—\/ﬁ
2% _

= lim,, 00 =2 _ =1
Viern/ioe Y

lim,, s 0ap

hmn—mo Qn

lim,, s 0ap

Pokazemy,

n 1
. vVn2—1 n w2 a2 1-0
:11mn*>007l'ﬁ_11mn4)00 ngn 1”; = T =1
(n3+1)3 (Z3+15)3  (1+0)3
2
BT (14+n)n _ - n24n _ 7: v %_14-0_1
- hmn—>oo 2 - hmn—)OOW - hmn—)oo = ann - 2 — 9
n2
n
12 | 22 n?
1 02+12+22++n2 T 73_;’_73_’,_73 . 0 o
= hmnHOOT = hmn%oo% =1= 0.

n3

7e ciag a, nie ma granicy. Wyrazy ciagu przyjmuja na przemian

wartosci 1 oraz —1. Mogtoby sie wydawaé, ze granica a, wynosi —1, 0 lub 1.
Gdyby a, mial granice L, to z definicjg, dla dowolnego € > 0 istnietoby takie

N, ze dla dowolnego m > N mielibysmy |L — a,,| < €. Niech € =

1

5, wowczas

zaden z kandydatow (—1, 0, 1) nie moze by¢ granica a,, bo nie jest spetniony
warunek z definicji granicy.

lim,, ocan,

limy, 0t

I~

_1)"
n
2n
n

0 _
700

N

3 |-

cos(n2) +(—n)7 0-0
. 12 12 —
= limy, 00— T =1 = 0.

)
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2.8

2.10

2.11

2.12

2.14

2.15

. o (32)logs(n) . 33logg(n) .. (3logz(n))2
18. lim,— ooty = limy, oo (@) = lim,,— o STToma ) = lim,, o0 (oEE =

n2

1. limp s o0tn = limp oo 57 Himp oo 2n = limn oo (3) " +Hlimn oo (2)" = 040 =

0.
2. lim p=7—20 =0
. n—ooln Timy, o oon+1 .
2\n
. . 2.2"—9.3" . 2:(5)"-9 _ 0-9 1
3. limy 00ty = liMy 00 =5rmn— = liMy 00 —4— = 57 = —3.

1. lim,, ooty = (1 + %)%'6 €.

it

2. limy 0@y = limy, 00 (1

1 1 n 1 1 n 1 1
n—ooin n—oo \ n 1 n—oo \ 7 711 li (1 1)” e

+hRiz +

n

Zalozmy, ze ap, taki, ze lim |24 | = ¢ < 1. Zatem z definicji granicy: dla kazdego e
istnieje N takie, ze dla kazdego n > N zachodzi ||*F —q| < e, cayli |25 ] < g +e.
Wezmy e takie, ze ¢ + ¢ < 1, wtedy istnieje IV takle ze dla n > N zachodzi
| < 1, eoyli Japta| < |an).

Zatem ciag |ay| jest (od pewnego miejsca) malejacy oraz ograniczony przez 0. Wy-
nika stad, ze |a,| ma granice wlasciwg nieujemna.

Przypusémy, ze lim|a,| = g oraz g > 0. Wtedy lim |a, 41| = g oraz lim [*25| =
%ﬁ =2 =1 Ale % = g < 1 zatem otrzymali$my sprzeczno$¢. Zatem

lim |a,| = 0, czyli lima,, = 0.

Zalozmy, ze ay, taki, ze lim |24 | = ¢ > 1. Zatem z definicji granicy: dla kazdego e
istnieje N takie, ze dla kazdego n > N zachodzi |[¢— "] < e, cayli |25 ] > g —e.
Wezmy ¢ takie, ze ¢ — ¢ > 1, wtedy istnieje N takie, ze dla n > N zachodzi
|7 > 1, eoyli Janta| > |an|. Zatem ciag |an| jest (od pewnego miejsca) rosnacy.

Przypusémy, ze |a,| ma granice okreslona; czyli lim |a,| = g. Wtedy lim |a, 41| = ¢

. any1| _ limlany1| _ g _ lim|ant1| _ ‘.
oraz lim [=25H] = fmjas] — g — 1+ Ale Jpss = ¢ > 1 zatem otrzymalismy

sprzecznosé. Zatem lim |a,| = 400, (czyli a, nie ma granicy wtasciwej).

Ustalmy a > 1 oraz k € N.

0k an 1 1\* 1 N\* 1 1
n a

n n—oo a

Zatem na mocy Stwierdzenia 2.11 zachodzi limn%m;‘—: =0.

. it . n+1)% on 1 . 1 1\°
1. hmn_>OO Z+ = hmn_>oo(2n+2 o5 = llmn_>oo2 (":; ) = limy, 5003 (1 + H) =

(1 +0)° = 2 < 1. Zatem lim,,_yo0ay, = O.
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2.16

2.17

Cimp o= = hmn—)oom' T = hmn—mom = hmn—mom =

Y/ ZINY, Z
auwazmy, ze ——im . <

A1 (TL+1)! n" (n+1)n" . nm

n
lim, o0 ( 1 )

n n

= lim,,— (ﬁ) = hm”l—)o@(l%l)” = % < 1. Zatem lim,_,soa, = 0.

n n

. A1 3ntl 3
Climy, e Z: = lim,,—yo0 o7 (== 3n = limy 005777 = 0 Zatem limy,,0an, = 0.

: anin _ (4D (5)" . 2l
N (zsy 22 = limy oo (n + 1)WT“ —

2

n n
= limnoe (77) = limnoee2 () = 2 < 1. Zatem limy o0, = 0.

. Zauwazmy, ze /5" < /3" + 47 + 57 < /5" + 57 + 5. Mamy lim,, .o V/5" =

5 oraz zachodzi limg, e /5™ + 5" + 57 = lim, 0 V35" = 5. Zatem na
mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy limn_moan = 5.

sin(n)

. Zauwazmy, ze dla n > 0 mamy ﬁ < Ta(n) < ln(n) limy, 007 ln(n) = 0 oraz

limn_moﬁ = 0 zatem z twierdzenia o trzech ciagach limy,_,,.a, = 0.

. Najpierw ograniczymy a, z dotu. Zauwazmy, ze

1 1 1

oraz lim, o2 ’\L/g = 2. Nastepnie ograniczymy a,, z gory: ’(/2" +n+sin(n) <

V321 = 23/3 oraz lim,, 2 V3 = 2. Zatem z twierdzenia o trzech ciagach
otrzymujemy lim,_,.a, = 2.

. Zauwazmy, ze /4" < /4" +log(n) +sin(77) < /3. 47. Jako, ze zarowno

limy, 00 V4™ = 0 jak i limy, o0 ¥/3 - 4" = 0 to na mocy twierdzenia o trzech
ciagach limy,_,c0a, = 0.

(:) -

. Pokazalismy juz, ze ~5 <1, czyli ( ) < nF. Zatem ( ) <3 ” . Zauwazmy na-

nk+1 n n
stepnie, ze zachodzi lim,,— o2 SnFT 2k = hmn_>Oo = 0. Zatem lim,, (2”) =

0. Z drugiej strony 0 < a, zatem na mocy tw1erdzenla o trzech ciagach
lim,, ss0a, = 0.

(nh)n¥ ()n*tt _ (nh) gkl k42 n |k+1
< nn — pn—(k+1) k n n " 'n <— k oraz
k1 _

limy, oo == = 0. Z drugiej strony a, > 0 zatem z twierdzenia o trzech c1qgach
otrzymujemy lim,,_,.a, = 0.

. . n! . . n! _n.n—1 n— 1 _

. hmn_woan = limp, 00 - Zauwazmy, 7€ Lo = TS S 1-1-1-. =

1 oraz n— > 0. Skoro hmn_>OO =0toz tw1erdzen1a o trzech ciggach réwniez
hmnﬁooan =0.

_n..n n n n o__

Climy,ooan, = hmnﬁoo 7 - Zauwazmy, ze e = et et 2 L g =

n. lim,,_con = +00 zatem lim,,_, @y, = —|—oo.
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3. lim,, . s0a, = lim,_ oo 3: = limn_>OO (%)n Zauwaz'my, ze dla dostatecznie du-
zych n zachodzi 0 < ( "< ( ). hm,Hoo( )™ =0 (jest to ciag geometryczny
o ilorazie < 1) zatem na mocy twierdzenia o trzech ciagach lim, _,~ca, = 0.

. . 4qn . 4\
4. lim, ooty = llmn_,oo7—n =lim, 0 (7) =0.
4ntt n!

n+1 n:
an = limy 00 tnrD)l "~ dn =

5. limy, ooty = hmn%OO . Zauwazmy, ze lim,,_,oo 2

hmnﬁoon—_i_1 = 0 zatem hmnﬂooan =0.

2.21 +o0

—+00
—+00
0

+oo (zastosowaé twierdzenie o 3 ciagach korzystajac z tego, ze arctg jest ogra-
niczony 7 gory)

1og Tog,(3) (bo logy(a®) = blogy(a))
9.0

10. —o0

11. 0

12. 0

13. +o0

NS Ot o

@

14. 0 (skorzystaé z tego, ze dla dostatecznie duzych n, n™ > 4™ i skorzystaé z
twierdzenia o 3 ciagach.)

7.3 Granice szeregéw liczbowych

3.1 1. 37% jan = 5220:12% =5 1 (%)n = 51% =5
2 Yoian = S ()" = i = 4
3. Y nin = Zi’f:l%g (%)n = %é = %4 = %'
4.3 qan =300 4n5+n4n = Zf:lzg*z =200 (%)n = 21% =2-4=8.

3.2 Loay=Y",(M3(-2) =31 (M)~

alw
SN—
e
[
3
-~
w
0
ol
+
[—
S~—
3
Il
w
—~
SN
S—
3




3.3

3.4

3.5

. Dla dostatecznie duzych n zachodzi % <

. Skorzystamy z faktu, ze lim,_q

S Ot W

sin(n) _ 1.

Skorzystamy z faktu, ze lim, o —;

. T n
. LT . sin (g7 ) 7 . 3
hm3”-s1n<>:hm3”.ﬂ?”).:hm — ) -7 = +o0.
n—00 n n—00 om AL n—oo \ 2
zere - . ay, nie spelnia warunku koniecznego zbieznosci zatem " Qp
S Zo,1 pet ku k b t 2071
jest rozbiezny.
1 1
n?logs(n) — n*’
Y02 an jest zbiezny.

Yo n—12 jest zbiezny zatem na mocy kryterium poréwnawczego

2015+1 1. . . )
é < %(n) Zflo:lrw jest rozbiezny, zatem na na mocy kryterium pordw-
n n

nawczego y - ,a, takze jest rozbiezny.

|

. Dla dostatecznie duzych n zachodzi % < m Szereg harmoniczny
Ef:’:l% jest rozbiezny, zatem na na mocy kryterium poréwnawczego > 2 an

takze jest rozbiezny.

Dla dostatecznie duzych n zachodzi

s = 5= (5) #=(5) () -(3)
4

Szereg geometryczny » o7 | (5)" jest zbiezny (gdyz jego iloraz < 1) zatem na
na mocy kryterium poréwnawczego » - an takze jest zbiezny.

oo 1

+7- Szereg harmoniczny 2, -

1
— logyo(n)
jest rozbiezny, zatem na mocy kryterium poréwnawczego » .- a, takze jest
rozbiezny.
sin(n) _ 1

xT

n

—= Sin

NG

Szereg >.°° | 2 jest zbiezny (bo >0 L jest zbiezny) zatem na mocy kry-
n?2 n2

I <1>_ Lsin(G) 1 _qaan 2
- < :

terium poréwnawczego » -~ a, takze jest zbiezny.

. Jest. Stosujemy kryterium poréwnawcze szacujac nasz ciag z gory np. przez

NG

Y5 (dowolna dodatnia potega n rosnie szybciej niz logarytm).
Jest.

Nie jest. Szacujemy z dotu przez ciag % = ﬁ

. ) . 2

Jest. Szacujemy z gory przez ciag geometryczny, np. (5)".

Nie jest.

Jest. lim, o, {/n = 1, wiec mozna oszacowac nasz cigg np. przez % (oczywi-

Scie dla dostatecznie duzych n)
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3.6

3.7

climy 00 =0

. TL3+'3n <

7. Nie jest. Policzy¢ granice ciagu ap.
8. Jest.

3ntl pl

dntl — llmn%wm?ﬂ = hmn_ﬂx)ni_i_l =0 < 1. Zatem na mocy

kryterium d’Alemberta > °  ay jest zbiezny.

: n . +1)! pn +1)n" "1
. hna,HOOaa:1 = hmnHm%% = % = <nL+1) = £ < 1. Zatem na
mocy kryterium d’Alemberta > > | a, jest zbiezny.
. antl 1 (n)! (n41)! 57+1 (2n)! BT n(n+1)5 _
im0 7= = My 00 (2n+2)! ST s = Mo @nt1)(2nt2)
n’4n

5100 5 gnrs = 5% > 1. Zatem na mocy kryterium d’Alemberta >  ay,
jest rozbiezny.

o= < 2%” Pokazemy nastepnie, za pomoca kryterium d’Alemeberta, ze
2?21% jest zbiezny, a zatem na mocy kryterium poroéwnawczego Y - an
takze jest zbiezny.

2-3ntL p) 3
im ———— = lim =0<1
n—oo(n+1)12-3" noocon+1

oo 2:3"

ne1 o Jjest zbiezny na mocy kryterium d’Alemberta, co koticzy

zatem zaiste
wywod.

L limy, oo Ma, = limn_mo@ = 0 < 1. Zatem na mocy kryterium Cauchy’ego

Zzozlan jest zbiezny.

Climy, oo Ma, = limy, oo <4"+1> = % < 1. Zatem na mocy kryterium Cau-

Sn+1
chy’ego > 0 | ay, jest zbiezny.
n 5
Climy, oo Way, = limy, oo 4 %5 = limnﬁoo(\/f) = % = % < 1. Zatem na mocy

kryterium Cauchy’ego Y 7 ay jest zbiezny.

. Obliczmy lim,_, o V/a, = limn_ﬂwﬁ. Zauwazmy, ze
ogs(n m
2 2 2
< <
V3r T {/logg(n) +3m — Y2-3"

: ) . 2 2 . .
oraz llmnﬁmn—@ = 3, a takze hmnﬁooﬁ = 3. Zatem na mocy twierdzenia

o trzech ciagach lim, o ¢/a, = % < 1, wiec na mocy kryterium Cauchy’ego
Zzozlan jest zbiezny.

. Obliczmy lim,, o0 Va, = limnﬁmvﬁ. Zauwazmy, ze
10
4 4 4
< <
V5" 7 %/logy(n) +5m — /25"

oraz limn%oo%\/?n = %, a takze limn_mov% = %. Zatem na mocy twierdzenia

o trzech ciagach limy, o0 {/a, = 5 < 1, wie na mocy kryterium Cauchy’ego
Zzozlan jest zbiezny.
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3.8

6. Pokazemy, ze > ° 5k jest zbieiny. Zauwazmy, ze 72%6 > | sin(n)

. Zauwazmy, ze |a,| =

7nS
2n
. 4 . o0 . . .
WNaWCZ 7 7z _10Qn zbiezny.
na na mocy kryterium poréwnawczego otrzymamy, ze ) .~ a, jest zbiezn

6
oo TIn zatem

, 6 Y706 )1
m 1 n 1’m77n zlim(\/ﬁ) = - <1

n—o0 n n—o00 n—oo 2 2

Zatem na mocy kryterium Cauchy’ego Z;’LO:I?QL,LG jest zbiezny, co koticzy wy-

wod.

. Dla dostatecznie duzych n zachodzi

n + | cos(n)| < n+1 < n+1 < 2£
In"(n) — In"(n) — 27 — 27

Wykazemy, ze > oo 1 22 jest zbiezny.

2 V273 1
lim /=~ = lim 2y 1y
n—oo \ 27 n—o00 2 2

Zatem na mocy kryterium Cauchy’ego 220213—2 jest zbiezny. Ostatecznie, na

mocy kryterium poréwnawczego otrzymujemy, ze » - a, tez jest zbiezny.

in(L
. Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi % < 1. Zatem dla
3n
dostatecznie duzych n mamy sin(%) < % wiec dla dostatecznie duzych n:

. 1 < 2 2n
-sin | — — =2—.
n-s m _ngn m

Pokazemy, ze ) ;235 jest zbiezny.

g 1
lim /2~ = lim Vn _ Ly

Zatem na mocy kryterium Cauchy’ego 2202123% jest zbiezny, wiec na mocy
kryterium poréwnawczego y - an takze jest zbiezny.

- oraz |ani1| = —— zatem |ay, 11| < |ay|. Sprawdzmy
n)?2 (n+1)2

czy warunek konieczny takze jest spetniony.

n+1i — 0
n

lim a,, = lim (—1)
n—oo n—oo

N

gdyz limy, 00—+ = 0. Zatem na mocy kryterium Leibniza szereg Y on ap jest
n2

zbiezny.
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3.9

4.1

7.4

. Zauwazmy, ze |a,| = V3 — 1 oraz |an1| = "V3 — 1 zatem |ani1| < |an).

Sprawdzmy czy warunek konieczny takze jest spelniony.

lim a, = lim (—=1)"*}(¥/3-1) = lim = (-1)""}{(1—-1) =0.

n—o0 n—o0 n—oo

Zatem na mocy kryterium Leibniza szereg Y - jay jest zbiezny.

. Zauwazmy, ze

=1
zzﬁ

= n=1

1)n+1

Z!an!

jest zbiezny. Zatem na mocy kryterium bezwzglednej zbieznosci szereg > o2 ap,
jest zbiezny.

. Pokazemy, ze

)n—i—l 5— ( 1)n
n2 5

5-(=1"
5 n?

Zlan\

jest zbiezny. Zauwazmy, ze

)
n=1

5—(=1)"
— | <
5n? ~ 5n?2
oraz fo:l% jest zbiezny, gdyz 7712 jest zbiezny. Zatem na mocy kryterium

- ‘575(721)71‘ takze jest zbiezny. Ostatecznie na mocy kry-

poréwnawczego y

terium bezwzglednej zbieznosci stwierdzamy, ze szereg - ja, jest zbiezny.

Granice funkcji
3 3
flz) = % = zgﬁig gt Zauwazmy, ze:
3
T—+00 I

lim 2—1:—1

r—+oco I

zatem na mocy wtasnosci arytmetycznych granic zachodzi

C 241 limgie )+
lim 3 = — 5 =—1.
Podobnie 3
Iim —+1=1
T——00 I
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. 2
Im ——1=-1

T——00 I
zatem
341 limp, o241
lim 3 = = 5 =—1.
T—r—00 z 1 hmxg)foo Tz 1

Wyznaczmy teraz limg_,o 2+ S Rozpatrzmy licznik; lim, ,03+2z=3+2=25.

Zauwazmy, ze lim, ,,- 2 — z = 0 oraz dla x < 2 zachodzi 2 — z > 0 (mo-

zemy zatem uzy¢ symbolu [07] na oznaczenie lim,_,o- 2 — x). Zatem granica
e . BT 3 o
lewostronna funkcji jest nastepujaca: lim,_,o- ;—i = 00.

7 drugiej strony dla z > 2 zachodzi 2 — z < 0 (mozemy zatem uzy¢ symbolu

[07] na oznaczenie lim,_,,- 2 — x). Zatem granica prawostronna funkcji jest
Co a1 3
nastepujaca: lim, ,o+ 572 = —oo.

Skoro lim,,_,o- 2+” # lim,_,o+ 5° 3‘”” , to 3‘”” nie ma granicy dla z = 2.

. 22+ 2r+4 ) m2(1+%+%) . 1
lim — 55— = lim ————F = lim - =1
z—+oo x4 —3 z—+00 x2(1 — E) z—+oo 1
i St2ed 0P 1
z——oc0 x2—3 [ —— 1;2(1 — %) a0l
Sprawdzmy, czy % ma granice w miejscach zerowych mianownika, czyli

V3 oraz —/3. Dla = = /3 licznik przymuje wartosé (v3)2 +2v3 +4 =
7 + 2v/3 > 0. Mianownik za$ dazy do 0 przyjmujac wartosci ujemne (dla
granicy lewostronnej) oraz dodatnie (dla granicy prawostronnej) co mozna
zapisa¢ symbolicznie nastepujaco:

lim 22 —-3=[07],

=3~
lim z?—3=[0"].
z—/37
Zatem
) x? +2x+4
lim T3 o = —0Q,
z—+/3" xr© =3
. 2242+ 4
hm 27 — OO,
r—>\/§+ r© =3
czyli %‘?4 nie ma granicy w /3.
Dla 2 = —/3 obliczenia sa analogiczne; licznik przyjmuje wartos¢ (—v/3)? —

2v/3 +4 =7 —2¢/3 > 0. Mianownik za$ dazy do 0 przy czym

lim 22 -3 =[0"],
z——/3"
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lim 2% -3=[0"].

z——v3"
Zatem
. 2242+ 4
lim ————— = ,
z——/3" z =3
. 2 4+2x+4
lim ——5——— = —o0,
x—>—\/§+ z* =3
czyli % nie ma granicy w —v/3.
. Zauwazmy, ze IQ;f;S = ("Etiﬁg?) =z —2.
lim z—2=o0,
T—>+00
lim z—2=—oc0,
r—r—00
lim x—2=-2-2=—4.
T——2
. . @?—8x4+15 _ (z=3)(z=5) _ z-5
- Zauwazmy, 7€ 530006 = (pm3)(e=10) = 2—10"
-5
lim 22 1,
z—+oo x — 10
-5
x _1,

1m =
z——oco x — 10

. x—25 3—5 2
lim = = —,

=3 —10 3—-10 7

Zbadajmy granice ;":150 w drugim miejscu zerowym mianownika, czyli w 10.

Zauwazmy, ze licznik przyjmuje wartoé¢ 10 — 5 =5 > 0. Mianownik za$:

lim z—-10=[0"],

x—10~
lim x— 10 = [07].
z—10t
Zatem
lim T = —00
z—10-  — 10 ’
. r—5
lim = 400,

z—10+ x — 10

. r—5 . .
wiec 5= nie ma granicy w 10.
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5. Zauwazmy, ze

5x2 — 20 5x—2)(x+2) 5(x+2
. 3(z+3) 3
lim = -,
T—+00 5($ + 2) 5
o B(z+g) 3
lim = -,
z——o0 5(x + 2) 5
3z+3) 3L 7
im = = —
25z +2) 5.4 20

Obliczmy granice w —2. Zauwazmy ze granica licznika to lim,_,_o 3(z + %) =
3(—2) = -5 <0. Zas

lim 5(x+2) = [0,

r——2"

Zatem

. B3(xtd) . 9
WieC 3y Die ma granicy w —2.

2434250 _ 2(z+5)(22—52+25) _ 2(x?—5x+25)

6. Zauwazmy, ze z2+4z—5 (z—1)(z+5) - z—1

2(x? — 5z + 25)

lim = 400,

T—>+00 r—1

2 _

lim 2(z* — 5z 4 25) — oo,

T——00 r—1

2(2% —
lim (z Sx + 25) :2(25+25+25) :@:_25‘
r——5 r—1 —5-—-1 —6

Obliczmy granicg w 1. lim,_1 2(22 — 5z + 25) = 2(21) = 42 > 0.

lim z—-1=[0"],

r—1—

lim z —1=[07],
r—1—
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zatem
. 2(3:2 — bz + 25)
lim
r—1- r—1
2(x? — 5x + 25)

lim = 400,
rz—1— r—1

= —00,

2(x%—5x+25)

— nie ma granicy w 1.

wiec

23—9224262—24 _ (z—2)(z—=3)(z—4) __
P e = ik

7. Zauwazmy, ze

lim x— 3= o0,
T—r+00

lim x—3=—o0,
r——00

limer—-3=2-3=-1,

r—2

limr—-—3=4-3=1.

z—4
22-122+435  _ z2—122+35
z3—1422+632—78 (z+1)(z2=15z2+78)
zerowym mianownika jest —1. Sprawdzmy, czy mianownik (czyli 22 — 152 +78)
ma inne miejsca zerowe. Obliczmy wyr6znik

8. Zauwazmy, ze . Wiemy zatem, ze miejscem

A= (-15)%2—4-1-78 =225 —4-78 =225 — 312 = —87 <0

skoro A < 0, to 22 — 15z + 78 nie ma rzeczywistych miejsc zerowych, a wiec
nie ma innych miejsc zerowych mianownika poza —1.

Zauwazmy, ze dla x = —1 licznik przyjmuje wartosé¢ (—1)% — 12(—1) + 35 =
48 > 0. Za$ (x? — 15z + 78) przyjmuje wartosé¢ 1 + 15 + 78 = 94 > 0.

lim (x+1)(z* — 152+ 78) = [07],

r——1"
lim (z+1)(z? — 152 + 78) = [07],
z——1+t

zatem

i 22— 122+ 35
11m = —0
a——1- (z + 1)(22 — 152 4+ 78) ’

. z2 — 12z + 35
lim
a——1+ (x + 1)(22 — 152 + 78)

= +OO,

22—12z+35
z+1) (22 —152+78)

wiec 0 nie ma granicy w —1.

2 sin <1> _sin(s)
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4.2 1. Zauwazmy, ze
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sin(x)

xT

(1
lim zsin (1) = lim sm(x) =

T—+400 x T—+400 % z—0 xT

= 1. Zatem

Skorzystamy z faktu, ze lim,_q

: 1
. smyf - . . .
) = lim; EI) Zauwazmy, ze lim,_,q+ % = +o0,

1

T

Obliczmy lim,_,o x sin (

zas lim,_,o- % = —o0. Licznik jest za$ ograniczony (—1 < sinz < 1). Zatem
in(1
lim, 0 SH{J =0.

1 _
2. Zsinx =

gdyz mianownik dazy do nieskoniczonodci, a licznik jest ograniczony.

- - asinbr __ sinbx abr __ sinbx ab
3. Zauwazmy, ze 20 = SR8 = SR
. sinbrab ab
lim —=—,
z—0 bx C C
sin bz ab ) sin bz a

= 0.

1m — = 1m
z—+o0 bxr ¢ r—+o0 T C

4.3

limg_7-[2] = 6,
lim, 7+(z] =7,
zatem [z] nie ma granicy w 7.
4.4 Zauwazmy, ze
Vele— o —1) = T i R R G N Ul Ul )
4+ Va2 -1 422 -1
VT

1
— = .
\/a:—i-\/x 1 \/1+ /1_9712

1 1 1
lim = =,
T——+00 " 1 1 1+ \/I \/i
\V 2
y 1 1
:E—1>I—noo—1 V2

14+,/1-%
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4.5 1. limg_ f(z) = 0.

2. f(z) nie ma granicy w 0.

4.6 1. limg, 0 f(x)
2. lim, 0 f(x) = 0.

f(x) nie ma granicy w 1. Granica lewostronna jest rowna 0, a granica prawo-
stronna 1.

0.

7.5 Pochodne

5.2 1. —2cos(z)sin(z) — cos(x)
2. 32" — 2pte "’
3. —3tg(3z)
4. 322+ 2we”
5. — cos(cos(x?)) sin(x3)3z>
6. 6x + 622 — 4sin(z)
7 7sin(;n(z)) . m%
53 L —sn%(x) = —1 —ctg?(x).
9 = sin(x)z?—2x cos(x) _  sin(w)z+2 cos(z)
. x4 —_— x3 .
3 e® cos(z)+e® sin(x) _ cos(x)+sin(z)
: cos?(z) cos?(z)
4. (2$+cos(:v))ex2—(z2+sin(:v))e”” _ (2:v+cos(x))—(:c2+sin(z)).
5 %(2+cos(:p))+ln(x) sin(x)
: (2+cos(z))? )
6. =T Ret3)+3e (@2 +3242) _ 30 322473
: (z243x+2)2 - (z2+43z+2)2 "
7 (2z+e®) (22 +cos(x)+2)—(z2+e)(2z—sin(x))
: (z2+-cos(z)+2)2 )

8 2ze(@?) (ac2+2)—(e(1'2)+3)2x

5.4 tg(a) = —1 zatem o = 3.
5.5 Sa dwa takie miejsca: x1 = —1 (wtedy y1 = 7) oraz xo = 3 (wtedy yo = —25).
Zatem szukane punkty to (—1,7) oraz (3, —25).
56 1. y=-o+1, a=arctg(—1) =
2. y=10(z —2)+ 7, a = arctg(10)

3.y=x—1,a=arctg(l) =7
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4 y=—-1(x—1)+2, a=arctg(—3)

5.7 Twierdzimy, ze f ma pochodng doktadnie w punktach x postaci § +2k7 dla k € Z.

Pokazemy najpierw, ze jesli funkcja f ma w jakim§ punkcie x pochodna, to z =
5 +2km dla pewnego k € Z. Istotnie: dla dowolnej funkcji g jesli g ma w punkcie y
pochodna, to g jest ciagta w y. Wystarczy wiec pokazac, ze f jest ciaggta jedynie w
takich punktach x, ze dla pewnego k € Z zachodzi réwnos$¢ x = 5 +2k7. Rozwazmy
dowolny punkt y, ktéry nie jest opisanej postaci i ustalmy dowolne € > 0. Liczba y
albo jest wymierna, albo niewymierna.

Jesli y € Q, to f(y) = 1. Zauwazmy jednak, ze dla dowolnego ¢ w przedziale
(y — €,y + €) beda istnie¢ punkty niewymierne, ktorych wartosci beda mniejsze niz
%n(y) (wartosci f w punktach niewymiernych sg dowolnie bliskie sin(y), wiec nie
sa dowolnie bliskie 1, wiec w pewnym otoczeniu y beda mniejsze niz $rednia z 1 i
sin(y)), czyli z definicji ciagltoéci f nie jest ciaglta w y.

Jedli y nie jest wymierne, to f(y) = sin(y) # 1 na mocy zalozenia, ze y # § + 2k,
ale dla dowolnego € w przedziale (y — €,y + €) beda istnie¢ punkty wymierne, i w
tych punktach f bedzie przyjmowaé warto$¢ 1. Zatem i w takim wypadku f nie
jest ciagta w y.

Pokazalismy, ze jesli f ma w punkcie z pochodna, to * = § + 2k7 dla pewnego
k € Z. Pokazemy teraz, ze jesli xg jest tej postaci, to f ma w punkcie zy pochodna.
Mianowicie dla dowolnego y zachodza nieréwnoéci:

sin(y) < f(y) < 1,

przy czym rzecz jasna, jedna z powyzszych nieréwnosci to tak naprawde réwnosc.
Zachodzi takze rownosé:

sin(zg) = f(zo) =

Mamy zatem:

sin(zg +h) — 1 < flx+h)— f(x) < 1-1
h - h - h
Wyrazenie z prawej strony nieré6wnosci jest oczywidcie stale réwne 0, granica wy-
razenia z lewej strony nieréwnodci to pochodna funkcji sin w xzg, czyli takze 0,
zatem na mocy twierdzenia o trzech funkcjach granica wyrazenia posrodku przy h
dazacym do 0, czyli pochodna funkcji h w punkcie zg, istnieje i wynosi 0.

5.8 Pokazemy najpierw, ze f jest rézniczkowalna w 0. Mamy bowiem:

—~h%*—0 _ h?sin(3)—0 _h% -0
< < ;
h h h
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5.10

wyrazenia z lewej i prawej strony daza do 0 przy h dazacym do 0, zatem na mocy
twierdzenia o trzech funkcjach srodkowe wyrazenie, pochodna funkcji f, réwniez
dazy do 0. Zatem f/(0) = 0.

Dla x # 0 mozemy obliczy¢ pochodng w zwykty sposéb. Wynosi ona

1 5—1 1 1 1
2zsin — + " — cos — = 2xsin — — cos —.
x x x x x
Sktadnik 2z sin% dazy do 0 przy x dazacym do 0. Jednak cos% przy x dazacym do
0 w ogole nie zbiega do zadnej granicy, gdyz dowolnie blisko punktu 0 przyjmuje
wartosci 1, jak i —1.

Funkcja f jest zatem rézniczkowalna na R, ale jej pochodna nie jest funkcja ciagta.

1. Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f : R — R danej wzorem
flz) =23 -3z +2.

Latwo stwierdzamy, ze limy,_oo f(2) = 400, a lim,,_ f(z) = —oc.
Zbadajmy miejsca zerowe funkcji f. Skoro f(1) = 0, to wielomian (x — 1)
dzieli 2% — 3z + 2. Wykonawszy to dzielenie, stwierdzamy, ze 2% — 3z + 2 =
(x —1)(2® + 2 —2) = (z — 1)%(z + 2), zatem jedyne miejsca zerowe funkcji f
to 1, —2.

Ustalmy teraz, gdzie f jest rosnaca, a gdzie malejaca. Mamy

fl(x) =322 =3 =3(z — 1)(z + 1).

Zatem pochodna funkcji f jest dodatnia, gdy z € (—oo,—1) U (1,400), a
ujemna gdy = € (—1,1).

Wynika stad, ze f jest rosnaca dla x € (—oo,—1), osiaga maksimum lokalne
w —1, gdzie jej warto$¢ wynosi 4, pézniej maleje na przedziale (—1,1), osiaga
minimum lokalne w 1, gdzie jej wartos¢ wynosi 0, po czym rosnie na po6tprostej
(1, +00), dazac do nieskonczonosci.

2. Niech f(z) = %t3. Zbadamy granice f przy x dazacym do 4oo oraz +1.

z2—-1"
Latwo stwierdzamy, ze

. rz+3 .
lim 5 = lim
rz—+oo 14 — 1 r—+00

1
X
]__

Podobnie lim,_, ;2t31 = 0.

Skoro 22 — 1 = (x — 1)(x + 1), to granica lewostronna x> — 1 przy x dazacym
do 1 wynosi 0, przy czym wyrazenie (x — 1)(z + 1) jest dla z < 1 ujemne,
podobnie dla x > 1 jest dodatnie. Mamy zatem
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i z+3 4
1m = —_— = —0
Tz—1~ x2—1 0—
lim -~ +3 4 n
im = |—| =4
e—1+ 22 —1 0+
Podobnie stwierdzamy, ze:
I x+3 2 n
1im = _— = o0
a——1- 22— 1 0+
I x+3 2
im ———— = |—|=—o00.
e—s—1+ 22 =1 0~
Latwo sprawdzamy, ze jedyne miejsce zerowe funkcji f to x = —3. Wystarczy

wiec juz tylko zbadaé przebieg zmiennosci f. Mamy:

by (@+3)(@®—1)— (@ +3)(a*—-1) a?—-1-22"—6z  z*+6z+1
Fe) = @17 T @

Poniewaz znak funkcji f’ stronie zalezy tylko od znaku wyrazenia w liczniku
(gdyz (2% —1)? jest zawsze dodatnie), stwierdzamy, ze f’(z) < 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy
z € (—00,—3—2vV2)U (-3 —2v2,-3+2v2,1) U (1 4 c0),
a f'(z) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
z€(=3—2vV2,—1)U(—1, -3+ 2V2).

Funkcja f jest wiec rosngca na przedziatach z € (=3 — 2v/2, 1)U (=1, -3 +
21/2) a malejaca na calej swojej dziedzinie poza tymi przedziatami. W punkcie
—3 — 2¢/2 osigga minimum lokalne, a w punkcie 3 4 21/2 maksimum lokalne.
Wartosci w tych punktach wynosza odpowiednio

(-3-2v2)+3 = V2
(=3—2v2)2 -1 8462

oraz

(-3+2v2)+3 V2
(=3+2v2)2-1 8-6V2
Ekstrema te nie sy ekstremami globalnymi, bo funkcja f dazy w niektérych

punktach jednostronnie do granic 400 oraz —oo (osigga wiec z definicji war-
tosci zaréwno dowolnie duze, jak i dowolnie mate).
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3. Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f : R — R danej wzorem f(z) =
Na poczatku zauwazmy, ze

1.

1+% 140
lim f(z) = lim mf _ 20
T—+00 z—o0 1 + =5 1+0
x
Podobnie lim,_, o, f(z) = 1.
Dalej, stwierdzamy, ze f nie ma miejsc zerowych, bo wyrazenie z? + 3 jest
zawsze dodatnie.

Ustalmy, gdzie f jest rosnaca, a gdzie jest malejaca. Obliczamy pochodna
funkeji f:

2z(z% +1) — (22 + 3)2x

fi(@) = (22 +1)2

Czyli

—4x

flz) = @1

Mianownik w powyzszym wyrazeniu jest zawsze dodatni, wiec znak f’(z)
zalezy tylko od znaku licznika powyzszego wyrazenia. Wyrazenie —4x jest
ujemne, dla x > 0 i dodatnie dla = < 0. Wynika stad, ze funkcja f jest ro-
snaca dla x € (—o0,0) i osiaga maksimum lokalne dla z = 0, gdzie f przyjmuje
wartosé 3. Nastepnie f maleje na potprostej (0,4+00), gdzie dla x dazacych do
+o00 zbiega do 1.

4. Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f: R\ {—2,1} — R danej wzorem

(22 —1)(z —2)
2?2+x—-2

f(z) =

Obliczmy najpierw granice lewo- i prawostronne przy r — —2. Mamy:

. . (=D +1)(z—-2)
=

(=27 + 1)]

(= (=27 +2)

-
! 2- —2)
- :<—4>3<o—>]
3
_ _m]

= +o0.

Analogicznie
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lim T) = —00.

r——27F f( )

Policzmy granice lewo- i prawostronne przy x — 1. Zauwazmy, Ze granic tych
nie mozemy obliczy¢ bezposrednio korzystajac z arytmetycznych wtasnodci
granic, mielibyémy bowiem:

(z— D@+ 1)(z - 2) C[0H)@)(-1)
(x—1)(z +2) ﬂ““[ (0)(3) ]

Otrzymujemy wiec wyrazenie postaci:

ot
[0—] '
Twierdzenie o arytmetycznych wlasno$ciach granic nie orzeka nic w wypadku
0

granic postact .

Zauwazmy jednak, ze

(x—1)(x+1)(z —2) _ (x+1)(x—2)
(x —1)(xz + 2) x+2 '

Granice ostatniego wyrazenia mozna juz zas wyliczy¢ wprost z arytmetycznych
wlasnosci granic. Wynosi ona

Latwo wyliczamy granice w +o00. Mamy bowiem:

(x—1)(x+1)(z —2)

Sm S = I e e+ )
— lim (x+1)(x—2)
T—+00 xr+2
. 2 —x—2
= lim ——
z—+oo  x + 2
_1_ %
= lim r
1 2
T—r—+00 > —+ ot
1—0t—-07" n
= = +o00.
0t 4+ 0t

Analogicznie



Jedynymi miejscami zerowymi funkcji f sa rzecz jasna punkty —1,2. Punkt 1
nie jest miejscem zerowym funkcji f, bo 1 nie nalezy do jej dziedziny (zreszta
f nie dazy nawet do 0 przy z — 1).

Ustalmy teraz, gdzie f rosnie, gdzie maleje, i gdzie przyjmuje ekstrema. Mamy

fi(a) =

<x2—x—1>,: 2 —1D(z+2)— (@ —z—-1) (22+4z-1)

T+ 2 (z +2)2 T (w+2)?

Poniewaz mianownik powyzszego wyrazenia jest zawsze nieujemny, znak po-
chodnej zalezy tylko od znaku licznika tegoz wyrazenia. Latwo sprawdzamy,
ze licznik 22 + 42 — 1 jest dodatni doktadnie wtedy, gdy

z € (—00,—2 —V3)U (=2 +V3,+0).

Jest zad ujemny, gdy

€(-2-V3,-2+3).

Funkcja f jest zatem rosnaca dla

z € (—00,—2 —/3).

W punkcie —2 — /3 osiaga maksimum lokalne, w ktérym przyjmuje wartosé

(—1—V3)(-3—-+3)  7T+5V3
V3 V3
Nastepnie funkcja zaczyna maleé¢ dazac lewostronnie do —oo przy = — —2.
Nastepnie maleje (dazac do +oo przy x zbiegajacym prawostronnie do —2)
na przedziale (=2, —2 +/3). W punkcie —2 + /3 osigga minimum lokalne, w
ktérym przyjmuje wartosé

7—5V3
Nastepnie rosnie na przedziale (—2++/3, 1), a nastepnie na przedziale (1, +00)
dazac do nieskoniczonosci przy x — +o0.

. Zbadamy przebieg funkcji f : R — R danej wzorem f(z) = sinxz — cosz.
Funkcja f nie ma granic ani w 400, ani w —oo, bo f(z) = 0 we wszystkich
punktach postaci § + 2k dla k € Z oraz f(x) = 1 we wszystkich punktach
postaci m2kn dla k € Z.

Zbadajmy przebieg zmiennosci f. Mamy

f = cosx +sinw.
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Skoro
cosr +sinx = sin (m + g) + sinx
= 2sin (a:+ E) cos —

4

= \@sin(x+%).

Skoro sinz > 0 doktadnie wtedy, gdy x € (2k7, (2k+1)m) dla pewnego k € Z,
to

\@sin(as—}—%) >0

doktadnie wtedy, gdy = € (2km — %,(2k + 1)m — ) dla pewnego k € Z.
Podobnie

ﬁsin(m%—%) <0

doktadnie wtedy, gdy = € ((2k + 1)m — 7, 2km — ) dla pewnego k € Z.
Zatem f jest rosnaca na przedziatach postaci (2km — 7, (2k + 1)7 — T), za$
malejaca na przedziatach postaci ((2k + 1) — T,2km — 7). Wynika stad, zZe
minima lokalne osigga dokladnie punktach postaci 2km — 7, w tych punk-
tach przestaje bowiem maleé¢, a zaczyna rosnaé¢. Podobnie maksima osigga w
punktach postaci (2k + 1)7 — 7.

Poniewaz funkcja f jest okresowa z okresem 27 (jako roznica dwoch funk-
¢ji okresowych), f przyjmuje w wymienionych punktach réwniez maksima i

minima globalne. Wartodci w tych punktach to

. ™ V2 V2
in (D) e (T) =22

oraz

sin(T)—cos(T) —?Jr\f—\/i

. Zbadamy przebieg zmiennoéci funkcji f : R — R danej wzorem

f(z) = sin® z — sin z.

Funkcja f nie ma granic w +00, —oo, na przyktad dlatego, ze dla wszystkich
x postaci km, gdzie k € Z przyjmuje warto$¢ 0, a dla dowolnego x postaci
—5 + 2km, gdzie k € Z przyjmuje wartod¢ 2. Istnieja za$ zaréwno dowolnie
duze, jak i dowolnie mate liczby obu wymienionych postaci, wiec z definicji f
nie ma granic w +o0.
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Zbadajmy miejsca zerowe funkcji f. Mamy

f(z) =sin®z —sinz = sinz(sinz — 1).

Zatem f(x) = 0 doktadnie wtedy, gdy sinz = 0 lub sinz = 1. Czyli miejscami
zerowymi f sa dokladnie liczby postaci km dla k € Z oraz § + kr dla k € Z.

Zbadajmy teraz przebieg zmiennoéci f. Mamy

1
f'(z) =2sinz cosw — cosz = 2cosx (sinx - 2) .

Zbadajmy na poczatek przebieg zmiennosci f na przedziale (0,2m). Funkcja

cosz jest dodatnia dla z € (0,%) U (3, 2), jest za$ ujemna dla x € (3, 2F).
Funkcja sinz — 1 jest dodatnia dla z € (Z,2F), jest za$ ujemna dla @ €

0,7) U (%,2#). Wrynika stad, ze iloczyn tych dwu funkcji, czyli pochodna
funkcji f, osiaga wartosci dodatnie dla

e(ﬂ'ﬂ')u 3m 3w
T -, = — — .
4’ 2 47 2

Jest zad ujemna dla

T € (O, %) U (;,T) U (327r,27r> .

W punktacch 0 oraz 27 pochodna funkcji f réwniez jest ujemna.

Uwzgledniwszy jeszcze okresowod¢ funkcji f wnioskujemy z badania jej po-
chodnej, ze f jest rosnaca na przedziatach postaci

(Z + 2k, g =+ 2k:7r) ,
gdzie k € Z. Funkcja f osigga maksima lokalne w punktach postaci § + 2k,
przyjmujac w nich wartosé 0. Nastepnie f maleje na przedzialach postaci

T 3
— + 2kmw, — + 2
(2 + 2km, 1 + k7r> ,

gdzie k € Z. Osiaga minima lokalne w punktach postaci ?ﬂf + 2km przyjmujac
w nich wartosé —%. Potem f rosnie na przedziatach postaci

3T 37

— 4+ 2kmw, — + 2km | .

< 1 + 2k, 5 + 7T>

W punktach postaci 37” + 2k osiaga maksima lokalne, w ktérych przyjmuje
wartogé (—1)2 — (—1) = 2. Jest to najwieksza wartog¢ funkcji f. Nastepnie na
przedzialach postaci
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3 9
<27T + 2k, f + 2k:7r>

funkcja f ponownie maleje i przyjmuje w punktach postaci %f + 2k7 (czyli w
punktach postaci T + 2k7) minima osiagajac w nich wartos¢ —1.

. Zbadamy przebieg funkcji f : R — R danej wzorem

flx)=e*(z+1)(x+ 3).

Wszystkie cztony powyzszego iloczynu daza do +oo przy © — 400, zatem na
mocy arytmetycznych wtasnosci granic

Zbadajmy granice funkcji f przy x — —oo. Mamy woéwczas:
244243
lim e*(z+1)(x+3)= lim M
T——00 T——00 e 7T

Na mocy Twierdzenia de I’Hospitala ostatnia granica jest réwna:

. 2 +4
lim

— )
r——o00 —e~ %

ta za$, ponownie na mocy Twierdzenia de I’Hospitala wynosi:
i 2 2
lim —=|—/|=0.
z——o0 e~ ¥ “+00
Zatem lim,_, o e®(2? 4 42 +3) = 0.
Zbadajmy teraz przebieg zmiennosci funkcji f. Mamy
fl(z) = e%(x? + 4z + 3) 4 *(2z + 4) = ® (2> + 62 + 7).

Wyrazenie e® jest dodatnie dla wszystkich liczb rzeczywistych. Zatem znak
pochodnej funkcji f zalezy tylko od znaku wyrazenia (z2 + 6z + 7). Znak 6w
jest dodatni dla

z € (—00,—3 — 2V2) U (=3 + 2V/2, +00).

Jest zad ujemny dla

z € (=3—2V2,-3+2V2)

Zatem funkcja f jest rosngca na potprostej (—oo, —3 — 2v/2) (przy czym dla
r — —oo dazy do zera). W punkcie —3 — 2v/2 osiagga maksimum lokalne, w
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ktorym przyjmuje wartosé 6_3_2\/5(8 + 44/2). Nie jest to maksimum globalne
funkcji f, bo przy * — 400 dazy ona do +oo, czyli osigga dowolnie duze
wartosci. Nastepnie f maleje na przedziale (—3 —2v/2, —3 +2v/2). W punkcie
(—3+2+/2) osiaga minimum lokalne, w ktérym przyjmuje wartogé e*3+2*/§(8—
44/2). Nie jest to minimum globalne, bo to liczba dodatnia, a przy z — —oco
funkcja f osiaga wartosci dowolnie bliskie 0.

Na poétprostej (—3 + 2v/2, +-00) funkcja f jest rosnaca i dazy do +oo.

. Rozwazamy funkcje f : (0,400) — R dang wzorem

f(x)=zlnz.

Zmajdziemy najpierw granice prawostronng tej funkcji przy @ — 0 oraz granice
przy r — +00.

Poniewaz Inx — —oo dla z — 0, nie mozemy ustali¢ granicy lewostronnej
funkcji f w punkcie 0 wprost z twierdzenia o arytmetycznych wtasnosciach
granic. Mamy jednak

Inx
rlnx =

o

Mamy zas

Czyli na mocy Twierdzenia de 'Hospitala f(z) dazy do 0 przy = dazacym do
0.
Granica f(x) przy x dazacym do 400 to rzecz jasna +o0o, bo zaréwno z, jak

iIn(z) daza do 400 przy x dazacym do +oc.

Zbadamy teraz przebieg zmiennoéci funkcji f. Pochodna f dana jest wzorem
f(x)=2'Inz+x(lnz) =lnz+ 1.

Warunek

Inz+1>0,

tzn. Inz > —1 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy = > e~! (bo In jest
funkecja monotonicza), podobnie Inz < —1 wtedy i tylko wtedy, gdy = < e~ L.

Wynika stad, ze x Inz jest funkcja malejaca dla z < e~ !, rosnaca dla z > e~ !,

za$ w punkcie e~! osiaga minimum globalne, w ktérym warto§¢ wynosi

e tn(e™) = —e 1

Miejsca zerowe f wyznaczamy obserwujac, ze réwnosé
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zlnxr =0

moze zachodzi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0 lub Inxz = 0, co zachodzi
doktadnie wtedy, gdy « = 1.

5.13 Niech h oznacza wysokos$¢ prostopadtoscianu, a V — jego objetosé. Objetosé oczy-
wiscie zalezy od pola podstawy i wysokosci. Mamy nastepujacy wzor

V(h)=S"-h
Niech x,y oznaczaja dlugo$é¢ krawedzi podstawy. Wtedy
S=x-y
a zatem y = % Wysokosé prostopadlodcianu zatem wyraza sie wzorem
h=4/R?>—a?— 2

V (h) osiaga maksimum w tym samym punkcie, w ktorym funkcja f(z) = R? — 22—
i—; osiaga maksimum. Zbadajmy zatem przebieg zmiennodci tej ostatniej funkcji.

Mamy
2

f'(z) = —2x — 2%

Znajdzmy jej miejsca zerowe i zobaczmy, ktore z nich to maksimum (sprawdzimy,
ze pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny):

2
fllx)=0 < —235—2%:0 — 20*-5%)=0

—= 2?-8)2*+5)=0 (1)
A zatem jedynymi miejscami zerowymi tej funkcji sa VS i —V/S, przy czym tylko
to pierwsze jest dodatnie. Poniewaz

—2(22 — S)(z® + S)
x3

fi(z) =

i 2% jest dodatni dla = > 0 (a takie rozpatrujemy), to funkcja w /S zmienia znak
z dodatniego na ujemny, a zatem /S to szukane maksimum. Stad dla

z = VS
= VS
h = VR2-28

Objetosé prostopadtoscianu bedzie maksymalna.
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5.15

5.16

Ustalimy, jakie jest najwieksze pole prostokata o obwodzie 4.

Niech a, b oznaczaja dtugodci bokéw prostokata. Zauwazmy, ze jesli obwod prosto-
kata wynosi 4, to a = 2 — b. Wynika stad, ze pole prostokata jest dane wzorem

P =ab=0b(2—-b)=2b— b

Mozemy potraktowaé pole P jako funkcje dtugosdci boku b. Mamy wowczas

P'(b) =2 —2b.

Wynika stad, ze P'(b) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy b = 1. Poniewaz b przyjmuje
wartosci w przedziale [0, 4], mozliwymi punktami potozenia maksimum sg punkty
b=0b=4oraz b =1 Jesli b =0 lub b = 4, to P(b) = 0, nie jest to wiec
maksymalne mozliwe pole. Dla b =1 P(b) wynosi 1 i jest to szukana wartosc.

Niech z,y oznaczaja wspélrzedne rogu prostokata wpisanego w elipse o réwnaniu
22 +2y? = 1 o bokach réwnolegtych do osi OX, OY, dla ktérego = oraz y przyjmuja
maksymalne wartosci.

Pole takiego prostokata wynosi 222y, a skoro y = %\/ 1 — 22, to mozemy je zapisac
w postaci:

P(z) = 4\}51‘\/ 1— 22

(Rozwazany prostokat jest suma czterech prostokatow, z ktorych kazdy lezy w innej
¢wiartce uktadu wspotrzednych, stad czynnik 4). Mamy wowczas:

i (75 ) -5 (725)

Wynika stad, ze P'(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

1
rT=t—.
V2
Skoro x jest maksymalng wartosdcia pierwszej wspodirzednej osiaggana w badanym
prostokacie, to > 0, czyli z € [0, 1], bo x to pierwsza wspotrzedna punktu lezacego
na elipsie o réwnaniu z? + 2y? = 1, to maksymalna wartos¢ P(z) jest osiagana dla
r=0,z=1lubzxz = % Jedli x =0 lub z = 1, to P(z) = 0, zatem maksymalna

1

wartosé funkcji P(x) jest osiagana dla x = 7% 1 wynosi



5.17 Ustalimy, jaka jest najwieksza mozliwa objetoé¢ stozka o polu powierzchni 7.

Pole powierzchni stozka wynosi

P =mrl + mr?,

gdzie r to dtugosé promienia podstawy stozka, a [ to dlugosé jego tworzacej. Jesli
P = 7, to zachodzi réwnosé

1— 2
1=—"
r
Objetosé stozka dana jest wzorem
1
V = —nr’H,
37"

gdzie H mozemy wyznaczy¢ korzystajac z twierdzenia Pitagorasa

H=+/12—-r2

Mamy wiec

1 1—1r2)2 1 1—2r2 1
V= 771'7“2\/ a=r r2 = p2py 22 —rv/ 1 —2r2,
3 72 3 72 3

Powyzszym wzorem mozemy opisa¢ funkcje V(r), zdefiniowana dla r € [0,

-

i

Mamy wowczas:

VI(T)_W( o 472 >_1<1—4r2>
=3\ i) " 3\viae)

Pochodna zeruje sie wiec dla r = % Dlar=01Iubr= % objetos¢ wynosi 0, wiec
maksimum funkcji V' jest przyjmowane w punkcie r = % i wynosi
11 1

S [

7
32 2 22
5.18 Cialo A w momencie ¢ znajduje sie¢ w punkcie (t—2, 0, a ciato B w punkcie (0, 3t—1).
Znajdziemy najmniejszg odlegtosé, w jakiej znajda sie ciala A i B.

Odleglosé¢ miedzy ciatami A, B w chwili ¢ dana jest wzorem

d(t) =+/(t —2)2+ (3t — 1)2.
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5.19

Ustalimy najpiew, dla jakiego ¢ minimum osigga funkcja d(t)?, czyli kwadrat funkcji
d(t). Mamy:

dit)? = (t =22 + (3t —1)> =t> =2t + 44+ 9t — 6t + 1 = 10t* — 8 + 5.

Pochodna funkcji d(t)? wyraza sie wzorem:

(d(t)?) = 20t — 8.

Zatem pochodna d(t)? jest ujemna dla t < %, dodatnia dla t > % Zatem dla t < %
kwadrat odlegtosci miedzy A, B maleje, w chwili t = % osigga minimum, a po tej

chwili rognie.

Skoro jednak d(t) jest funkcja o wartosciach nieujemnych, to maleje ona (rosnie) do-
ktadnie wtedy, gdy maleje (rosnie) jej kwadrat. Czyli minimum funkcji d(¢) rowniez
jest osiggane dla t = % W tej chwili odlegtosé¢ miedzy ciatami A, B wynosi:

2 2 64 1 65
Z_9)2 Z_1)2 = - =
\/(5 )+(35 ) 55 T 25 5

Pewne ciato oscyluje wokét punktu 0 w ten sposéb, ze w chwili £ znajduje sie w
punkcie e~ tsint. Jaka maksymalnie odlegtos¢ od punktu O i predkosé¢ osiagnie po
chwili 07

Rozwazmy funkcje f : [0,+00) — R dana wzorem

f(t) = e 'sint.

Funkcja f opisuje potozenie ciata f w chwili ¢t. Aby ustali¢, jaka jest maksymalna
odlegloé¢ badanego ciata od 0 zbadamy, jakie sg maksima i minima funkcji f, a
nastepnie sprawdzimy, ktére ma najwieksza wartosé bezwzgledna.

Mamy
f'(t) = —e 'sint +e cost = e (cost —sint).

Funkcja f" przyjmuje warto$¢ 0 doktadnie wtedy, gdy cost = sint, bo wyrazenie
et jest zawsze niezerowe.

Mamy:

cost — sint = sin (t + g) + sin(—t) = 2sin <%) cos (t + %) = V2cos (t + %) .

Wynika stad, ze f’ jest dodatnia dla ¢t € (_T?”r + 2km, T + 2k:7r) N[0, +o0) dla k € Z,
a ujemna dla t € (% + 2km, 2% +2kr) N [0,+00) dla k € Z. Funkcja f osiaga
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5.9

zatem ekstrema w punktach postaci 7 + km dla £ € N przyjmujac w nich wartosci
i?e*”/ 4=km Wynika stad, ze wartos¢ bezwzgedna funkcji f w ekstremach zalezy

—7/A=kT § jest najwicksza dla k = 0. Wynosi wowczas

Qe_”ﬂl.
2

tylko od wyrazenia e

Wartoéé funkcji f dla t = 0 wynosi 0 i oczywiscie jest co do wartosci bezwzglednej

@e‘”/‘l. Zatem warto$é ?e‘“/‘l

mniejsza niz jest maksymalng wartodcia funkcji
I

Aby ustali¢, jaka jest najwieksza predkos¢ badanego ciata musimy ustali¢, jakie sg
maksima funkcji f’(t). Obliczamy podobnie, jak dla f'(¢):

') = (e*t 2 cos (t+%))/

3T\’
_ —t o3 e
= \@(6 sm(t—i— 4))
= 2e 'cos(t + )

= —2¢lcost.

Wrynika stad, ze f”(t) jest dodatnia dla ¢ € (3 + 2k, 38 4 2kn) N [0,400), a
ujemna dla ¢t € (=5 + 2km, § + 2km) N[0, +00). Funkcja f’ osiaga wiec ekstrema
w punktach postaci § 4 kn dla k € N. Wartos¢ f' w tych ekstremach wynosi
+(y/2e~7/27km). (?) = 4¢ /2757 Wartos¢ bezwzgledna tego wyrazenia jest wiec
najwicksza w ekstremach lokalnych dla k = 0, czyli dla t = 5 i wynosi wowczas
e~ ™2 Wystarczy jeszcze sprawdzi¢ wartose f' dla t = 0. Wynosi ona wowczas
e (1 —0) = 11i oczywiscie jest wieksza niz e~™/2. Zatem w tym przypadku naj-
wieksza warto$é bezwgledna funkcji f’ nie jest osiggana w miejscu zerowym f”,
lecz na kraricu przedziatu okreslonosci. Wynosi ona 1.

1. Mamy (sinz)’ = cosx oraz (e* — 1)" = e, zatem

sin z)’ oS 1
TG L L S
z—0 (ez — 1)/ z—0 e¥ 1
Czyli na mocy reguty de 'Hospitala
sin
li =1.
mlir%) e —1
2. Zauwazmy najpierw, ze xlnx = thx Zarowno licznik, jak i mianownik tego

wyrazenia daza do nieskoriczonodci przy = dazacym prawostonnie do zera,
mozemy wiec skorzystaé z twierdzenia de I’'Hospitala. Mamy:
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Inz)’ :
im By =
r—0Tt (E)/ $—>O+F
= lim —=xz
z—0t
= 0.

3. Gdybysémy chcieli liczy¢ granice In x(cos z—1) wprost z twierdzenia de I’'Hospitala,
zaplataliby$my sie w do$¢ nieprzyjemne rachunki. Znajac jednak regute de
I’Hospitala mozemy jednak domniemywaé, ze w poblizu zera z bedzie domi-
nowaé funkcje (cosz — 1) (pochodna tej ostatniej osiaga w zerze wartos¢ 0).
Mozemy zatem mieé¢ rozsadna nadzieje, ze cosx — 1 w poblizu zera bedzie z
grubsza co najwyzej tak duza, jak 2. Wiemy tez z poprzedniego przyktadu,
ze xlnx =, o+ 0. Mozemy zatem napisac

cosz — 1

lim (cosz —1)In?z = lim (zlnx)?).

z—0t z—0t 22

Jak wspomnieliémy, wiemy juz z poprzedniego przyktadu, ze

rlnx =, o+ 0.

Wystarczy zatem zbadac iloraz %=1 majac nadzieje, ze mozna obliczy¢ jego
X
granice korzystajac z twierdzenia de I’'Hospitala. I rzeczywidcie:

. (cosz —1Y) . —sinzx
lim ———* = lim
z—0 (.1'2)/ x—0 2x
_ 1
— 5

Ostatnia granica to po prostu pochodna funkcji sin w zerze przemnozona
przez stata —%. Moglibysmy ja réwniez znalez¢ powolujac sie po raz kolejny
na regute de I’Hospitala.

Mamy wiec:
cosx — 1 1
I Dz = lim 2T )2 = (—= ))o? =o.
xi)r{)i(cosac )In“ x Jim, — (xlnx)?) < 2))0 0
4. Mamy
2\/
2
lim (%) = lim 2%

T—00 (ez)/ T 250 61’.

Sprobujemy obliczy¢ granice otrzymanego wyrazenia stosujac po raz drugi
reguta de I’'Hospitala. Mamy
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A0, (ery

23]

Stosujac zatem dwa razy regute de I’Hospitala wnioskujemy, ze
. Zauwazamy najpierw, ze

Przy x dazacym do —oo oba wyrazenia daza do +0o0, mozemy wiec skorzystac
z reguty de 'Hospitala. Mamy
(z?) 2x

lim = lim .
T——00 (e—z)/ r——00 —e~ %

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, mozemy skorzysta¢ po raz drugi z
reugly de I’Hospitala:

2x) 2 2
lim & = lim —=|——/1]=0.
z——o0 (—e™?)  zo-—cce ¥ +o00o

Korzystajac dwa razy z reguly de 'Hospitala stwierdzamy, ze:
z? 2x

lim — = lim = lim — =0.
z——o0 e~ L z——o00 —e~ T z——o0 e~ 7T

. Mamy

(sin® z + 3z sinz) = 2sinz cos x + 3sinz + 3z cos .

Oczywiscie (222)" = 4z. Aby skorzysta¢ z reguty de 1’'Hospitala, chcieliby$my
wiec znalezé granice

2sinxcosz + 3sinx + 3x cosx

lim
x—0 4y

Mamy

2sinzcosx + 3sinxz + 3xcosx

11m

x—0 4x
. 2sinx +SSinx+3x 2 1+3_’_31 0
= lim — =—. -+ -1=2.
o0z OO Ta Ty Pt T 11

Przedostatnia rownosé¢ wynika z faktu, ze
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sinx
— 20 1,
x
bo to z definicji pochodna funkcji sin w zerze. Skorzystalismy ponadto z
faktu, ze cosxz —;—0 1. Moglibydmy tez po raz drugi skorzysta¢ z reguly
de I’Hospitala, zamiast powoltywa¢ sie na definicje pochodnej. Mamy wiec na
mocy twierdzenia de 1’Hospitala:

. sin?z 4 3zsinz
lim 5 =2
z—0 2x

. Zauwazmy najpierw, ze mamy:

veosx — 1 cosr — 1

Sprobujmy najpierw policzyé, do jakiej granicy zbiega wyrazenie pod pier-

wiastkiem, tzn. €©52=1 Nastepnie skorzystamy z cigglosci pierwiastka. Mamy
x3
. (cosz—1) . —sinz
lim ———— = lim T
z—0+ (:B%) z—0t %x_§

Poniewaz ponownie otrzymalisémy wyrazenie, ktérego granicy nie mozna obli-
czy¢ wprost z arytmetycznych wlasnosci granic, sprébujemy skorzystaé jeszcze
raz z twierdzenia de I’Hospitala.

: /
. (—sinz) . (—cosx -1
mh—f& 2. 1 ,—zl_n>r(r)1+ 2,.-% [—oo} =0
373 ot

Zatem na mocy twierdzenie de I’Hospitala mamy

veosz — 1

lim T =0.
z—0t T3
. Przypomnijmy sobie, ze
arctgr) = —,
(arctgz) 1+ 22

co mozna ustali¢ na przyktad korzystajac ze wzoru na pochodng funkcji od-
wrotnej (arctg jest funkcja odwrotna do funkcji tangens). Mozemy wiec sko-
rzystaé z reguty de ’'Hospitala

1)/ —1 2
= — 1 -1
lim —(x) ;= lim ’”12 = lim - +2I = [ — 1] = —1.
r—+00 (arctgx _ %) r—+00 a7 z—+00 T “+00



9. Sprobujemy skorzystaé z reguty de ’'Hospitala. Mamy:

i -z _ 1Y cosz —e ¥
lim (sinz +e ) — lim 55716: lim 2y/z(cosz —e™ ") = 0.
o0t (Vo) 0t gaTE a0t

Czyli na mocy reguty de I’'Hospitala mamy

lim (sinz +e*—1)

R -

7.6 Calki

3
6.1 1. x+a%—lad4 222
n+1

2
2. o+ %+ gt o+ Sy

2 k x2k+2

4 6 8

3. L -G+ -+ + (Ve
— cos(z) — 3sin(x)

3arctg(z)

Sotsujemy dwukrotnie catkowanie przez czesci zeby pozbyé sie wyrazu x
spod caltki. Za pierwszym razem mamy

A

2

/:1:2 sin(z)dzr = /x2(— cos'(z))dx = z°(— cos(x))—/ 2x(— cos(z))dr =
= —2? cos(z) + Q/xcos(x)da:

Pozostaje teraz policzyé catke [z cos(z)dx. Jeszcze raz przez czesc

/ 2 cos(z)dz — / psin()dz = 2 sin(z) — / sin(z)dz —

= zsin(x) — (— cos(x)) = xsin(x) + cos(z)

2

Ostatecznie funkcja pierwotna z=sin(x) to

—x? cos(x) + 2(zsin(z) + cos(z))

2. Zapisujemy x jako pochodna %wz i catkujemy przez czeéci. Mianowicie

ein(@)de = [ (222 n(z)dz = 222In(z) — [ 2a? fdx
2 2 2

Policzmy te ostatnia catke: mamy

1, 1 11, 1,
—d S wde = =2 ==
/2 2/””“" 22% T 4"

Ostatecznie [z ln(z)dx = % In(z)



3. Stosujemy trzykrotnie catkowanie przez czedci zeby pozby¢ sie czynnika
23 spod catki. Mamy

/xgewdx = /x3(ex)'dx =13 — 3/x26xd:c =

= 3e® — 3/x2(ex)’dm = 23 — 3(2%e” — 2/$exdx) =
= 13" — 3(2%e” — Q/x(ex)’dx) = 23" — 3(x2ez — 2(ze” — /exdz))
Ostatecznie [z3e®dr = x3e” — 3z2%e” + 6(ze® — €7).
4. Zauwazmy, ze In(z) = 1-In(z) = (z)'In(x). Mamy zatem na mocy catko-
wania przez czesci
/ln(x)dm = /(m)’ln(w)dw =zln(x) — /xln/(a:)d:c =
1
=zln(z) — /x : de =zln(x) — /1dac =zin(x) — x

5. Postepujemy dokladnie tak jak w podpunkcie 2. Najpierw piszemy z® =
L29 {1 potem catkujac przez czesci zamieniamy In(z) na % Poprawna od-

9
codge 1 1
powiedz: 5z In(z) — gra”.
6. Zapi V2?2 jako x5 = (325) 1 powt S dni
. Zapiszmy V? jako 3 = (5x3) i pow 5arzamy czym;osc z poprzedniego
podpunktu. Prawidtowa odpowiedz: %mi In(z) — 1%:133.

7. Roézniczkujemy przez czedci dostajac

/ % sin(z)dz = / (¢7 sin(z)dz = ¢ sin(z) — / e® cos(x)dz =
— % sin(x) — / (¢7) cos(x)dz = €% sin(x) — ” cos(z) — | € sin(x)dz

Otrzymujemy zatem réwnanie

/em sin(z)dx = e sin(z) — e* cos(x) — /ex sin(z)dx

Zatem (przerzucajac [ € sin(z)dz z prawej strony réwnania na lewa) do-
stajemy

e’ sin(x) — e* cos(z)

X L3 d —
/e sin(z)dx 5
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8. Postepujemy doktadnie tak samo jak powyzej.

2 / " cos(x)dz = 2 / (¢} cos(z)dz = 2(e* cos(x) + / ¢* sin(z)de) =
— 2(c* cos(a) + / (¢") sin(z)dz) = 2(e” cos(z)+¢” sin(z) / ¢" cos()dz)
Ostatecznie

2 / e” cos(x)dr = e* cos(z) + €* sin(x)

9. Pamietamy, ze arctg'(z) = ﬁ Stad

1, 1 1 1
/xarctg(a;)dx = / (2332) arctg(z)dx = 2x2arctg(x)—/ §x21+7da: =

1, 1 [1+2? 1
=37 arctg(x)—2/1+x2—l+x2dm:

1 1 1 1 1 1 1
= szarctg(x)—2/1d:1:+2/1+$2dx: §x2arctg(x)—§x+§arctg(az)

10.
/sin(x) cos(z)dx = /sin(x) sin’(z)dx = sinQ(w)—/sin(x) cos(z)dx
Stad .

2
6.3 1. Robimy podstawienie y = 17z, stad dy = 17dx. Mamy

/sin(m) cos(z)dx = 1sin2(yc)

. . 1 1 . 1
/sm(l?az)d:c = /51n(17x)17~17d:p = / 1—7$1n(y)dy = ﬁ(_ cos(y))+C =
1
=17 cos(17z) + C
2. Robimy podstawienie y = 22, stad dy = 2xdz. Mamy

1 1 1 1
/JreIQdm = /ex22 2xdr = /Qeydy = iey +C = 56362 +C

3. Robimy podstawienie y = 23. Stad dy = 3z?dz. Mamy

1 2 2 2
/2:62 cos(z®)dx = /2cos(x3)3-3x2d:c =3 /cos(y)dy =3 sin(y)+C = 3 sin(z3)+C
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10.

11.

. Robimy podstawienie y = cos(x). Wtedy mamy dy = — sin(x)dz. Zatem

/SSin(x)ecos(x)dx = —3/e°°s(””)(— sin(x))dx = —S/eydy = —3eY+C = -3¢ 4 ¢

ctg(z) = cos(x)/sin(xz) Robimy podstawienie y = sin(z), stad dy =
cos(z)dx

/COS($)dx = /;dy = In(y) + C = In(sin(z)) + C

sin(z)

Dzialamy jak wyzej, ale robimy podstawienie y = cos(x).
Robimy podstawienie y = In(x). Stad dy = %dm. Mamy

CO L. _ 1, _ 1o
/ . dm—/ln(:p) xd$—/ydy—2y —I—C—2ln($)+C’

Robimy podstawienie y = 23 — 222 4+ 32 — 8. Stad dy = (322 — 42 + 3)dx.
Mamy przeto

Sa” —dv 3 1 3 5.2
de = [ —dy =In(y)+C = In(a’~22"+32-8)+C
/x3_21’2+31’—8x /yy n(y)+ n(z3—222+32—8)+

Oczywiscie arctg(z)+x2arctg(z) = (1+22)arctg(x). Robimy podstawienie
y = arctg(x), dy = 1Jr%d:ﬂ. Mamy zatem

1
1 1422 /1
/ (14 x?)arctg(x) v /arctg(x) z y y = In(y)+ n(arctg(z))+
Oczywiscie 11:52 = 1+1x2 + Hxxg. Przeto

1+z 1 T
— " de= | ——d —=d
/1+x2x /1+w2 x+/1+x2x

Te pierwsza catke policzy¢ umiemy - jest to arctg(x). Zajmijmy sie wiec
druga z nich: robimy podstawienie y = 1 + 22, zatem dy = 2xdx

T 1 2z 1 1 1 1
——drx= | c——=dr == | ~dy= =1 = -~ In(1+2%)+C
/1—1—3;296 /21+x2:c 2/yy 2n(y)+C 211( +z°)+
Zrébmy podstawienie y = 22 wtedy dy = 2xdzx, zt =92 Stad
T 1 2z 1 dy 1 ) 1 .
——dr = — / ——dr = - / — 2 = —arcsin(y)+C = = arcsin(z?)+C
/\/11‘4 2) v1—at 2) J1—9y2 2 ) 2 =)
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12. Robimy podstawienie y = 1 — 2. Stad dy = —4x3dz. Mamy

/\/1:6 /\/1934 /f
3 3
:4/y_2dy:42y2+022\/1$4+0
13. Oczywiscie 53J:72;2 = 5@002 — 25+7 5. Zatem

3—2x 3 T
——dr= | ——=dr —2 | ———
/5+7:c2x /5+7x2x /5+7x2
Zajmijmy sie pierwsza catka
3 3 1
vt =g [
T 1+ (\/ga:)Q

Zrobmy podstawienie y = \/gaz Wtedy dy = \/gdx oraz

2 [ —— \[/ dy =
2 —dy =
g 14+ ( %az I+y
3 ) 3 5 7
= 5~\/;arctan(y)+0— 5-\/;arctan (\/5:1@) +C

Zajmijmy sie teraz ta druga calka. Robimy podstawienie y = 5 + 722
Wtedy dy = 14xdz. Mamy:

x 1 14x 1 1
Y dr=— | 2 g =— [ Zdy=
/5+7x2x 14/5+7x2x 14/yy

1 1
=1 C=—1Inb+72%+C
14n(y)+ 14n(+x)+

1

14. Oczywiscie w%(:v) = % Zrobmy podstawienie y = In(z). Wtedy dy =
%dw. Przet

1 1
/ +Tn(z) dx = / ;dy =In(y) + C = In(In(z)) + C

6.4 1. [tg?(z)dr = [(1+tg?(z))—1dz = [1+tg*(x)dz— [ 1dz = tg(x)—x+C
2. Robimy podstawienie y = sin(x), dy = cos(z)dzx i dostajemy

/sin4($) cos(z)e"®) dy = /y4eydy

6]



Te ostatnia catke obliczamy catkujac przez czesci tak jak w zadaniu 6.2
przyktad 3.

3. Zauwazmy, ze
cos(z) In(sin(z)e”)e”+In(sin(x)e”)e” sin(x) = In(sin(x)e”)(cos(x)e” +sin(z)e”).

Zrobmy podstawienie y = sin(x)e”. Wtedy dy = cos(z)e” + sin(x)e*dz.
Mamy

/ln(sin(x)ex)(cos(x)ex + sin(z)e”)dz = /ln(y)dy =
=yln(y) — y + C = sin(z)e” In(sin(x)e®) — sin(x)e® + C
4. Robimy podstawienie y = In(x). Wtedy dy = %daﬁ. Mamy

/ sin(In(z))

. dx = /sin(ln(w));dx = /sin(y)dy = —cos(y)+C = —cos(In(x))+C

5. Robimy podstawienie y = 34x, dy = 34dz; 2% = &%y? Mamy

1 1 1
2 _ 2 _ 2
/:E sm(34(x))dx—/342y sm(y)34dy a5 | Y sin(y)dy

Te ostatnia catke obliczamy tak jak w zadaniu 6.2 przyktad 1.
6. Stosujemy sztuczke: mamy

/sinQ(a:)dx + /cosQ(x)d:c = /sinQ(az) + cos?(x)dx = / lde = x

7, drugiej strony:

/ sin? () dz — / cos?(x)da = / sin? () — cos?(z)dz = / _ cos(2z)dz

Stosujac podstawienie y = 2z, dy = 2dx dostajemy

1 1

/ cos(2x)dx = — / 5 cos(y)dy = —3 sin(y)dy = —% sin(2z)

. Dostajemy nastepujacy uktad réwnan
/sinQ(ac)d:c—i-/cosQ(a:)dx =z

/ sin?(z)dz — / co(a)dr = — sin(2a) @)
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Dodajac te rownoéci stronami dostajemy

1
2/sin2(ﬂv) =r-5 sin(2z)
Stad

— Lgin(2
[ sty = 2= 32

7. Oczywiscie cos®(x) = cos(w)cos?(x) = cos(x)(1 — sin®(z)). Zastosumey
podstwienie y = sin(x), wtedy dy = cos(z)dz. Mamy

/cosg(x)dx = /cos(x)(l—sinQ(a;))da; = / 1—y?dy = y—%y3 = sin(x)—% sin®(z)

8. Mamy (—1) = I—g Stad calkujac przez czesci

/
/h;d:c:/ln-<—1> dz /11d
x x

i /_2 (@),
=———+ [z %dx = — -z

X

6.5 1. &t — zdl 4 a:22—1' Mamy zatem

z2—1 x2—1
z4+3 T+ 1
dr = dr + 2 d
/xz—lx /x— +/:c2—1$

Zajmijmy sie pierwsza caltka: mamy

z+1 z+1 1

Policzmy druga z nich: zauwazmy, ze x2£1 = (a;—l)l(z+1) %(% %)

1 1 1 1
/ 5 d:p:/( - )dx =
4 —1 2 r—1 xz41

1/ 1 1/ 1 1 1
1 gr _ L do = —In(z — 1) — =1 1
2/;1;—196 5 | s = ghle- ) -gh+1)

Ostatecznie [ 5t =2In(z — 1) — In(z + 1).
3. Zauwazmy, ze 3 — 222 + x — 2 = (v — 2)(2® + 1). Napiszmy
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24+r+1 _ 2 +1 T _
T il R ) ey i

- /wi2d“/ (:c—2):<vm2+1)dx

Te pierwsza calke liczy sie tatwo - to In(z — 2). Dla policzenia tej drugiej:
wiemy, ze dla pewnych a, b, c

T o a br +c¢

@202 +1) z-2 241

Prowadzi to do ukladu réwnan

a+b=0
c—2b=1
a—2c=0

. - . _ 23 _ _2 . _1
z ktorego standardowymi metodami wyznaczamy a = £,b = —%,c¢ = . Mamy
zatem

frace(z —2)(z2 +1) =

s 92 2211 9 T2

(2w 1
S 5\z—-2 22-1 (z—-1)(z+1)

Stosujac rutynowe metody obliczamy

a bx + ¢ 1( 2 —2x+1>
— + g
5\ x

2
/x—2d$ = 2In(x —2)

/ 2 dr = —In(z? —1)

2 -1

[a=vaey® = [alenma)®

_ %(m(x +1) - Inz — 1))

6.6 1. [ cos(z)dx = sin(]) —sin(0) =1
2. [T sin(z)dx = — cos(m) + cos(—m) = — cos(m) + cos(m) = 0. Mozna na to tez
spojrze¢ inaczej:

/_7; sin(z)dx = /_i sirl(:zﬁ)cl:1s+/07T sin(x)dr = /Wo sin(x)dgH-/O7r sin(z)dz =

= —/ sin(w)d:c+/ sin(z)dx =0
0 0
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Ta druga metoda moze w tym konkretnym przypadku wydaé¢ nieoptacalna,
ale w przypadku bardziej skomplikowanych funkcji jest niezwykle przydatna.
. Stosujemy podstawienie y = 323. Wtedy dy = 92%dz i x € [0,3] — y € [0, 27].
Stad

3 3 1 27 1
/ 223 dx = / eYdy = —(" - 1)
0 9 Jo 9

. Zauwazmy, ze ["_sin?(z)cos(z)dz = 2 [; sin®(z)cos(z)dz bo funkcja pod
catka jest parzysta. Ponadto

™

2/07r sin?(z) cos(z)dx = 2(/0’2‘ sin?(x) cos(z)dx +/ sin®(x) cos(z)dx

us

2

Spojrzmy na catke fg sin?(z) cos(x)dx. Zastosujmy podstawienie y = x + 5
Wtedy dy = dx
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