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Przedmowa

Niniejszy skrypt stanowi pomoc naukow¡ do ¢wicze« z przedmiotuWprowadzenie do Ma-

tematyki II prowadzonego na Wydziale Filozo�i i Socjologii Uniwersytetu Warszawskiego.
Ka»dy rozdziaª zawiera zwi¦zªy wst¦p teoretyczny oraz zbiór zada«, których rozwi¡zania
znajduj¡ si¦ w ostatnim rozdziale skryptu.

Zadania troch¦ trudniejsze zostaªy oznaczone symbolem *.
Poza prac¡ ze skryptem proponuje si¦ studentowi korzystanie z innych pozycji na-

ukowych po±wi¦conych tematyce poruszanej podczas kursu. W szczególno±ci polecane s¡
nast¦puj¡ce pozycje:
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1 Funkcje trygonometryczne i logarytm.

1.1 Teoria

Rozwa»my funkcje sin, cos, tg, ctg:

x

f(x)

−π −1
2π

1
2π

0 1
2π

π 3
2π

1

−1
f(x) = sin(x)

f(x) = cos(x)

x

f(x)

−π −1
2π

0 1
2π

π 3
2π

f(x) = tg(x)

f(x) = ctg(x)

Zauwa»my, »e

1. dla dowolnego y ∈ [−1, 1] istnieje dokªadnie jedno x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] takie, »e sin(x) = y.

Mo»emy zatem zde�niowa¢ dla dowolnego y ∈ [−1, 1]

arcsin(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy sin(x) = y i x ∈ [−π
2
,
π

2
]
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2. dla dowolnego y ∈ [−1, 1] istnieje dokªadnie jedno x ∈ [0, π] takie, »e cos(x) = y.
Mo»emy zatem zde�niowa¢ dla dowolnego y ∈ [−1, 1]

arccos(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy cos(x) = y i x ∈ [0, π]

−1 1

−π
2

π
2

f(x) = arcsin(x)

f(x) = arccos(x)

x

f(x)

3. dla dowolnego y ∈ R istnieje dokªadnie jedno x ∈ (−π
2 ,

π
2 ) takie, »e tg(x) = y. Dla

dowolnego y ∈ R poªó»my

arctg(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy sin(x) = y i x ∈ (−π
2
,
π

2
)

4. dla dowolnego y ∈ R istnieje dokªadnie jedno x ∈ (0, π) takie, »e ctg(x) = y. Dla
dowolnego y ∈ R poªó»my

arccotg(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy sin(x) = y i x ∈ (0, π)

−5−4−3−2−1 1 2 3 4 5

−π
2

π
2

π

f(x) = arctg(x)
f(x) = arccotg(x)

x

f(x)

Uwaga 1.1. Niech f : R→ R (np. f to sin), A ⊆ R i niech f [A] oznacza zbiór warto±ci
funkcji f na zbiorze A (tzn. takie liczby, które s¡ warto±ciami funkcji f dla zbioru A przy
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funkcji f ; taki zbiór nazywa si¦ obrazem zbioru A przy funkcji f , ale to jeszcze b¦dzie
na Logice II) Je±li funkcja f : A → f [A] ma t¦ wªasno±¢, »e dla dowolnego y ∈ f [A]
istnieje dokªadnie jedno x ∈ A takie, »e f(x) = y, to mówimy, »e jest ró»nowarto±ciowa
na zbiorze A.

Przykªad 1.2. Funkcja sin jest ró»nowarto±ciowa na ka»dym ze zbiorów (−π
2 +2kπ, π2 +

2kπ) dla k ∈ Z, ale nie jest ró»nowarto±ciowa na zbiorze (0, π), bo dla dowolnego ε < π
2

mamy sin(π2 − ε) = sin(π2 + ε). Podobnie sin nie jest ró»nowarto±ciowa na caªym zbiorze
R.

Podstawowe wªasno±ci funkcji trygonometrycznych:

1. dla dowolnego x ∈ R sin2(x) + cos2(x) = 1

2. dla dowolnych x, y ∈ R

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),

3. dla dowolnych x, y ∈ R

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y).

Twierdzenie 1.3. Pole powierzchni trójk¡ta, którego dwa boki maj¡ dªugo±ci a, b za± k¡t
mi¦dzy nimi miar¦ γ wynosi 1

2ab sin(γ).

Twierdzenie 1.4 (Twierdzenie kosinusów). Dla dowolnego trójk¡ta o dwóch bokach

dªugo±ci a, b oraz k¡cie mi¦dzy nimi miary γ kwadrat dªugo±ci trzeciego boku wynosi

a2 + b2 − 2ab cos(γ).

Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie sinusów). Dla dowolnego trójk¡ta ABC zachodz¡ równo-

±ci:
|AB|

sin^BCA
=

|BC|
sin^CAB

=
|CA|

sin^ABC
= 2R

gdzie R to promie« okr¦gu opisanego na ABC.

Przypomnijmy posta¢ funkcji wykªadniczej o dowolnym wykªadniku: ax, gdzie a ∈
R+. Je±li a 6= 1 to funkcja ax jest ró»nowarto±ciowa na caªym zbiorze R. Funkcja ax
przyjmuje jedynie warto±ci dodatnie. Podobnie zatem jak dla funkcji trygonometrycznych
mo»emy zde�niowa¢ (dla dowolnego a > 0) dla dowolnego y ∈ R+

loga(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdyax = y.

Podstawowe wªasno±ci funkcji wykªadniczej s¡ nast¦puj¡ce:

1. dla dowolnego a > 0, dla dowolnych x, y ∈ R, ax · ay = ax+y,

2. dla dowolnego a > 0, dla dowolnych x, y ∈ R (ax)y = axy.
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1.2 Zadania

Zadanie 1.1. Poka», »e wªasno±¢: dla dowolnego x ∈ R sin2(x) + cos2(x) = 1, wynika z
twierdzenia Pitagorasa.

Zadanie 1.2. Udowodnij, »e dla dowolnych x,w ∈ R, y ∈ (−π
2 ,

π
2 ), z ∈ (0, π), t ∈ [−1, 1],

v ∈ R+:

1. arcctg(−x) = −arcctg(x)

2. arctg( 1v ) = arcctg(v)

3. arcsin(t) + π
2 = − arccos(t)

4. tg2(y) = 1
cos2(y)

− 1

5. ctg2(z) = 1
sin2(z)

− 1

6. cos(x)− cos(w) = −2 sin(x+w2 ) sin(x−w2 )

7. cos(x) + cos(w) = 2 cos(x+w2 ) cos(x−w2 )

8. sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

9. cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

Zadanie 1.3. Udowodnij Twierdzenie 1.3.

Zadanie 1.4. Udowodnij Twierdzenie 1.4.

Zadanie 1.5. Wykorzystuj¡c Twierdzenie 1.4 znajd¹ promie« okr¦gu wpisanego w trój-
k¡t, którego dwa boki maj¡ dªugo±ci a, b a k¡t miedzy nimi ma miar¦ γ.

Zadanie 1.6. Dany jest trójk¡t, w którym jeden bok ma dªugo±¢ c, a k¡ty przy tym
boku maj¡ miary α, β.Wykorzystuj¡c Twierdzenie 1.4 ustali, jaka jest dªugo±¢ ±rodkowej
opuszczonej na ten bok.

Zadanie 1.7. Udowodnij Twierdzenie 1.5.

Zadanie 1.8. Udowodnij, »e dla dowolnych a, x, y ∈ R+,

1. loga(xy) = loga(x) + loga(y),

2. loga(x
y) = y loga(x)

Zadanie 1.9. Udowodnij, »e dla dowolnych a, b, x ∈ R+ loga(x) = logb(x)
logb(a)

.

Zadanie 1.10. Udowodnij, »e tg : (−π
2 ,

π
2 )→ R jest funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡.

Praca domowa 1.11. Rozwi¡» nast¦puj¡ce zadania:
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1. Dany jest trójk¡t, w którym jeden bok ma dªugo±¢ c, za± k¡ty przy tym boku maj¡
miary α, β. Ustal, jaka jest dªugo±¢ ±rodkowej opuszczonej na ten bok.

2. Na trójk¡cie o miarach k¡tów α, β, γ opisano okr¡g o promieniu R. Jakie jest pole
tego trójk¡ta?

3. W trapez równoramienny ABCD od dªu»szej podstawie AB wpisano okr¡g o
±rodku O. Punkt styczno±ci okr¦gu S dzieli rami¦ CB tak, »e |CS||SB| = 3

4 .Wyznaczy¢
sinus k¡ta SDO.

4. Dany jest trójk¡t o bokach dªugo±ci 2, 3, 4.Wyznacz kosinus k¡ta le»¡cego naprzeciw
najkrótszego boku oraz wyznacz jego sinus.

5. Dany jest trójk¡t o bokach dªugo±ci a, b, c. Wyznacz jego pole.

6. W trójk¡cie prostok¡tnym ABC, którego krótsza przyprostok¡tna BC ma dªugo±¢
a, dªu»sza CA ma dªugo±¢ b, a przeciwprostok¡tna AB ma dªugo±¢ c wyznaczono
na przeciwprostok¡tnej punkt D, tak »e dªugo±¢ odcinka CD wynosi a. Jaka jest
dªugo±¢ odcinka AD?
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2 Granice ci¡gów niesko«czonych

2.1 Teoria

Fakt 2.1. Przypomnijmy, »e dwumian Newtona
(
n
k

)
dany jest wzorem:(

n

k

)
=

n!

(n− k)! k!
.

De�nicja 2.2. Liczba L jest granic¡ ci¡gu (an)n∈N wtw. dla dowolnego ε > 0 istnieje
takie N , »e dla dowolnego m > N zachodzi

|L− am| < ε.

Piszemy wówczas limn→∞(an)n∈N = L lub pro±ciej limn→∞an = L.

De�nicja 2.3. Ci¡g (an) ma granic¦ niewªasciw¡ +∞ wtw. dla dowolnego N istniejeM
takie, »e dla dowolnego m > M zachodzi an > N .

Analogicznie, ci¡g (an) ma granice niewªasciw¡ −∞ wtw. dla dowolnego N istnieje
M takie, »e dla dowolnego m > M zachodzi an < N .

De�nicja 2.4. Powiemy, »e ci¡g (bn) jest podci¡giem ci¡gu (an) je±li istnieje taka funkcja
±ci±le rozsn¡ca f : \→ \, »e

bn = af(n)

Mówi¡c nieformalnie podci¡g ciagu (an) to po prostu wybór niesko«czenie wielu wyra-
zów z (an). Np. ci¡g staªy bn = −1 jest podci¡giem ci¡gu (an) zadanego an = (−1)n

powstaj¡cy przez wybór miejsc o nieparzystych indeksach.

Fakt 2.5. Ci¡g an ma granic¦ g (gdzie g ∈ R lub g = +/ −∞) wtedy tylko wtedy, gdy

ka»dy podci¡g an ma granic¦ g. W szczególno±ci, je±li istniej¡ dwa podci¡gi ci¡gu (an) o

ró»nych granicach, to (an) nie ma granicy.

Fakt 2.6 (Arytmetyczne wªasno±ci granicy). Niech an i bn b¦d¡ ci¡gami, które maj¡

wªa±ciwe granice. Wtedy

1. limn→∞(an + bn) = limn→∞an + limn→∞bn,

2. je±li limn→∞bn 6= 0, to limn→∞
an
bn

= limn→∞an
limn→∞bn

,

3. limn→∞(an · bn) = limn→∞an · limn→∞bn.

Fakt 2.7. Przypomnijmy, »e ci¡g geometryczny postaci an = qn ma sko«czon¡ granic¦

wtw. −1 < q ≤ 1, przy czym:

• je±li −1 < q < 1, to limn→∞q
n = 0,

• je±li q = 1, to limn→∞q
n = 1.
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Fakt 2.8. Granic¡ ci¡gu o wyrazach an =
(
n+1
n

)n
jest e (gdzie e = 2, 71828 . . . ). Ogól-

niejsza zale»no±¢: je»eli limn→∞an = 0 oraz an 6= 0 to limn→∞(1 + an)
1
an = e.

Fakt 2.9. Niech an b¦dzie zbie»nym ci¡giem liczb rzeczywistych za± a ∈ R. Je±li dla
dowolnego ε istnieje M takie, »e dla dowolnego n > M zachodzi an < a+ε, to lim an ≤ a.

Stwierdzenie 2.10. Niech an b¦dzie ci¡giem wyrazów dodatnich. Je±li limn→∞
an+1

an
= q

dla pewnego q < 1, to limn→∞ an = 0.

Stwierdzenie 2.11. Je±li limn→∞ |an+1

an
| = q dla pewnego q < 1, to limn→∞ an = 0.

Stwierdzenie 2.12. Je±li limn→∞ |an+1

an
| = q dla pewnego q > 1, to limn→∞ |an| = +∞.

Fakt 2.13. Dla dowolnego a > 1 oraz dowolnego k ∈ N limn→∞
nk

an = 0.

Fakt 2.14. limn→∞ n
√
n = 1.

Twierdzenie 2.15 (O trzech ci¡gach). Niech an, bn, cn b¦d¡ takimi ci¡gami liczb rzeczy-

wistych, »e dla wszystkich dostatecznie du»ych n zachodzi

an ≤ bn ≤ cn.

Wówczas je±li limn→∞an = L = limn→∞cn, to tak»e limn→∞bn = L.

Fakt 2.16. Dla dowolnej staªej k > 0 zachodzi

lim
n→∞

n
√
k = 1.

Fakt 2.17. �atwo wykaza¢ (patrz zadania), »e:

• dla dowolnego a > 1 oraz dowolnego k ∈ N zachodzi limn→∞
nk

an = 0,

• dla dowolnego k ∈ N zachodzi limn→∞
kn

n! = 0,

• limn→∞
n!
nn = 0.

Mo»emy zatem uszeregowa¢ ci¡gi od najwolniej do najszybciej rosn¡cego w nast¦puj¡cy

sposób:

ln(n) ≺ nk ≺ kn ≺ n! ≺ nn.
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2.2 Zadania

Zadanie 2.1. Udowodnij, »e dla dowolnego n dodatniego zachodzi nierówno±¢

(2n)!

(2n)2n
≤ 2−n.

Zadanie 2.2. Udowodnij, »e dla dowolnego n zachodzi nierówno±¢:

n∑
j=1

j3 ≤ n4.

Zadanie 2.3. Wykorzystuj¡c Fakt 2.1 udowodnij, »e dla dowolnych n, k > 0 zachodzi
nierówno±¢: (

n

k

)
≤ nk.

Zadanie 2.4. Udowodnij, »e dla dowolnego n zachodzi nierówno±¢:

n∑
j=1

log2(j) ≤ n log2(n).

Zadanie* 2.5. Uzasadnij (nie korzystaj¡c z powy»szej teorii), »e dla dowolnego c > 1
istnieje takie M ∈ N, »e dla dowolnego n > M zachodzi

n < cn

Zadanie 2.6. Korzystaj¡c z de�nicji granicy ci¡gu lub twierdzenia o 3 ciagach 2.15
znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie istnieje, je±li:

1. an = 1

2
n
2
,

2. an = 2016√
n
,

3. an = sin(nπ2 ),

4. an = 1
n! ,

5. an = n!
nn ,

6. * an = n
√
c, gdzie c > 0.

Zadanie 2.7. Wykorzystuj¡c Fakt 2.6 znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie
istnieje, je±li:

1. an = 2n3−3n2+7
5n3+n−6

2. an = 2n2−4
4n3−2n
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3. an = n2

13n+20

4. an = (
√
n+3)2

n+1

5. an = 3
n −

10√
n

6. an =
√
1+2n2−

√
1+4n2

n

7. an = (2n−1)3
(4n−1)2(1−5n)

8. an = n(n−1)(n−2)
3n3

9. an = n
3√8n3−n−n

10. an =
√
n2 + n− n

11. an =
√
n+
√
n−

√
n−
√
n

12. an =
√
n2−1

(n3+1)
1
3

13. an =
∑n
i=1 i
n2

14. an =
∑n
i=0 i

2

n3

15. an =
∑n

i=0(−1)i

16. an = (−1)n
2n−1

17. an = cos(n2)+(−n)7
n12

18. an = 9log3(n)

4log2(n)

Zadanie 2.8. Wykorzystuj¡c Fakt 2.7 znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie
istnieje, je±li:

1. an = 4n+3n

7n

2. an =
( 9
10

)n

n+1

3. an = 2n+1−3n+2

3n+3

Zadanie 2.9. Znajd¹ granice nast¦puj¡cych ci¡gów:

1.
4√7n
5√
32n
.

2.
9√
5n/2
3√6n

.
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3.
5√
n12

6√20
.

Zadanie 2.10. Wykorzystuj¡c Fakt 2.8 znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie
istnieje, je±li:

1. an =
(
n+6
n

)n
2. an = (1 + 2

n)n

3. an =
(

n
n+1

)n
Zadanie* 2.11. Udowodnij Stwierdzenie 2.11.

Zadanie* 2.12. Udowodnij Stwierdzenie 2.12.

Zadanie* 2.13. Udowodnij, »e dla dowolnego k ∈ N, a > 0 ci¡g

an =
(loga(n))k

n

jest zbie»ny do zera.

Zadanie 2.14. Udowodnij Fakt 2.13 korzystaj¡c ze Stwierdzenia 2.11.

Zadanie 2.15. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 2.11 znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij,
»e nie istnieje, je±li:

1. an = n5

2n

2. an = n!
nn

3. an = 3n

n!

4. an = n!
(n
2
)n

Zadanie 2.16. Wykorzystuj¡c Twierdzenie 2.15 oraz Fakt 2.16 znajd¹ granic¦ ci¡gu an
lub udowodnij, »e nie istnieje, je±li:

1. an = n
√

3n + 4n + 5n

2. an = sin(n)
ln(n) dla n > 0

3. an = n
√

2n + n+ sin(n)

4. an = n
√

4n + log(n) + sin(7n)

5. an =
(nk)
2n

6. an = (n!)nk

n−1/2nn

12



Zadanie 2.17. Wykorzystuj¡c 2.17 znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie istnieje,
je±li:

1. an = n!+3n+1

( 2
3
)n+ln2(n)+nn

2. an =
( 4
5
)n+ln2(n)+nn

n!+2n

3. an = 3n+ln(n)+6n3

5n2+nn

4. an = 4n+120n100

4 log(n)+7n

5. an = 4n+n4

n!+n ln(n)

Zadanie 2.18. Znajd¹ granice nastepuj¡cych ci¡gów:

1. n2+(−1)n
n3 .

2. sin(n)+n2

n4 .

3. 2 sin(n)+n2

n .

4. cos(n2+3)
n2+3

.

5. n
√

2n + 3n.

6. n
√

2n + 4n + n7 + log2(n).

7.
√
n3+2
n3 .

8.

√
n2+log2(n)

3√
n4

.

9. log2(n
4+5n+3)

log2(n)
.

10. (log3(n
4))3+(log9(n

8))4

log3(n
5)+(log27(n

3))8
.

Zadanie 2.19. Znajd¹ granic¦ ci¡gu (an) gdzie:

1. an =
3
√

log3(n)
4
√

(log3(n))
2
.

2. an =
3√
n5+

5√
n8

n3+n cos(n)
.

3. an =
6√3n+n7

2n/3+n9 .

4. an =
5√n5+5n+ 3

√
n8+log7(n)√

n7+3n+ 3√n7+4n
.
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Praca domowa 2.20. Znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie istnieje, je±li:

1. an = n8+
√
n+(−n)3

10n−328n130

2. an = n
√

cos(nn) + 3n

3. an = (n+1)!
(n+1)n+1

nn

n!

4.
(
2n−3
3n−2

)n
5. 3

√
n−2
7n+5

6. −8
n−1

7n+1

7. n
√

5n + 6n

8.
(
1− 3

n

)n
9.
(

1− n2+6
n2

)n2

Praca domowa 2.21. Znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie istnieje, je±li:

1. an = n3+log2(n)+n
n2+5

2. an = 3
log2(n)

3. an = log3(n)
(log3(n))

2+3

4. an = n
1
2

log2(n)+n
1
3

5. an = n3+3
n
3 +8

n2+log2(n
2)

6. an = n6+sin(2n)
3n+log2(n)

7. an = 2n+n7+4
arctg(3n)+n100

8. an = n
log2(3

n)

9. an =
n√n

log2(n)

10. an = n3−5−2n
n6−n10

11. an = 2n

5n
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12. an = n5+2n

3n

13. an = n
1
3+3n

2n−n5

14. an = 3n

nn

Praca domowa 2.22. Znajd¹ granic¦ ci¡gu an lub udowodnij, »e nie istnieje, je±li:

1. an = n
√

2n + 3n + sin2(n)

2. an = n
√

2n + ln(n) + n2 + arctg(n)

3. an = n
√
n3 + 2n2 + 3
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3 Granice szeregów liczbowych

3.1 Teoria

De�nicja 3.1. Mówimy, »e szereg liczbowy
∑∞

n=1 an o wyrazie ogólnym an jest zbie»ny,
je±li zbie»ny jest ci¡g sum cz¡stkowych Sk zde�niowany wzorem:

Sk = a1 + a2 + · · ·+ ak.

W takim wypadku sum¡ szeregu
∑∞

n=1 an jest granica ci¡gu Sk. Je±li ci¡g Sk zbiega do
niesko«czono±ci lub nie ma granicy piszemy, »e szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny.

Uwaga 3.2. W zale»no±ci od kontekstu
∑∞

n=1 an u»ywamy do oznaczenia szeregu lub
jego sumy.

Fakt 3.3. Niech c ∈ R, c 6= 0. Szereg
∑∞

n=1 an jest zbie»ny i ma sum¦ L wtw. szereg∑∞
n=1 c · an jest zbie»ny i ma sum¦ c · L.

Fakt 3.4. Szereg geometryczny
∑∞

n=1 q
n dla q < 1 ma sum¦ q

1−q .

Powy»szy fakt mo»na sformuªowa¢ tak»e nast¦puj¡co:

∞∑
n=1

qn−1 dla q < 1 ma sum¦
1

1− q
.

Zauwa»my, »e gdy sumujemy od 0, otrzymujemy zatem:

∞∑
n=0

qn dla q < 1 ma sum¦
1

1− q
.

Nale»y zatem zwróci¢ uwag¦ od którego wyrazu liczymy sum¦ (zazwyczaj b¦dziemy liczy¢
sum¦ od wyrazu 1, czyli

∑∞
n=1).

W zadaniach zwi¡zanych z ci¡gami i szeregami cz¦sto przydaje si¦ wzór dwumianowy
Newtona. Zdecydowanie nie nale»y si¦ go ba¢.

Fakt 3.5 (Wzór dwumianowy Newtona). Dla dowolnych a, b ∈ R i dowolnego n ∈ N

(a+ b)n =

n∑
j=0

(
n

j

)
ajbn−j .

Stwierdzenie 3.6. Warunkiem koniecznym zbie»no±ci szeregu
∑∞

n=1 an jest aby jego

wyraz ogólny d¡»yª do zera, czyli

lim
n→∞

an = 0.

Uwaga 3.7. Z faktu, »e ci¡g o wyrazach an zbiega do zera nie wynika, »e szereg
∑∞

n=1 an
jest zbie»ny. Nie jest tak na przykªad dla

∑∞
n=1

1
n oraz

∑∞
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
.

Fakt 3.8. Szereg
∑∞

n=1
1
nk

jest zbie»ny wtw. k > 1.
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Zatem szereg harmoniczny
∑∞

n=1
1
n jest rozbie»ny (cho¢ warunek konieczny jest speª-

niony: limn→∞
1
n = 0).

Fakt 3.9. limx→0
sin(x)
x = 1.

Stwierdzenie 3.10 (Kryterium porównawcze). Niech an i bn b¦d¡ ci¡gami nieujemnych

liczb rzeczywistych takimi, »e dla dostatecznie du»ych n zachodzi an ≤ bn. Wówczas:

• je±li szereg
∑∞

n=1 an jest rozbie»ny, to szereg
∑∞

n=1 bn te» jest rozbie»ny,

• je±li szereg
∑∞

n=1 bn jest zbie»ny, to szereg
∑∞

n=1 an te» jest zbie»ny.

Stwierdzenie 3.11 (Kryterium d'Alemberta). Je±li an jest ci¡giem nieujemnych liczb

rzeczywistych to:

• je±li limn→∞
an+1

an
< 1, to szereg

∑∞
n=1 an jest zbie»ny,

• je±li limn→∞
an+1

an
> 1, to szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny.

Stwierdzenie 3.12 (Kryterium Cauchy'ego). Je±li an jest ci¡giem nieujemnych liczb

rzeczywistych to:

• je±li limn→∞ n
√
an < 1, to szereg

∑∞
n=1 an jest zbie»ny.

• je±li limn→∞ n
√
an > 1, to szereg

∑∞
n=1 an jest rozbie»ny.

Zauwa»my, »e zaªo»enia kryteriów d'Alemberta oraz Cauchy'ego implikuj¡, »e dla dosta-
tecznie du»ych n wyrazy ci¡gu an mo»na oszacowa¢ przez qn dla pewnego q ∈ (0, 1).
Dowody powy»szych stwierdze« s¡ rozwini¦ciem tej idei.

Stwierdzenie 3.13 (Kryterium Leibniza). Je±li an jest ci¡giem przemiennym i od pew-

nego miejsca jest malej¡cy, czyli dla pewnego N ∈ N jest tak, »e dla ka»dego n > N
zachodzi |an+1| ≤ |an| oraz zachodzi warunek konieczny, czyli limn→∞an = 0 to szereg∑∞

n=1 an jest zbie»ny.

Stwierdzenie 3.14 (Kryterium bezwgl¦dnej zbie»no±ci). Je±li szereg
∑∞

n=1|an| jest
zbie»ny, to zbie»ny jest tak»e

∑∞
n=1an. Mówimy wtedy, »e szereg

∑∞
n=1an jest bezwgl¦dnie

zbie»ny.
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3.2 Zadania

Zadanie 3.1. Wykorzystuj¡c Fakt 3.4 udowodnij, »e szereg an jest zbie»ny i znajd¹ jego
sum¦ je±li:

1. an = 5 · 2−n

2. an = (1− 2
3)n

3. an = (45)n+2

4. an = 22n+4n

5n , n > 0

Zadanie 3.2. Wykorzystuj¡c Fakt 3.5 udowodnij, »e szereg
∑∞

n=1an jest zbie»ny i znajd¹
jego sum¦ je±li:

1. an =
∑n

i=0

(
n
i

)
3(−3

5)i

2. an =
∑n

i=0

(
n
i

)
2
(
−5

7

)i
.

Zadanie 3.3. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 3.6 oraz Fakt 3.9 rozstrzygnij czy szereg∑∞
n=1an jest zbie»ny je±li:

1. an = 3n · sin( π2n )

Zadanie 3.4. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 3.10 rozstrzygnij czy szereg
∑∞

n=1an jest
zbie»ny je±li:

1. an = 1
n2 log22(n)

2. an = 2015+ln(n)

n
1
3

, n > 0

3. an =
√

1
ln(n18(n+5))

4. an = 3nn2

5n(ln(n))9

5. an = 1
log10(n)+1

6. an = 1√
n

sin( 1
n)

Zadanie 3.5. Sprawd¹ czy szereg Σan jest zbie»ny je±li

1. an = ln(n)
n2 .

2. an = n200

2n .

3. an = n2+n5

n3+n6 .

4. an = 2n

nn .
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5. an = n100+ln(n)
n101 .

6. an =
n√n
n2 .

7. an = n+ln(n)

n+ln2(n)
.

8. an = n

(n3)
.

Zadanie 3.6. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 3.11 rozstrzygnij czy szereg
∑∞

n=1an jest
zbie»ny je±li:

1. an = 3n

n!

2. an = n!
nn

3. an = (n−1)! n! 5n
(2n)!

4. an = n3+3n

n!

Zadanie 3.7. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 3.12 rozstrzygnij czy szereg
∑∞

n=1an jest
zbie»ny je±li:

1. an = 1
logn2 (n)

2. an = (4n+1
5n+1)n

3. an = n5

2n

4. an = 2n

log3(n)+3n

5. an = 4n

log10(n)+5n , n > 0

6. an = | sin(n)|7n6

2n

7. an = n+| cos(n)|
lnn(n)

8. an = n · sin( 1
3n )

Zadanie 3.8. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 3.13 rozstrzygnij czy szereg
∑∞

n=1an jest
zbie»ny je±li:

1. an = (−1)n+1 1

n
1
2

2. (−1)n+1( n
√

3− 1)

Zadanie 3.9. Wykorzystuj¡c Stwierdzenie 3.14 rozstrzygnij czy szereg
∑∞

n=1an jest
zbie»ny je±li:
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1. an = (−1)n+1

n3

2. an = (−1)n+1 5−(−1)n
5n2

Praca domowa 3.10. Rozstrzygnij czy szereg
∑∞

n=1an jest zbie»ny je±li:

1. an = cos( 1
n)

2. an = 1
n!

3. an =
√
n+1−

√
n

n

4. an =
sin( 1

n
)

2n

5. an = 2n sin
(
π
3n

)
6. an = (2n+1

3n+1)
1
2
n

7. an = n100·99n
100n

8. an = n!
100n

9. an = log2(n)
3n

10. an = 2+(−1)n
n2
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4 Granice funkcji

4.1 Teoria

De�nicja 4.1. Niech f b¦dzie funkcj¡ o dziedzinie D ⊂ R i warto±ciach w R.

1. Niech L b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡. Powiemy, »e granica lewostronna f w punkcie

a wynosi L je±li dla dowolnej liczby γ > 0 zbiór (a − γ, a) ∩D jest niepusty oraz
dla dowolnego ε > 0 istnieje taka liczba δ > 0, »e dla dowolnego x ∈ (a− δ, a) ∩D
warto±¢ funkcji f(x) nale»y do przedziaªu (L− ε, L+ ε). Piszemy w takim wypadku
limx→a− f(x) = L.

2. Niech L b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡. Powiemy, »e granica prawostronna f w punkcie

a wynosi L je±li dla dowolnej liczby γ > 0 zbiór (a, a + γ) ∩D jest niepusty oraz
dla dowolnego ε > 0 istnieje taka liczba δ > 0, »e dla dowolnego x ∈ (a, a+ δ) ∩D
warto±¢ funkcji f(x) nale»y do przedziaªu (L− ε, L+ ε). Piszemy w takim wypadku
limx→a+ f(x) = L.

3. Powiemy, »e granica lewostronna f w punkcie a wynosi +∞ je±li dla dowolnej liczby
γ > 0 zbiór (a− γ, a) ∩D jest niepusty oraz dla dowolnego M istnieje taka liczba
δ > 0, »e dla dowolnego x ∈ (a−δ, a)∩D warto±¢ funkcji f(x) nale»y do przedziaªu
(M,+∞). Piszemy w takim wypadku limx→a− f(x) = +∞.

4. Powiemy, »e granica lewostronna f w punkcie a wynosi −∞ je±li dla dowolnej liczby
γ > 0 zbiór (a− γ, a) ∩D jest niepusty oraz dla dowolnego M istnieje taka liczba
δ > 0, »e dla dowolnego x ∈ (a−δ, a)∩D warto±¢ funkcji f(x) nale»y do przedziaªu
(−∞,M). Piszemy w takim wypadku limx→a− f(x) = −∞.

5. Wyra»enia limx→a+ f(x) = −∞, limx→a+ f(x) = +∞ de�niujemy analogicznie.

6. Powiemy, »e funkcja f ma granic¦ w punkcie a, je±li istnieje taka liczba rzeczywista
L, która jest zarówno granic¡ lewostronn¡, jak i prawostronn¡ funkcji f w punkcie
a. Piszemy limx→a f(x) = L.

7. Niech L b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡. Powiemy, »e funkcja f ma w niesko«-

czono±ci granic¦ L je±li dla dowolnego M zbiór (M,+∞) ∩ D jest niepusty oraz
dla dowolnego ε istnieje takie N, »e dla dowolnego x ∈ D ∩ (N,+∞) zachodzi
f(x) ∈ (L− ε, L+ ε). Piszemy wówczas limx→∞ f(x) = L.

8. Powiemy, »e funkcja f ma w niesko«czono±ci granic¦ +∞ je±li dla dowolnego M
zbiór (M,+∞) ∩ D jest niepusty oraz dla dowolnego N istnieje takie K, »e dla
dowolnego x ∈ D∩(K,+∞) zachodzi f(x) > N. Piszemy wówczas limx→+∞ f(x) =
+∞.

9. Powiemy, »e funkcja f ma w niesko«czono±ci granic¦ −∞ je±li dla dowolnego M
zbiór (−∞,M) ∩ D jest niepusty oraz dla dowolnego N istnieje takie K, »e dla
dowolnego x ∈ D∩(−∞,K) zachodzi f(x) < N. Piszemy wówczas limx→−∞ f(x) =
−∞.
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10. Analogicznie de�niujemy granice w −∞.

De�nicja 4.2. Niech f b¦dzie funkcj¡, a x0 elementem jej dziedziny. Powiemy, »e f
jest ci¡gªa w punkcie x0, je±li limx→x0 f(x) = f(x0). Powiemy, »e f jest ci¡gªa, je±li jest
ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej dziedziny.

De�nicja 4.3. Niech R = R ∪ {+∞,−∞}. Na zbiorze tym de�niujemy dziaªania aryt-
metyczne w nast¦puj¡cy sposób:

1. Je±li L1, L2 ∈ R, to L1 + L2, L1 · L2,
L1
L2

de�niujemy w zwykªy sposób (to ostatnie
jedynie dla L2 6= 0).

2. Je±li L ∈ R, to L+∞ = +∞, L+ (−∞) = −∞.

3. Je±li L ∈ R jest liczb¡ dodatni¡, to L·(+∞) = +∞, L·(−∞) = −∞, a je±li ujemn¡,
to L · (+∞) = −∞, a L · (−∞) = +∞.

4. ∞+∞ =∞,−∞−∞ =∞.

5. Dla dowolnego L ∈ R zachodzi równo±¢ L
+∞ = L

−∞ = 0.

6. Wyra»e« 0 · ∞, L0
∞
∞ ,∞−∞ nie de�niujemy.

Twierdzenie 4.4 (Arytmetyczne wªasno±ci granic). Niech a, L1, L2 ∈ R. Je±li limx→a− f(x) =
L1 a limx→a− g(x) = L2, to poni»sze równo±ci zachodz¡, o ile tylko wyst¦puj¡ce w nich

dziaªania s¡ okre±lone w R.

1. limx→a− f(x) + g(x) = L1 + L2.

2. limx→a− f(x) · g(x) = L1 · L2.

3. limx→a−
f(x)
g(x) = L1

L2
.

Ponadto je±li L2 = 0 oraz istnieje taka η > 0, »e dla dowolnego x ∈ (a − η, a) warto±¢

g(x) jest dodatnia, to:

1. Je±li limx→a− f(x) jest liczb¡ rzeczywist¡ dodatni¡ lub wynosi +∞, to limx→a−
f(x)
g(x) =

+∞.

2. Je±li limx→a− f(x) jest liczb¡ rzeczywist¡ ujemn¡ lub wynosi −∞, to limx→a−
f(x)
g(x) =

−∞.

Je±li za± L2 = 0 oraz istnieje taka η > 0, »e dla dowolnego x ∈ (a − η, a) warto±¢ g(x)
jest ujemna, to:

1. Je±li limx→a− f(x) jest liczb¡ rzeczywist¡ dodatni¡ lub wynosi +∞, to limx→a−
f(x)
g(x) =

−∞.

2. Je±li limx→a− f(x) jest liczb¡ rzeczywist¡ ujemn¡ lub wynosi −∞, to limx→a−
f(x)
g(x) =

+∞.

Te same reguªy zachodz¡ dla granic prawostronnych, obustronnych oraz granic w +/−
∞.
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4.2 Zadania

Zadanie 4.1. Oblicz granice poni»szych funkcji w niesko«czono±ci, minus niesko«czono-
±ci i w miejscach zarowych mianowników.

1. 3+x
2−x ,

2. x2+2x+4
x2−3 ,

3. x2+4−8
x+2 ,

4. x2−8x+15
x2−13x+30

,

5. 3x2−5x−2
5x2−20

6. 2x3+250
x2+4x−5

7. x3−9x2+26x−24
x2−6x+8

,

8. x2−12x+35
x3−14x2+63x−78 .

Zadanie 4.2. Zbadaj granice nast¦puj¡cych funkcji w 0 i niesko«czono±ci.

1. x sin
(
1
x

)
,

2. 1
x sinx,

3. a sin bx
cx dla c 6= 0.

Zadanie 4.3. Niech [x] b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ caªkowit¡ ≤ x. Zbadaj czy istnieje
limx→7[x].

Zadanie 4.4. Oblicz granic¦
√
x(x−

√
x2 − 1) w +∞ oraz −∞.

Zadanie* 4.5. Ustal, czy funkcje o dziedzinie i warto±ciach w R okre±lone nastepuj¡cymi
wzorami maj¡ granice w 0.

1.

f(x) =

{√
|x| je±li x ∈ Q,

0 w przeciwnym przypadku.

2.

f(x) =

{
1
x2

je±li x ∈ R \Q,
0 je±li x ∈ Q.

Zadanie* 4.6. Ustal, czy funkcja f zde�niowana nast¦puj¡cym wzorem ma granice w
punktach 0 i 1.
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1.

f(x) =

{
1
n je±li pierwsza jedynka po przecinku w rozwini¦ciu dziesi¦tnym liczby x jest na n-tym miejscu.

0 je±li x nie ma jedynek w zapisie dziesi¦tnym.

2.

f(x) =

{
1
n je±li pierwsza jedynka w zapisie dziesi¦tnym liczby x jest na n-tym miejscu.

0 je±li x nie ma jedynek w zapisie dziesi¦tnym.
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5 Pochodne

5.1 Okruchy teorii

De�nicja 5.1. Niech f : D → R, D ⊆ R. Niech p ∈ D. Pochodn¡ funkcji f w punkcie p
nazywamy granic¦:

lim
h→0

f(p+ h)− f(p)

h
.

Je±li ta granica istnieje, to oznaczamy j¡ f ′(p) lub df
dx . Je±li w ka»dym punkcie p ∈ D

funkcja f ma pochodn¡ f ′(d), to przez funkcj¦ pochodn¡ rozumiemy funkcj¦ f ′ : D →
R, która ka»demu punktowi dziedziny D przyporz¡dkowuje pochodn¡ funkcji f w tym
punkcie.

Je±li funkcja f ma (sko«czon¡) pochodn¡ w punkcie p, to mówimy, »e jest ró»nicz-
kowalna w p. Je±li f jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie dziedziny, to mówimy, »e f
jest po prostu ró»niczkowalna.

Przykªad 5.2. Znajdziemy funkcj¦ pochodn¡ funkcji f : R → R danej wzorem f(x) =
x2. Mamy

f ′(p) = lim
h→0

f(p+ h)− f(p)

h

= lim
h→0

(p+ h)2 − p2

h

= lim
h→0

2ph+ h2

h
= lim

h→0
2p+ lim

h→0
h = 2p+ 0 = 2p.

Czyli f ′(p) = 2p.

Podajmy list¦ najwa»niejszych pochodnych, które wypada zna¢.

Stwierdzenie 5.3. Zachodz¡ nastepuj¡ce wzory:

1. (c)′ = 0, gdzie c jest funkcj¡ staª¡ o warto±ci c.

2. (xa)′ = axa−1, dla a ∈ R.

3. (ex)′ = ex.

4. (lnx)′ = 1
x .

5. (sinx)′ = cosx.

6. (cosx)′ = − sinx.

7. (tg x)′ = 1 + tg2 x = 1
cos2 x

.
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8. (arctgx)′ = 1
1+x2

.

9. (arcsinx)′ = 1√
1−x2 .

10. (arccosx)′ = − 1√
1−x2 .

11. (ax)′ = ax ln a.

12. (loga x)′ = 1
x ln a .

We wszystkich powy»szych wzorach przyjmujemy wszystkie zaªo»enia, przy ktorych wy-

mienione napisy w ogóle maj¡ sens, np. jesli piszemy xa dla a = 1
2 , to zakªadamy, »e

x > 0, a je±li piszemy loga x, to zakªadamy, »e a > 0 oraz a 6= 1.

Stwierdzenie 5.4 (Arytmetyczne wªasno±ci pochodnych). Niech f, g b¦d¡ funkcjami

ró»niczkowalnymi. Wówczas f+g, f−g, fg te» s¡ funkcjami ró»niczkowalnymi i zachodz¡

wzory:

1. (f + g)′ = f ′ + g′.

2. (f − g)′ = f ′ − g′.

3. (fg)′ = f ′g + fg′.

Ponadto, je±li na przedziale (a, b0) funkcja g nie ma miejsc zerowych, to dla p ∈ (a, b)
zachodzi wzór: (

f

g

)′
(p) =

f ′(p)g(p)− f(p)g′(p)

g2(p)
.

Przykªad 5.5. Mamy na przyklad (x lnx− x)′ = lnx+ x 1
x − 1 = lnx.

Stwierdzenie 5.6 (Pochodna zªo»enia). Zaªó»my, »e f, g s¡ funkcjami o dziedzinie i

zbiorze warto±ci zawartym w R, i »e obraz f jest zawarty w dziedzinie g. Wówczas zachodzi

wzór:

(g ◦ f)′ = (g′ ◦ f) · f ′,
gdzie φ ◦ ψ oznacza zªo»enie funkcji a φ · ψ � ich mno»enie.

Przykªad 5.7. Mamy na przykªad

sin(cosx)′ = sin′(cosx) · cos′(x) = − sinx cos(cosx).

Podobnie mamy:

(
esinx

)′
= exp(sinx)′

= exp′(sinx) sin′ x

= exp(sinx) cosx

= esinx cosx.
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Stwierdzenie 5.8 (Pochodna funkcji odwrotnej). Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡

i odwracaln¡ o dziedzinie i przeciwdziedzinie zawartych w R. Niech g b¦dzie funkcj¡ od-

wrotn¡ do R. Wóczas dla dowolnego punktu p takiego, »e f ′ ◦ g(p) 6= 0 zachodzi wzór:

g′ =
1

f ′ ◦ g
.

Przykªad 5.9. Wyznaczmy pochodn¡ funkcji arcsin : (−1, 1)→
(
−π

2 ,
π
2

)
. Mamy

arcsin′(x) =
1

sin′(arcsinx)

=
1

cos(arcsinx)

=
1√

1− sin2(arcsinx)

=
1√

1− x2
.

Trzecia równo±¢ wynika z jedynki trygonometrycznej, a ostatnia � z faktu, »e sin arcsinx =
x (z de�nicji funkcji arcsin).

Przykªad 5.10. Znajdziemy pochodn¡ funkcji arctg : R→
(
−π

2 ,
π
2

)
.Wiemy, »e tg′(x) =

1 + tgx . Mamy zatem

arctg′x =
1

tg′(arctgx)

=
1

1 + tg2(arctgx)

=
1

1 + x2
.

Do znalezienia pochodnej funkcji odwrotnej do funkcji f wystarczy wi¦c na ogóª
wyrazi¢ funkcj¦ f ′ w terminach funkcji f i zastosowa¢ Stwierdzenie 5.8.

Twierdzenie 5.11. Przypu±¢my, »e na przedziale (a, b) pochodna funkcji f jest dodatnia.

Wówczas f jest na tym przedziale rosn¡ca. Je±li pochodna funkcji f jest na przedziale

(a, b) ujemna, to funkcja f jest malej¡ca.

Szczególnie istotne bywa nastepuj¡ce twierdzenie, które pozwala nieraz znajdywa¢
ekstrema funkcji f. Przypomnijmy najpierw, co to jest ekstremum.

De�nicja 5.12. Niech f b¦dzie funkcj¡ o dziedzinie i przeciwdziedzinie zawartych w R.
Niech p b¦dzie punktem z dziedziny f . Przypu±¢my, »e istnieje takie ε, »e dla dowolnego
x ∈ (p− ε, p+ ε) zachodzi nierówno±¢

f(p) ≥ f(x).
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Wówczas p nazywamy maksimum lokalnym funkcji f . Je±li istnieje takie ε, »e dla
dowolnego x ∈ (p− ε, p+ ε) zachodzi nierówno±¢

f(p) ≤ f(x),

to p nazywamy minimum lokalnym funkcji f. Punkt p jest ekstremum lokalnym, je±li
jest maksimum lokalnym lub minimum lokalnym funkcji f. Je±li w punkcie p osi¡gana
jest najwi¦ksza warto±¢ funkcji f , to p jest ekstremum globalnym tej funkcji. Je±li jest
to warto±¢ najmniejsza, to p nazywamy minimum lokalnym funkcji f . Mówimy, »e p jest
ekstremum globalnym funkcji f , je±li jest minimum lokalnym lub maksimum lokalnym
tej»e funkcji.

Twierdzenie 5.13. Przypu±¢my, »e f jest ró»niczkowalna i posiada w punkcie p ekstre-

mum lokalne. Wówczas f ′(p) = 0.
Co wi¦cej, je±li istnieje taki ε, »e f ′ jest dodatnia na przedziale (p− ε, p), ujemna na

przedziale (p, p+ ε) oraz osi¡ga warto±¢ 0 w punkcie p, to f ma w punkcie p maksimum

lokalne.

Podobnie, je±li istnieje taki ε, »e f ′ jest ujemna na przedziale (p− ε, p), dodatnia na

przedziale (p, p + ε) oraz osi¡ga warto±¢ 0 w punkcie p, to f ma w punkcie p minimum

lokalne.

Kolejne twierdzenie pozwala zastosowa¢ pochodne do obliczania granic funkcji w wy-
padku, gdy nie umiemy wprost skorzysta¢ z twierdzenia o arytmetycznych wªasno±ciach
granic.

Twierdzenie 5.14 (Reguªa de l'Hospitala). Przypu±¢my, »e funkcje f, g s¡ ró»niczko-

walne na przedziale (a, b). Przypu±¢my, »e limx→a+ f = limx→a+ g = 0, oraz »e g′(a) 6= 0.
Wówczas je±li

lim
x→a+

f ′

g′

istnieje i jest równa L, to równie»

lim
x→a+

f

g

istnieje i jest równa L.
Analogiczny wynik zachodzi równie», gdy zast¦pimy przedziaª (a, b) póªprost¡ (a,+∞)

lub (−∞, b) lub za»¡damy, »eby zarówno f, jak i g byªy zbie»ne do ±∞ zamiast do zera.

5.2 Zadania

Zadanie 5.1. Oblicz pochodn¡ f(x) je±li:

1. f(x) = 4x7+3x5−2x4+7z−2
3x4

,

2. f(x) = 3x2−4x 3√
x2

2
√
x

,

28



3. f(x) = x3 cos(x),

4. f(x) =
√

3x2 − 7x+ 12,

5. f(x) = e4x
3−6x+1,

6. f(x) = x2e2x cos(3x),

7. f(x) = tg(x),

8. f(x) = ctg(x),

9. f(x) = sin3(
√

1−2x
x ),

10. f(x) = 1
4
√

(x−1)3
,

11. f(x) = sin2(x)
cos2(x)

.

Zadanie 5.2. Oblicz pochodne nast¦puj¡cych funkcji:

1. cos2(x)− sin(x),

2. x3e−x
2
,

3. ln(cos(3x))),

4. x3 + ex
2
,

5. sin(cos(x3)),

6. 3x2 + 2x3 + 4 cos(x),

7. cos(ln(x)) + x−1,

W punktach 1 oraz 2 znajd¹ przedziaªy, na których pochodna jest ujemna.

Zadanie 5.3. Oblicz pochodne nast¦puj¡cych funkcji (zakªadamy, »e funkcje okre±lone
s¡ na przedziaªach, na których funkcja z mianownika si¦ nie zeruje)

1. ctg(x),

2. cos(x)
x2

,

3. ex

cos(x) ,

4. x2+sin(x)
ex ,

5. ln(x)
2+cos(x) ,
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6. e3x

x2+3x+2
,

7. x2+ex

x2+cos(x)+2
,

8. e(x
2)+3

x2+2
.

Zadanie 5.4. Wyznacz k¡t pod jakim styczna do paraboli w punkcie 1

f(x) = x2 − 3x+ 8

przecina o± Ox.

Zadanie 5.5. Wyznacz w jakim punkcie styczna do wykresu funkcji

f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 2

jest równolegªa do osi Ox.

Zadanie 5.6. Znajd¹ równanie stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie x0, je±li:

1. f(x) = e−x cos(x), x0 = 0,

2. f(x) = x3 − 2x+ 3, x0 = 2,

3. f(x) = x ln(x), x0 = 1,

4. f(x) = x3+2x2+1
x4+1

, x0 = 1.

W ka»dym z powy»szych przypadków wyznacz k¡t pod którym styczna przecina o± 0x.

Zadanie 5.7. W jakich punktach funkcja f zde�niowana nast¦puj¡cym wzorem ma
pochodn¡?

f(x) =

{
sinx , je±li x ∈ Q
1 w przeciwnym przypadku.

Zadanie 5.8. Czy funkcja f okre±lona nast¦puj¡cym wzorem jest ró»niczkowalna w
punkcie 0? Czy funkcja f ′ jest ci¡gªa? Naszkicuj wykres funkcji f i f ′.

f(x) =

{
x2 sin 1

x , je±li x 6= 0

0 w przeciwnym przypadku.

Zadanie 5.9. Znajd¹ nast¦puj¡ce granice korzystaj¡c z twierdzenia de l'Hospitala.

1. limx→0
sinx
ex−1 .

2. limx→∞ x lnx.

3. limx→0+(cosx− 1)(ln2 x).
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4. limx→∞
x2

ex .

5. limx→−∞ x
2ex.

6. limx→0
sin2 x+3x sinx

2x2
.

7. limx→0+

√
cosx−1

3√x .

8. limx→+∞
1
x

arctgx−π
2
.

9. limx→0
sinx+e−x−1√

x
.

Zadanie 5.10. Znajd¹ dla nast¦puj¡cych funkcji przedziaªy, na których s¡ rosn¡ce, ma-
lej¡ce, poªo»enia minimów i maksimów oraz granice w niesko«czono±ci (+,−∞). Ustal,
w których punktach x ∈ R funkcja d¡»y do +∞, a w których do −∞. Naszkicuj ich
wykresy.

1. x3 − 3x+ 2.

2. x+3
x2−1 .

3. x2+3
x2+1

.

4. (x2−1)(x+2)
x2+x−2 .

5. sinx− cosx.

6. sin2 x− sinx.

7. ex(x+ 1)(x+ 3).

8. x lnx.

Zadanie 5.11. Zbadaj przebieg zmienno±ci nast¦puj¡cych funkcji (znajd¹ minima i mak-
sima, wyznacz przedziaªy, na których funkcja jest rosn¡ca/malejaca):

1. x2−3
x−2

2. x3 + 3x2 − 9x− 2

3. x− ln(x)

4. x2e−
1
x2 dla x > 0.

5. cos2(x)− sin(x)

6. sin((cos(x))) na przedziale (−π/4, π/4).
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Zadanie 5.12. Puszka do konserw w postaci walca o pojemno±ci 54π ma by¢ tak wy-
konana by zostaªa zu»yta minimalna ilo±¢ blachy (minimum powierzchni). Wyznaczy¢
promie« r podstawy i wysoko±¢ h puszki.

Zadanie 5.13. W kul¦ o promieniu R jest wpisany prostopadªo±cian, którego podstawa
ma pole S. Obliczy¢ wymiary prostopadªo±cianu o najwi¦kszej obj¦to±ci.

Zadanie 5.14. W sto»ek obrotowy o promieniu podstawy R i wysoko±ci H jest wpisany
prostopadªo±cian. Stosunek boków podstawy wynosi 2. Obliczy¢ wymiary prostopadªo-
±cianu o maksymalnej obj¦to±ci.

Zadanie 5.15. Jakie jest najwi¦ksze mo»liwe pole prostok¡ta o obwodzie 4?

Zadanie 5.16. Jakie jest najwi¦ksze mo»liwe pole prostok¡ta wpisanego w elips¦ o rów-
naniu x2 + 2y2 = 1, którego boki s¡ prostopadªe do osi OX,OY ?

Zadanie 5.17. Jaka jest najwi¦ksza mo»liwa obj¦to±¢ sto»ka o polu powierzchni π?

Zadanie 5.18. Ciaªa A,B poruszaj¡ si¦ ruchem jednostajnym w ten sposób, »e w chwili
t ciaªo A znajduje si¦ w punkcie (t − 2, 0) a ciaªo B w punkcie (0, 3t − 1). Jaka jest
najmniejsza odlegªo±¢ w jakiej znajd¡ si¦ ciaªa A,B?

Zadanie 5.19. Pewne ciaªo oscyluje wokóª punktu 0 w ten sposób, »e w chwili t znajduje
si¦ w punkcie e−t sin t. Jak¡ maksymalnie odlegªo±¢ od punktu 0 i pr¦dko±¢ osi¡gnie po
chwili 0?
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6 Caªki

6.1 Zadania

Zadanie 6.1. Oblicz funkcje pierwotne nast¦puj¡cych funkcji.

1. 1 + 3x2 − 7x4 +
√
x.

2. 1 + x+ x2

2! + x3

3! + . . .+ xn

n! .

3. x− x3

3! + x5

5! −
x7

7! + . . .+ x2k+1(−1)k
(2k+1)! .

4. sin(x)− 3 cos(x)

5. 3
1+x2

Zadanie 6.2. Oblicz funkcje pierwotne nast¦puj¡cych funkcji (stosuj¡c caªkowanie przez
cz¦±ci).

1. x2 sinx.

2. x lnx.

3. x3ex.

4. ln(x).

5. x8 ln(x).

6.
3
√
x2 ln(x)

7. ex sin(x)

8. 2 cos(x)ex

9. xarctg(x)

10. sin(x) cos(x)

Zadanie 6.3. Oblicz funkcje pierwotne nast¦puj¡cych funkcji (stosuj¡c caªkowanie przez
podstawienie).

1. sin(17x)

2. xex
2

3. 2x2 cos(x3)

4. 3 sin(x)ecos(x)

5. ctg(x) dla x ∈ (0, π)
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6. tg(x) dla x ∈ (−π/2, π/2)

7. ln(x)
x , dla x > 0

8. 3x2−4x+3
x3−2x2+3x−8

9. 1
arctg(x)+x2arctg(x)

dla x > 0

10. 1+x
1+x2

11. x√
1−x4

12. 3x3√
1−x4

13. 3−2x
5+7x2

14. 1
x ln(x)

Zadanie 6.4. Oblicz funkcje pierwotne nast¦pujacych funkcji

1. tg2(x)

2. sin4(x) cos(x)esin(x)

3. cos(x) ln(sin(x)ex)ex + ln(sin(x)ex)ex sin(x)

4. sin(ln(x))
x

5. x2 sin(34x)

6. sin2(x)

7. cos3(x)

8. ln(x)
x2

Zadanie 6.5. Oblicz funkcje pierwotne nast¦puj¡cych funkcji.

1. x+3
x2−1 .

2. x2+x+1
x3−2x2+x−2 .

3. 1
(x−1)(x−2)(x−3) .

4. 3x2+5
(1+x2)(3+x2)

.

Zadanie 6.6. Oblicz nast¦puj¡ce caªki oznaczone:

1.
∫ π/2
0 cos(x)dx
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2.
∫ π
−π sin(x)dx

3.
∫ 3
0 x

2e3x
3
dx

4.
∫ π
−π sin2(x) cos(x)dx

5.
∫ π2

0 x3 sin(x)dx

6.
∫ 1
−1 x

2exdx

7.
∫ 1
0 arctg(x)dx

8.
∫ π/4
0

etg(x)

cos2(x)
dx

9.
∫ π/2
−π/2 sin2(x)dx

10.
∫ π/√2
0

8−3x
1+2x2

dx

11.
∫ 2
0 2x3 − 3x2 + x− 9dx

12.
∫ e2
e

ln2(x)
x dx

13.
∫ 3π/4
π/6 cos(x) ln(sin(x)) sin2(x)dx

Zadanie 6.7. Obliczy¢ pole �gury ograniczonej ªukiem paraboli y = x2 i prost¡ x = 8.

Zadanie 6.8. Znajd¹ wzór na pole koªa. Nast¦pnie znajd¹ ogólny wzór na pole elipsy,
tzn. �gury ograniczonej krzyw¡ zamkni¦t¡

{〈x, y〉 ∈2 |
(x
a

)2
+
(y
b

)2
= 1}

dla a, b ≥ 1

Zadanie 6.9. Znajd¹ wzór na pole wycinka koªa o promieniu R i k¡cie rozwarcia α.

Zadanie 6.10. Obliczy¢ pole mi¦dzy parabolami y = x2 i x = y2.
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7 Rozwi¡zania zada«

7.1 Funkcje trygonometryczne i logarytm

1.2 1.

2.

3. tg2(y) = sin2(y)
cos2(y)

= 1−cos2(y)
cos2(y)

= 1
cos2(y)

− 1.

4. ctg2(z) = cos2(z)

sin2(z)
= 1−sin2(z)

cos2(z)
= 1

sin2(z)
− 1.

5. Niech x = a+ b oraz w = a− b. Wówczas a = x+w
2 oraz b = x−w

2 . Nast¦pnie:
cos(x) − cos(w) = cos(a + b) − cos(a − b) = (cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b)) −
(cos(a) cos(−b)−sin(a) sin(−b)) = = cos(a)(cos(b)−cos(−b))−sin(a)(sin(b)−
sin(−b)) = − sin(a)2 sin(b) = −2 sin

(
x+w
2

)
sin
(
x−w
2

)
.

1.3 Niech h b¦dzie wysoko±ci¡ trójk¡ta ABC opuszczon¡ na bok b.

C A

B

c
a

b

h

γ

Pole P trójk¡ta ABC obliczamy nast¦puj¡co:

P =
bh

2
=

1

2
ab
h

a
=

1

2
ab sin(γ).

1.4 Niech h b¦dzie wysoko±ci¡ trójk¡ta ABC opuszczon¡ na bok b, dziel¡c¡ ten»e bok
na odcinki b1 oraz b2 (zatem b = b1 + b2).

C A

B

c
a

b1 b2

h

γ

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:

a2 = b21 + h2,
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c2 = b22 + h2.

Wykorzystuj¡c powy»sze równo±ci oraz fakt, »e b2 = b− b1 otrzymujemy:

c2 = (b− b1)2 + (a2 − b21) = b2 − 2bb1 + a2.

Zauwa»my, »e 2bb1 = 2ab b1a = 2ab cos(γ). Ostatecznie:

c2 = a2 + b2 − 2ab cos(γ).

1.9 Zauwa»my, »e z de�nicji algorytmu otrzymujemy:

aloga(x) = x,

blogb(x) = x.

Zatem zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

blogb(a) = a,

blogb(a) loga(x) = x = blogb(x),

logb(a) loga(x) = logb(x),

loga(x) =
logb(x)

logb(a)
.

7.2 Granice ci¡gów niesko«czonych

2.1
(2n)!
(2n)2n

= 2n
2n ·

2n−1
2n · . . . ·

n+1
2n ·

n
2n ·

n−1
2n · . . . ·

2
2n ·

1
2n ≤ 1n · 12

n
= 2−n.

2.2 Ustalmy n. Zauwa»my, »e 13 + 23 + . . .+ n3 ≤ n · n3 = n4.

2.3 Ustalmy n, k > 0. Poka»emy, »e
(nk)
nk
≤ 1. Zachodzi wówczas(

n
k

)
nk

=
n!

(n− k)! k! nk
≤ n!

(n− k)! nk
=
n

n
· n− 1

n
· . . . · k

n
≤ 1

2

k

≤ 1.

2.4 Ustalmy n. Zauwa»my, »e log2(1) + log2(2) + . . .+ log2(n) ≤ n log2(n).

2.5 Ustalmy c. Skoro c > 1 to dla δ = c− 1, δ > 0 mamy c = 1 + δ. Musimy pokaza¢,
»e istnieje takie M , »e dla dowolnego n > M zachodzi

n < (1 + δ)n

Rozpiszmy (1 + δ)n korzystaj¡c ze wzoru Newtona 2.1:

(1 + δ)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
δi
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W szczególno±ci

(1 + δ)n ≥ n(n− 1)

2
δ2

(z sumy n wyrazów pozostawiamy tylko drugi wyraz i rozpisujemy z de�nicji
(
n
2

)
.)

Wystarczy zatem pokaza¢, M dla którego

n(n− 1)

2
δ2 > n

zachodzi dla dowolnego n > M . �atwo si¦ przekona¢ przeksztaªacaj¡c powy»szy
wzór, »e dowolne M wi¦ksze ni»

2

δ2
+ 1

b¦dzie dobre.

2.6 1.

2.

3.

4.

5.

6. Granica tego ciagu wynosi 1. Ustalmy c > 0 i dowolny ε > 0 mamy pokaza¢,
»e istnieje takie M , »e dla dowolnego n > M

1− ε ≤ n
√
c ≤ 1 + ε

Bez straty ogólno±ci przypu±cmy, »e ε < 1 (w przeciwnym przypadku lewa
strona jest za darmo). Powy»sze jest równowa»ne

(1− ε)n ≤ c ≤ (1 + ε)n

Wiemy ju» jednak z zadania 2.5, »e limn→∞(1 + ε)n = ∞. Na mocy tego
zadania tak»e limn→∞(1 − ε)n = 0, bo 1 − ε = 1

1
1−ε

, 1
1−ε > 1. Teza wynika

teraz z de�nicji granicy.

2.7 1. limn→∞an = limn→∞
2n3−3n2+7
5n3+n−6 = limn→∞

2n3

n3
− 3n2

n3
+ 7
n3

5n3

n3
+ n
n3
− 6
n3

= limn→∞
2− 3

n
+ 7
n3

5+ 1
n2
− 6
n3

=

=
limn→∞2−limn→∞ 3

n
+limn→∞

7
n3

limn→∞5+limn→∞
1
n2
−limn→∞ 6

n3
= 2−0+0

5+0−0 = 2
5 .

2. limn→∞an = limn→∞
2n2

n3
− 4
n3

4n3

n3
− 2n
n3

= limn→∞
2
n
− 4
n3

4− 2
n2

= 0−0
4−0 = 0.

3. limn→∞an = limn→∞
n2

n
13n
n

+ 20
n

= limn→∞
2n

13+ 20
n

= +∞.
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4. limn→∞an = limn→∞
(
√
n+3)2

n+1 = limn→∞
n+6
√
n+9

n+1 = limn→∞
n
n
+ 6√

n
+ 9
n

n
n
+ 1
n

=

=
limn→∞1+limn→∞

6√
n
+limn→∞

9
n

limn→∞1+limn→∞
1
n

= 1+0+0
1+0 = 1.

5. limn→∞an = limn→∞
3−10

√
n

n = limn→∞
3
n
− 10√

n
n
n

= 0.

6. limn→∞an = limn→∞
√
1+2n2−

√
1+4n2

n = limn→∞

√
1
n2

+ 2n2

n2
−
√

1
n2

+ 4n2

n2
n
n

=

=
√
0+2−

√
0+4

1 =
√

2− 2.

7. limn→∞an = limn→∞
8n3

90n3 = 8
90 = 4

45 .

8. limn→∞an = limn→∞
n3

3n3 = 1
3 .

9. limn→∞an = limn→∞
n
n

3
√

8n3

n3
− n
n3
−n
n

= limn→∞
1

3
√

8− 1
n2
−1

= 1
2−1 = 1.

10. limn→∞an = limn→∞

((√
n2 + n− n

)
·
√
n2+n+n√
n2+n+n

)
= limn→∞

(n2+n)−n2
√
n2+n+n

=

limn→∞
n√

n2+n+n
=

= limn→∞
n
n√

n2

n2
+ n
n2

+n
n

= 1
2 .

11. limn→∞an = limn→∞

((√
n+
√
n−

√
n−
√
n
)
·
√
n+
√
n+
√
n−
√
n√

n+
√
n+
√
n−
√
n

)
=

= limn→∞
(n+
√
n)−(n−

√
n)√

n+
√
n+
√
n−
√
n

= limn→∞
2
√
n√

n+
√
n+
√
n−
√
n

=

= limn→∞
2
√

n
n√

n
n
+
√
n
n

+

√
n
n
−
√
n
n

= 2√
1+
√
1

= 1.

12. limn→∞an = limn→∞
√
n2−1

(n3+1)
1
3
· nn = limn→∞

√
n2

n2
− 1
n2

(n
3

n3
+ 1
n3

)
1
3

=
√
1−0

(1+0)
1
3

= 1.

13. limn→∞an = limn→∞
(1+n)n
2n2 = limn→∞

n2+n
2n2 = limn→∞

n2

n2
+ n
n2

2n2

n2

= 1+0
2 = 1

2 .

14. limn→∞an = limn→∞
02+12+22+...+n2

n3 = limn→∞
12

n3
+ 22

n3
+...n

2

n3

n3

n3

= 0
1 = 0.

15. Poka»emy, »e ci¡g an nie ma granicy. Wyrazy ci¡gu przyjmuj¡ na przemian
warto±ci 1 oraz −1. Mogªoby si¦ wydawa¢, »e granica an wynosi −1, 0 lub 1.
Gdyby an miaª granic¦ L, to z de�nicj¡, dla dowolnego ε > 0 istnieªoby takie
N , »e dla dowolnego m > N mieliby±my |L− am| < ε. Niech ε = 1

2 , wówczas
»aden z kandydatów (−1, 0, 1) nie mo»e by¢ granic¡ an, bo nie jest speªniony
warunek z de�nicji granicy.

16. limn→∞an =
(−1)n

n
2n
n
− 1
n

= 0
2−0 = 0.

17. limn→∞an = limn→∞
cos(n2)

n12
+

(−n)7

n12

n12

n12

= 0−0
1 = 0.
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18. limn→∞an = limn→∞
(32)log3(n)

(22)log2(n)
= limn→∞

33 log3(n)

22 log2(n)
= limn→∞

(3log3(n))2

(2log2(n))2
=

= limn→∞
n2

n2 = 1.

2.8 1. limn→∞an = limn→∞
4n

7n +limn→∞
3n

7n = limn→∞
(
4
7

)n
+limn→∞

(
3
7

)n
= 0+0 =

0.

2. limn→∞an = 0
limn→∞n+1 = 0.

3. limn→∞an = limn→∞
2·2n−9·3n

27·3n = limn→∞
2·( 2

3
)n−9
27 = 0−9

27 = −1
3 .

2.10 1. limn→∞an =
(
1 + 6

n

)n
6
·6

= e6.

2. limn→∞an = limn→∞
(
1 + 2

n

)n
2
·2

= e2.

3. limn→∞an = limn→∞

( n
n

n
n
+ 1
n

)n
= limn→∞

(
1

1+ 1
n

)n
= 1

limn→∞(1+ 1
n)

n = 1
e .

2.11 Zaªó»my, »e an taki, »e lim |an+1

an
| = q < 1. Zatem z de�nicji granicy: dla ka»dego ε

istnieje N takie, »e dla ka»dego n > N zachodzi ||an+1

an
|−q| ≤ ε, czyli |an+1

an
| ≤ q+ε.

We¹my ε takie, »e q + ε < 1, wtedy istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi
|an+1

an
| < 1, czyli |an+1| < |an|.

Zatem ci¡g |an| jest (od pewnego miejsca) malej¡cy oraz ograniczony przez 0. Wy-
nika st¡d, »e |an| ma granic¦ wªa±ciw¡ nieujemn¡.

Przypu±¢my, »e lim |an| = g oraz g > 0. Wtedy lim |an+1| = g oraz lim |an+1

an
| =

lim |an+1|
lim |an| = g

g = 1. Ale lim |an+1|
lim |an| = q < 1 zatem otrzymali±my sprzeczno±¢. Zatem

lim |an| = 0, czyli lim an = 0.

2.12 Zaªó»my, »e an taki, »e lim |an+1

an
| = q > 1. Zatem z de�nicji granicy: dla ka»dego ε

istnieje N takie, »e dla ka»dego n > N zachodzi |q−|an+1

an
|| ≤ ε, czyli |an+1

an
| ≥ q−ε.

We¹my ε takie, »e q − ε > 1, wtedy istnieje N takie, »e dla n > N zachodzi
|an+1

an
| > 1, czyli |an+1| > |an|. Zatem ci¡g |an| jest (od pewnego miejsca) rosn¡cy.

Przypu±¢my, »e |an| ma granic¦ okre±lon¡; czyli lim |an| = g. Wtedy lim |an+1| = g

oraz lim |an+1

an
| = lim |an+1|

lim |an| = g
g = 1. Ale lim |an+1|

lim |an| = q > 1 zatem otrzymali±my

sprzeczno±¢. Zatem lim |an| = +∞, (czyli an nie ma granicy wªa±ciwej).

2.14 Ustalmy a > 1 oraz k ∈ N.

lim
n→∞

(n+ 1)k

an+1
· a

n

nk
= lim

n→∞

1

a

(
n+ 1

n

)k
= lim

n→∞

1

a

(
1 +

1

n

)k
=

1

a
(1 + 0)k =

1

a
< 1.

Zatem na mocy Stwierdzenia 2.11 zachodzi limn→∞
nk

an = 0.

2.15 1. limn→∞
an+1

an
= limn→∞

(n+1)5

2n+1
2n

n5 = limn→∞
1
2

(
n+1
n

)5
= limn→∞

1
2

(
1 + 1

n

)5
=

1
2(1 + 0)5 = 1

2 < 1. Zatem limn→∞an = 0.
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2. limn→∞
an+1

an
= limn→∞

(n+1)!
(n+1)n+1 · n

n

n! = limn→∞
(n+1)nn

(n+1)n+1 = limn→∞
nn

(n+1)n =

limn→∞

(
n
n+1

)n
=

= limn→∞

( n
n

n
n
+ 1
n

)n
= limn→∞

1

(1+ 1
n)

n = 1
e < 1. Zatem limn→∞an = 0.

3. limn→∞
an+1

an
= limn→∞

3n+1

(n+1)! ·
n!
3n = limn→∞

3
n+1 = 0 Zatem limn→∞an = 0.

4. limn→∞
an+1

an
= (n+1)!

(n+1
2 )

n+1 ·
(n2 )

n

n! = limn→∞(n+ 1) 2n+1

(n+1)n+1
nn

2n =

= limn→∞2
(

n
n+1

)n
= limn→∞2

(
1

1+ 1
n

)n
= 2

e < 1. Zatem limn→∞an = 0.

2.16 1. Zauwa»my, »e n
√

5n < n
√

3n + 4n + 5n < n
√

5n + 5n + 5n. Mamy limn→∞
n
√

5n =
5 oraz zachodzi limn→∞

n
√

5n + 5n + 5n = limn→∞
n
√

3 n
√

5n = 5. Zatem na
mocy twierdzenia o trzech ci¡gach otrzymujemy limn→∞an = 5.

2. Zauwa»my, »e dla n > 0 mamy −1
lnn ≤

sin(n)
ln(n) ≤

1
ln(n) . limn→∞

−1
ln(n) = 0 oraz

limn→∞
1

ln(n) = 0 zatem z twierdzenia o trzech ci¡gach limn→∞an = 0.

3. Najpierw ograniczymy an z doªu. Zauwa»my, »e

n
√

2n + n+ sin(n) ≥ n
√

2n + n− 1 = 2
n

√
1 +

n

2n
− 1

2n
≥ 2

n

√
1− 1

2
= 2

n

√
1

2

oraz limn→∞2 n

√
1
2 = 2. Nast¦pnie ograniczymy an z góry:

n
√

2n + n+ sin(n) ≤
n
√

3 · 2n = 2 n
√

3 oraz limn→∞2 n
√

3 = 2. Zatem z twierdzenia o trzech ciagach
otrzymujemy limn→∞an = 2.

4. Zauwa»my, »e n
√

4n ≤ n
√

4n + log(n) + sin(7n) ≤ n
√

3 · 4n. Jako, »e zarówno
limn→∞

n
√

4n = 0 jak i limn→∞
n
√

3 · 4n = 0 to na mocy twierdzenia o trzech
ci¡gach limn→∞an = 0.

5. Pokazali±my ju», »e
(nk)
nk
≤ 1, czyli

(
n
k

)
≤ nk. Zatem

(nk)
2n ≤

nk

2n . Zauwa»my na-

st¦pnie, »e zachodzi limn→∞
nk+1

2n+1 · 2
n

nk
= limn→∞

2
n = 0. Zatem limn→∞

(nk)
2n =

0. Z drugiej strony 0 ≤ an zatem na mocy twierdzenia o trzech ci¡gach
limn→∞an = 0.

6. Zauwa»my, »e (n!)nk

n−1/2nn
≤ (n!)nk+1

nn = (n!)

nn−(k+1) = k!k+1
n

k+2
n · . . . ·

n
n ≤ k!k+1

n oraz

limn→∞
k+1
n = 0. Z drugiej strony an ≥ 0 zatem z twierdzenia o trzech ci¡gach

otrzymujemy limn→∞an = 0.

2.17 1. limn→∞an = limn→∞
n!
nn . Zauwa»my, »e n!

nn = n
n ·
n−1
n ·

n−2
n ·. . .·

1
n ≤ 1·1·1·. . .· 1n =

1
n oraz n!

nn ≥ 0. Skoro limn→∞
1
n = 0 to z twierdzenia o trzech ci¡gach równie»

limn→∞an = 0.

2. limn→∞an = limn→∞
nn

n! . Zauwa»my, »e nn

n! = n
n ·

n
n−1 ·

n
n−2 ·. . .·

n
1 ≥ 1·1·1·. . .·n1 =

n. limn→∞n = +∞ zatem limn→∞an = +∞.
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3. limn→∞an = limn→∞
3n

nn = limn→∞
(
3
n

)n
. Zauwa»my, »e dla dostatecznie du-

»ych n zachodzi 0 ≤ ( 3
n)n ≤ (12)n. limn→∞(12)n = 0 (jest to ci¡g geometryczny

o ilorazie < 1) zatem na mocy twierdzenia o trzech ci¡gach limn→∞an = 0.

4. limn→∞an = limn→∞
4n

7n = limn→∞
(
4
7

)n
= 0.

5. limn→∞an = limn→∞
4n

n! . Zauwa»my, »e limn→∞
an+1

an
= limn→∞

4n+1

(n+1)! ·
n!
4n =

limn→∞
4

n+1 = 0 zatem limn→∞an = 0.

2.21 1. +∞
2. 0

3. 0

4. +∞
5. +∞
6. 0

7. +∞ (zastosowa¢ twierdzenie o 3 ciagach korzystaj¡c z tego, »e arctg jest ogra-
niczony z góry)

8. 1
log2(3)

(bo log2(a
b) = b log2(a))

9. 0

10. −∞
11. 0

12. 0

13. +∞
14. 0 (skorzysta¢ z tego, »e dla dostatecznie du»ych n, nn > 4n i skorzysta¢ z

twierdzenia o 3 ci¡gach.)

7.3 Granice szeregów liczbowych

3.1 1.
∑∞

n=1an = 5
∑∞

n=1
1
2n = 5

∑∞
n=1

(
1
2

)n
= 5

1
2

1− 1
2

= 5.

2.
∑∞

n=1an =
∑∞

n=1

(
1
3

)n
=

1
3

1− 1
3

= 1
2 .

3.
∑∞

n=1an =
∑∞

n=1
16
25

(
4
5

)n
= 16

25

4
5

1− 4
5

= 16
254 = 64

25 .

4.
∑∞

n=1an =
∑∞

n=1
4n+4n

5n =
∑∞

n=12
4n

5n = 2
∑∞

n=1

(
4
5

)n
= 2

4
5

1− 4
5

= 2 · 4 = 8.

3.2 1. an =
∑n

i=0

(
n
i

)
3(−3

5)i = 3
∑n

i=0

(
n
i

)
(−3

5)i1n−i = 3(−3
5 + 1)n = 3

(
2
5

)n∑∞
n=1an = 3

∑∞
n=1

(
2
5

)n
= 3

2
5

1− 2
5

= 32
3 = 2.

2.
∑∞

n=1an =
∑∞

n=12
(
1− 5

7

)n
= 2
∑∞

n=1

(
2
7

)n
= 2

2
7

1− 2
7

= 22
5 = 4

5 .
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3.3 1. Skorzystamy z faktu, »e limn→0
sin(n)
n = 1.

lim
n→∞

3n · sin
( π

2n

)
= lim

n→∞
3n ·

sin
(
π
2n

)
π
2n

· π
2n

= lim
n→∞

(
3

2

)n
· π = +∞.

Szereg
∑∞

n=1an nie speªnia warunku koniecznego zbie»no±ci zatem
∑∞

n=1an
jest rozbie»ny.

3.4 1. 1
n2 log22(n)

≤ 1
n2 .
∑∞

n=1
1
n2 jest zbie»ny zatem na mocy kryterium porównawczego∑∞

n=1an jest zbie»ny.

2. 1

n
1
3
≤ 2015+ln(n)

n
1
3

.
∑∞

n=1n
1
3 jest rozbie»ny, zatem na na mocy kryterium porów-

nawczego
∑∞

n=1an tak»e jest rozbie»ny.

3. Dla dostatecznie du»ych n zachodzi 1
n ≤

√
1

ln(n18(n+5))
. Szereg harmoniczny∑∞

n=1
1
n jest rozbie»ny, zatem na na mocy kryterium porównawczego

∑∞
n=1an

tak»e jest rozbie»ny.

4. Dla dostatecznie du»ych n zachodzi

3nn2

5n(ln(n))9
≤ 3nn2

5n
≤
(

3

5

)n
n2 ≤

(
3

5

)n(4

3

)n
=

(
4

5

)n
.

Szereg geometryczny
∑∞

n=1

(
4
5

)n
jest zbie»ny (gdy» jego iloraz < 1) zatem na

na mocy kryterium porównawczego
∑∞

n=1an tak»e jest zbie»ny.

5. Dla dostatecznie du»ych n zachodzi 1
n ≤

1
log10(n)+1 . Szereg harmoniczny

∑∞
n=1

1
n

jest rozbie»ny, zatem na mocy kryterium porównawczego
∑∞

n=1an tak»e jest
rozbie»ny.

6. Skorzystamy z faktu, »e limx→0
sin(n)
x = 1.

1√
n

sin

(
1

n

)
=

1√
n

sin( 1
n)

1
n

1

n
≤d.d.d. n 2

n
3
2

.

Szereg
∑∞

n=1
2

n
3
2
jest zbie»ny (bo

∑∞
n=1

1

n
3
2
jest zbie»ny) zatem na mocy kry-

terium porównawczego
∑∞

n=1an tak»e jest zbie»ny.

3.5 1. Jest. Stosujemy kryterium porównawcze szacuj¡c nasz ci¡g z góry np. przez√
n

n2 (dowolna dodatnia pot¦ga n ro±nie szybciej ni» logarytm).

2. Jest.

3. Nie jest. Szacujemy z doªu przez ci¡g n5

2n6 = 1
2n .

4. Jest. Szacujemy z góry przez ci¡g geometryczny, np. (23)n.

5. Nie jest.

6. Jest. limn→∞ n
√
n = 1, wiec mo»na oszacowa¢ nasz ci¡g np. przez 2

n2 (oczywi-
±cie dla dostatecznie du»ych n)
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7. Nie jest. Policzy¢ granic¦ ci¡gu an.

8. Jest.

3.6 1. limn→∞
an+1

an
= limn→∞

3n+1

(n+1)!
n!
3n = limn→∞

3
n+1 = 0 < 1. Zatem na mocy

kryterium d'Alemberta
∑∞

n=1an jest zbie»ny.

2. limn→∞
an+1

an
= limn→∞

(n+1)!
(n+1)n+1

nn

n! = (n+1)nn

(n+1)n+1 =
(

n
n+1

)n
= 1

e < 1. Zatem na

mocy kryterium d'Alemberta
∑∞

n=1an jest zbie»ny.

3. limn→∞
an+1

an
= limn→∞

(n)! (n+1)! 5n+1

(2n+2)! · (2n)!
(n−1)! n! 5n = limn→∞

n(n+1)5
(2n+1)(2n+2) =

5·limn→∞
n2+n

4n2+6n+2
= 51

4 > 1. Zatem na mocy kryterium d'Alemberta
∑∞

n=1an
jest rozbie»ny.

4. n3+3n

n! ≤ 2·3n
n! . Poka»emy nast¦pnie, za pomoc¡ kryterium d'Alemeberta, »e∑∞

n=1
2·3n
n! jest zbie»ny, a zatem na mocy kryterium porównawczego

∑∞
n=1an

tak»e jest zbie»ny.

lim
n→∞

2 · 3n+1

(n+ 1)!

n!

2 · 3n
= lim

n→∞

3

n+ 1
= 0 < 1

zatem zaiste
∑∞

n=1
2·3n
n! jest zbie»ny na mocy kryterium d'Alemberta, co ko«czy

wywód.

3.7 1. limn→∞ n
√
an = limn→∞

1
log2(n)

= 0 < 1. Zatem na mocy kryterium Cauchy'ego∑∞
n=1an jest zbie»ny.

2. limn→∞ n
√
an = limn→∞

(
4n+1
5n+1

)
= 4

5 < 1. Zatem na mocy kryterium Cau-

chy'ego
∑∞

n=1an jest zbie»ny.

3. limn→∞ n
√
an = limn→∞

n

√
n5

2 = limn→∞
( n
√
n)5

2 = 15

2 = 1
2 < 1. Zatem na mocy

kryterium Cauchy'ego
∑∞

n=1an jest zbie»ny.

4. Obliczmy limn→∞ n
√
an = limn→∞

2
n
√

log3(n)+3n
. Zauwa»my, »e

2
n
√

3n
≤ 2

n
√

log3(n) + 3n
≤ 2

n
√

2 · 3n

oraz limn→∞
2
n√3n = 2

3 , a tak»e limn→∞
2

n√2·3n = 2
3 . Zatem na mocy twierdzenia

o trzech ciagach limn→∞ n
√
an = 2

3 < 1, wi¦c na mocy kryterium Cauchy'ego∑∞
n=1an jest zbie»ny.

5. Obliczmy limn→∞ n
√
an = limn→∞

4
n
√

log10(n)+5n
. Zauwa»my, »e

4
n
√

5n
≤ 4

n
√

log10(n) + 5n
≤ 4

n
√

2 · 5n

oraz limn→∞
4
n√5n = 4

5 , a tak»e limn→∞
4

n√2·5n = 4
5 . Zatem na mocy twierdzenia

o trzech ciagach limn→∞ n
√
an = 4

5 < 1, wi¦c na mocy kryterium Cauchy'ego∑∞
n=1an jest zbie»ny.
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6. Poka»emy, »e
∑∞

n=1
7n6

2n jest zbie»ny. Zauwa»my, »e 7n6

2n ≥ | sin(n)|7n6

2n , zatem
na na mocy kryterium porównawczego otrzymamy, »e

∑∞
n=1an jest zbie»ny.

Obliczmy limn→∞
n

√
7n6

2n .

lim
n→∞

n

√
7n6

2n
= lim

n→∞

n
√

7n6

2
= lim

n→∞

( n
√
n)

6

2
=

1

2
< 1.

Zatem na mocy kryterium Cauchy'ego
∑∞

n=1
7n6

2n jest zbie»ny, co ko«czy wy-
wód.

7. Dla dostatecznie du»ych n zachodzi

n+ | cos(n)|
lnn(n)

≤ n+ 1

lnn(n)
≤ n+ 1

2n
≤ 2n

2n
.

Wyka»emy, »e
∑∞

n=1
2n
2n jest zbie»ny.

lim
n→∞

n

√
2n

2n
= lim

n→∞

n
√

2 n
√
n

2
=

1

2
< 1.

Zatem na mocy kryterium Cauchy'ego
∑∞

n=1
2n
2n jest zbie»ny. Ostatecznie, na

mocy kryterium porównawczego otrzymujemy, »e
∑∞

n=1an te» jest zbie»ny.

8. Zauwa»my, »e dla dostatecznie du»ych n zachodzi
sin( 1

3n
)

2
3n

< 1. Zatem dla

dostatecznie du»ych n mamy sin( 1
3n ) ≤ 2

3n wi¦c dla dostatecznie du»ych n:

n · sin
(

1

3n

)
≤ n 2

3n
= 2

n

3n
.

Poka»emy, »e
∑∞

n=12
n
3n jest zbie»ny.

lim
n→∞

n

√
2
n

3n
= lim

n→∞

n
√
n

3
=

1

3
< 1.

Zatem na mocy kryterium Cauchy'ego
∑∞

n=12
n
3n jest zbie»ny, wi¦c na mocy

kryterium porównawczego
∑∞

n=1an tak»e jest zbie»ny.

3.8 1. Zauwa»my, »e |an| = 1

(n)
1
2
oraz |an+1| = 1

(n+1)
1
2
zatem |an+1| ≤ |an|. Sprawd¹my

czy warunek konieczny tak»e jest speªniony.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−1)n+1 1

n
1
2

= 0

gdy» limn→∞
1

n
1
2

= 0. Zatem na mocy kryterium Leibniza szereg
∑∞

n=1an jest

zbie»ny.
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2. Zauwa»my, »e |an| = n
√

3 − 1 oraz |an+1| = n+1
√

3 − 1 zatem |an+1| ≤ |an|.
Sprawd¹my czy warunek konieczny tak»e jest speªniony.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−1)n+1(
n
√

3− 1) = lim
n→∞

= (−1)n+1(1− 1) = 0.

Zatem na mocy kryterium Leibniza szereg
∑∞

n=1an jest zbie»ny.

3.9 1. Zauwa»my, »e
∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1

n3

∣∣∣∣ =

∞∑
n=1

1

n3

jest zbie»ny. Zatem na mocy kryterium bezwzgl¦dnej zbie»no±ci szereg
∑∞

n=1an
jest zbie»ny.

2. Poka»emy, »e

∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

∣∣∣∣(−1)n+1 5− (−1)n

5n2

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

∣∣∣∣5− (−1)n

5n2

∣∣∣∣
jest zbie»ny. Zauwa»my, »e ∣∣∣∣5− (−1)n

5n2

∣∣∣∣ ≤ 6

5n2

oraz
∑∞

n=1
6

5n2 jest zbie»ny, gdy» 1
n2 jest zbie»ny. Zatem na mocy kryterium

porównawczego
∑∞

n=1

∣∣∣5−(−1)n5n2

∣∣∣ tak»e jest zbie»ny. Ostatecznie na mocy kry-

terium bezwzgl¦dnej zbie»no±ci stwierdzamy, »e szereg
∑∞

n=1an jest zbie»ny.

7.4 Granice funkcji

4.1 1. f(x) = 3+x
2−x =

x( 3
x
+1)

x( 2
x
−1) =

3
x
+1

2
x
−1 . Zauwa»my, »e:

lim
x→+∞

3

x
+ 1 = 1

lim
x→+∞

2

x
− 1 = −1

zatem na mocy wªasno±ci arytmetycznych granic zachodzi

lim
x→+∞

3
x + 1
2
x − 1

=
limx→+∞

3
x + 1

limx→+∞
2
x − 1

= −1.

Podobnie

lim
x→−∞

3

x
+ 1 = 1
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lim
x→−∞

2

x
− 1 = −1

zatem

lim
x→−∞

3
x + 1
2
x − 1

=
limx→−∞

3
x + 1

limx→−∞
2
x − 1

= −1.

Wyznaczmy teraz limx→2
3+x
2−x . Rozpatrzmy licznik; limx→2 3 + x = 3 + 2 = 5.

Zauwa»my, »e limx→2− 2 − x = 0 oraz dla x < 2 zachodzi 2 − x > 0 (mo-
»emy zatem u»y¢ symbolu [0+] na oznaczenie limx→2− 2− x). Zatem granica
lewostronna funkcji jest nast¦puj¡ca: limx→2−

3+x
2−x =∞.

Z drugiej strony dla x > 2 zachodzi 2− x < 0 (mo»emy zatem u»y¢ symbolu
[0−] na oznaczenie limx→2− 2 − x). Zatem granica prawostronna funkcji jest
nast¦puj¡ca: limx→2+

3+x
2−x = −∞.

Skoro limx→2−
3+x
2−x 6= limx→2+

3+x
2−x , to

3+x
2−x nie ma granicy dla x = 2.

2.

lim
x→+∞

x2 + 2x+ 4

x2 − 3
= lim

x→+∞

x2(1 + 2
x + 4

x)

x2(1− 3
x)

= lim
x→+∞

1

1
= 1

lim
x→−∞

x2 + 2x+ 4

x2 − 3
= lim

x→−∞

x2(1 + 2
x + 4

x)

x2(1− 3
x)

= lim
x→−∞

1

1
= 1

Sprawd¹my, czy x2+2x+4
x2−3 ma granice w miejscach zerowych mianownika, czyli√

3 oraz −
√

3. Dla x =
√

3 licznik przymuje warto±¢ (
√

3)2 + 2
√

3 + 4 =
7 + 2

√
3 > 0. Mianownik za± d¡»y do 0 przyjmuj¡c warto±ci ujemne (dla

granicy lewostronnej) oraz dodatnie (dla granicy prawostronnej) co mo»na
zapisa¢ symbolicznie nast¦puj¡co:

lim
x→
√
3
−
x2 − 3 = [0−],

lim
x→
√
3
+
x2 − 3 = [0+].

Zatem

lim
x→
√
3
−

x2 + 2x+ 4

x2 − 3
= −∞,

lim
x→
√
3
+

x2 + 2x+ 4

x2 − 3
= +∞,

czyli x
2+2x+4
x2−3 nie ma granicy w

√
3.

Dla x = −
√

3 obliczenia s¡ analogiczne; licznik przyjmuje warto±¢ (−
√

3)2 −
2
√

3 + 4 = 7− 2
√

3 > 0. Mianownik za± d¡»y do 0 przy czym

lim
x→−

√
3
−
x2 − 3 = [0+],
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lim
x→−

√
3
+
x2 − 3 = [0−].

Zatem

lim
x→−

√
3
−

x2 + 2x+ 4

x2 − 3
= +∞,

lim
x→−

√
3
+

x2 + 2x+ 4

x2 − 3
= −∞,

czyli x
2+2x+4
x2−3 nie ma granicy w −

√
3.

3. Zauwa»my, »e x2+4−8
x+2 = (x+2)(x−2)

(x+2) = x− 2.

lim
x→+∞

x− 2 =∞,

lim
x→−∞

x− 2 = −∞,

lim
x→−2

x− 2 = −2− 2 = −4.

4. Zauwa»my, »e x2−8x+15
x2−13x+30

= (x−3)(x−5)
(x−3)(x−10) = x−5

x−10 .

lim
x→+∞

x− 5

x− 10
= 1,

lim
x→−∞

x− 5

x− 10
= 1,

lim
x→3

x− 5

x− 10
=

3− 5

3− 10
=

2

7
.

Zbadajmy granic¦ x−5
x−10 w drugim miejscu zerowym mianownika, czyli w 10.

Zauwa»my, »e licznik przyjmuje warto±¢ 10− 5 = 5 > 0. Mianownik za±:

lim
x→10−

x− 10 = [0−],

lim
x→10+

x− 10 = [0+].

Zatem

lim
x→10−

x− 5

x− 10
= −∞,

lim
x→10+

x− 5

x− 10
= +∞,

wi¦c x−5
x−10 nie ma granicy w 10.
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5. Zauwa»my, »e

3x2 − 5x− 2

5x2 − 20
=

3(x− 2)(x+ 1
3)

5(x− 2)(x+ 2)
=

3(x+ 1
3)

5(x+ 2)
.

lim
x→+∞

3(x+ 1
3)

5(x+ 2)
=

3

5
,

lim
x→−∞

3(x+ 1
3)

5(x+ 2)
=

3

5
,

lim
x→2

3(x+ 1
3)

5(x+ 2)
=

37
3

5 · 4
=

7

20
.

Obliczmy granic¦ w −2. Zauwa»my »e granica licznika to limx→−2 3(x+ 1
3) =

3(−5
3) = −5 < 0. Za±

lim
x→−2−

5(x+ 2) = [0−],

lim
x→−2+

5(x+ 2) = [0+].

Zatem

lim
x→−2−

3(x+ 1
3)

5(x+ 2)
= +∞,

lim
x→−2+

3(x+ 1
3)

5(x+ 2)
= −∞,

wi¦c
3(x+ 1

3
)

5(x+2) nie ma granicy w −2.

6. Zauwa»my, »e 2x3+250
x2+4x−5 = 2(x+5)(x2−5x+25)

(x−1)(x+5) = 2(x2−5x+25)
x−1 .

lim
x→+∞

2(x2 − 5x+ 25)

x− 1
= +∞,

lim
x→−∞

2(x2 − 5x+ 25)

x− 1
= +∞,

lim
x→−5

2(x2 − 5x+ 25)

x− 1
=

2(25 + 25 + 25)

−5− 1
=

150

−6
= −25.

Obliczmy granic¦ w 1. limx→1 2(x2 − 5x+ 25) = 2(21) = 42 > 0.

lim
x→1−

x− 1 = [0−],

lim
x→1−

x− 1 = [0+],
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zatem

lim
x→1−

2(x2 − 5x+ 25)

x− 1
= −∞,

lim
x→1−

2(x2 − 5x+ 25)

x− 1
= +∞,

wi¦c 2(x2−5x+25)
x−1 nie ma granicy w 1.

7. Zauwa»my, »e x3−9x2+26x−24
x2−6x+8

= (x−2)(x−3)(x−4)
(x−2)(x−4) = x− 3.

lim
x→+∞

x− 3 =∞,

lim
x→−∞

x− 3 = −∞,

lim
x→2

x− 3 = 2− 3 = −1,

lim
x→4

x− 3 = 4− 3 = 1.

8. Zauwa»my, »e x2−12x+35
x3−14x2+63x−78 = x2−12x+35

(x+1)(x2−15x+78)
. Wiemy zatem, »e miejscem

zerowym mianownika jest −1. Sprawd¹my, czy mianownik (czyli x2−15x+78)
ma inne miejsca zerowe. Obliczmy wyró»nik

∆ = (−15)2 − 4 · 1 · 78 = 225− 4 · 78 = 225− 312 = −87 < 0

skoro ∆ < 0, to x2 − 15x + 78 nie ma rzeczywistych miejsc zerowych, a wi¦c
nie ma innych miejsc zerowych mianownika poza −1.

Zauwa»my, »e dla x = −1 licznik przyjmuje warto±¢ (−1)2 − 12(−1) + 35 =
48 > 0. Za± (x2 − 15x+ 78) przyjmuje warto±¢ 1 + 15 + 78 = 94 > 0.

lim
x→−1−

(x+ 1)(x2 − 15x+ 78) = [0−],

lim
x→−1+

(x+ 1)(x2 − 15x+ 78) = [0+],

zatem

lim
x→−1−

x2 − 12x+ 35

(x+ 1)(x2 − 15x+ 78)
= −∞,

lim
x→−1+

x2 − 12x+ 35

(x+ 1)(x2 − 15x+ 78)
= +∞,

wi¦c x2−12x+35
(x+1)(x2−15x+78)

nie ma granicy w −1.

4.2 1. Zauwa»my, »e

x sin

(
1

x

)
=

sin
(
1
x

)
1
x

.
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Skorzystamy z faktu, »e limx→0
sin(x)
x = 1. Zatem

lim
x→+∞

x sin

(
1

x

)
= lim

x→+∞

sin
(
1
x

)
1
x

= lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Obliczmy limx→0 x sin
(
1
x

)
= limx→0

sin( 1
x)

1
x

. Zauwa»my, »e limx→0+
1
x = +∞,

za± limx→0−
1
x = −∞. Licznik jest za± ograniczony (−1 ≤ sinx ≤ 1). Zatem

limx→0
sin( 1

x)
1
x

= 0.

2. 1
x sinx = sinx

x .

lim
x→0

sinx

x
= 1.

lim
x→+∞

sinx

x
= 0

gdy» mianownik d¡»y do niesko«czono±ci, a licznik jest ograniczony.

3. Zauwa»my, »e a sin bx
cx = sin bx

bx
abx
cx = sin bx

bx
ab
c .

lim
x→0

sin bx

bx

ab

c
=
ab

c
,

lim
x→+∞

sin bx

bx

ab

c
= lim

x→+∞

sin bx

x

a

c
= 0.

4.3

limx→7− [x] = 6,

limx→7+ [x] = 7,

zatem [x] nie ma granicy w 7.

4.4 Zauwa»my, »e

√
x(x−

√
x2 − 1) =

√
x(x−

√
x2 − 1)

√
x+
√
x2 − 1√

x+
√
x2 − 1

=

√
x(x2 − (x2 − 1))√
x+
√
x2 − 1

=

√
x√

x+
√
x2 − 1

=
1√

1 +
√

1− 1
x2

.

lim
x→+∞

1√
1 +

√
1− 1

x2

=
1√

1 +
√

1
=

1√
2
,

lim
x→−∞

1√
1 +

√
1− 1

x2

=
1√
2
.
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4.5 1. limx→0 f(x) = 0.

2. f(x) nie ma granicy w 0.

4.6 1. limx→0 f(x) = 0.

limx→1 f(x) = 0.

2. limx→0 f(x) = 0.

f(x) nie ma granicy w 1. Granica lewostronna jest równa 0, a granica prawo-
stronna 1.

7.5 Pochodne

5.2 1. −2 cos(x) sin(x)− cos(x)

2. 3x2e−x
2 − 2x4e−x

2

3. −3 tg(3x)

4. 3x2 + 2xex
2

5. − cos(cos(x3)) sin(x3)3x2

6. 6x+ 6x2 − 4 sin(x)

7. − sin(ln(x))
x − 1

x2

5.3 1. − 1
sin2(x)

= −1− ctg2(x).

2. − sin(x)x2−2x cos(x)
x4

= − sin(x)x+2 cos(x)
x3

.

3. ex cos(x)+ex sin(x)
cos2(x)

= ex cos(x)+sin(x)
cos2(x)

.

4. (2x+cos(x))ex−(x2+sin(x))ex

e2x
= (2x+cos(x))−(x2+sin(x))

ex .

5.
1
x
(2+cos(x))+ln(x) sin(x)

(2+cos(x))2
.

6. −e
3x(2x+3)+3e3x(x2+3x+2)

(x2+3x+2)2
= e3x 3x2+7x+3

(x2+3x+2)2
.

7. (2x+ex)(x2+cos(x)+2)−(x2+ex)(2x−sin(x))
(x2+cos(x)+2)2

.

8. 2xe(x
2)(x2+2)−(e(x2)+3)2x

(x2+2)2
.

5.4 tg(α) = −1 zatem α = 3π
4 .

5.5 S¡ dwa takie miejsca: x1 = −1 (wtedy y1 = 7) oraz x2 = 3 (wtedy y2 = −25).
Zatem szukane punkty to (−1, 7) oraz (3,−25).

5.6 1. y = −x+ 1, α = arctg(−1) = −π
4

2. y = 10(x− 2) + 7 , α = arctg(10)

3. y = x− 1 , α = arctg(1) = π
4
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4. y = −1
2(x− 1) + 2, α = arctg(−1

2)

5.7 Twierdzimy, »e f ma pochodn¡ dokªadnie w punktach x postaci π2 +2kπ dla k ∈ Z.
Poka»emy najpierw, »e je±li funkcja f ma w jakim± punkcie x pochodn¡, to x =
π
2 + 2kπ dla pewnego k ∈ Z. Istotnie: dla dowolnej funkcji g je±li g ma w punkcie y
pochodn¡, to g jest ci¡gªa w y. Wystarczy wi¦c pokaza¢, »e f jest ci¡gªa jedynie w
takich punktach x, »e dla pewnego k ∈ Z zachodzi równo±¢ x = π

2 +2kπ. Rozwa»my
dowolny punkt y, który nie jest opisanej postaci i ustalmy dowolne ε > 0. Liczba y
albo jest wymierna, albo niewymierna.

Je±li y ∈ Q, to f(y) = 1. Zauwa»my jednak, »e dla dowolnego ε w przedziale
(y− ε, y+ ε) b¦d¡ istnie¢ punkty niewymierne, których warto±ci b¦d¡ mniejsze ni»
1+sin(y)

2 (warto±ci f w punktach niewymiernych s¡ dowolnie bliskie sin(y), wi¦c nie
s¡ dowolnie bliskie 1, wi¦c w pewnym otoczeniu y b¦d¡ mniejsze ni» ±rednia z 1 i
sin(y)), czyli z de�nicji ci¡gªo±ci f nie jest ci¡gªa w y.

Je±li y nie jest wymierne, to f(y) = sin(y) 6= 1 na mocy zaªo»enia, »e y 6= π
2 + 2kπ,

ale dla dowolnego ε w przedziale (y − ε, y + ε) b¦d¡ istnie¢ punkty wymierne, i w
tych punktach f b¦dzie przyjmowa¢ warto±¢ 1. Zatem i w takim wypadku f nie
jest ci¡gªa w y.

Pokazali±my, »e je±li f ma w punkcie x pochodn¡, to x = π
2 + 2kπ dla pewnego

k ∈ Z. Poka»emy teraz, »e je±li x0 jest tej postaci, to f ma w punkcie x0 pochodn¡.
Mianowicie dla dowolnego y zachodz¡ nierówno±ci:

sin(y) ≤ f(y) ≤ 1,

przy czym rzecz jasna, jedna z powy»szych nierówno±ci to tak naprawd¦ równo±¢.
Zachodzi tak»e równo±¢:

sin(x0) = f(x0) = 1.

Mamy zatem:

sin(x0 + h)− 1

h
≤ f(x+ h)− f(x)

h
≤ 1− 1

h
.

Wyra»enie z prawej strony nierówno±ci jest oczywi±cie stale równe 0, granica wy-
ra»enia z lewej strony nierówno±ci to pochodna funkcji sin w x0, czyli tak»e 0,
zatem na mocy twierdzenia o trzech funkcjach granica wyra»enia po±rodku przy h
d¡»¡cym do 0, czyli pochodna funkcji h w punkcie x0, istnieje i wynosi 0.

5.8 Poka»emy najpierw, »e f jest ró»niczkowalna w 0. Mamy bowiem:

−h2 − 0

h
≤
h2 sin( 1

h)− 0

h
≤ h2 − 0

h
,
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wyra»enia z lewej i prawej strony d¡»¡ do 0 przy h d¡»¡cym do 0, zatem na mocy
twierdzenia o trzech funkcjach ±rodkowe wyra»enie, pochodna funkcji f , równie»
d¡»y do 0. Zatem f ′(0) = 0.

Dla x 6= 0 mo»emy obliczy¢ pochodn¡ w zwykªy sposób. Wynosi ona

2x sin
1

x
+ x2

−1

x2
cos

1

x
= 2x sin

1

x
− cos

1

x
.

Skªadnik 2x sin 1
x d¡»y do 0 przy x d¡»¡cym do 0. Jednak cos 1

x przy x d¡»¡cym do
0 w ogóle nie zbiega do »adnej granicy, gdy» dowolnie blisko punktu 0 przyjmuje
warto±ci 1, jak i −1.

Funkcja f jest zatem ró»niczkowalna na R, ale jej pochodna nie jest funkcj¡ ci¡gª¡.

5.10 1. Zbadamy przebieg zmienno±ci funkcji f : R→ R danej wzorem

f(x) = x3 − 3x+ 2.

�atwo stwierdzamy, »e limx→∞ f(x) = +∞, a limx→−∞ f(x) = −∞.
Zbadajmy miejsca zerowe funkcji f. Skoro f(1) = 0, to wielomian (x − 1)
dzieli x3 − 3x + 2. Wykonawszy to dzielenie, stwierdzamy, »e x3 − 3x + 2 =
(x− 1)(x2 + x− 2) = (x− 1)2(x+ 2), zatem jedyne miejsca zerowe funkcji f
to 1,−2.

Ustalmy teraz, gdzie f jest rosn¡ca, a gdzie malej¡ca. Mamy

f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x− 1)(x+ 1).

Zatem pochodna funkcji f jest dodatnia, gdy x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞), a
ujemna gdy x ∈ (−1, 1).

Wynika st¡d, »e f jest rosn¡ca dla x ∈ (−∞,−1), osi¡ga maksimum lokalne
w −1, gdzie jej warto±¢ wynosi 4, pó¹niej maleje na przedziale (−1, 1), osi¡ga
minimum lokalne w 1, gdzie jej warto±¢ wynosi 0, po czym ro±nie na póªprostej
(1,+∞), d¡»¡c do niesko«czono±ci.

2. Niech f(x) = x+3
x2−1 . Zbadamy granice f przy x d¡»¡cym do ±∞ oraz ±1.

�atwo stwierdzamy, »e

lim
x→+∞

x+ 3

x2 − 1
= lim

x→+∞

1
x + 3

x2

1− 1
x2

=
0 + 0

1− 0
= 0.

Podobnie limx→−∞
x+3
x2−1 = 0.

Skoro x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1), to granica lewostronna x2 − 1 przy x d¡»¡cym
do 1 wynosi 0, przy czym wyra»enie (x − 1)(x + 1) jest dla x < 1 ujemne,
podobnie dla x > 1 jest dodatnie. Mamy zatem
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lim
x→1−

x+ 3

x2 − 1
=

[
4

0−

]
= −∞

lim
x→1+

x+ 3

x2 − 1
=

[
4

0+

]
= +∞

Podobnie stwierdzamy, »e:

lim
x→−1−

x+ 3

x2 − 1
=

[
2

0+

]
= +∞

lim
x→−1+

x+ 3

x2 − 1
=

[
2

0−

]
= −∞.

�atwo sprawdzamy, »e jedyne miejsce zerowe funkcji f to x = −3. Wystarczy
wi¦c ju» tylko zbada¢ przebieg zmienno±ci f. Mamy:

f ′(x) =
(x+ 3)′(x2 − 1)− (x+ 3)(x2 − 1)′

(x2 − 1)2
=
x2 − 1− 2x2 − 6x

(x2 − 1)2
= −x

2 + 6x+ 1

(x2 − 1)2
.

Poniewa» znak funkcji f ′ stronie zale»y tylko od znaku wyra»enia w liczniku
(gdy» (x2−1)2 jest zawsze dodatnie), stwierdzamy, »e f ′(x) < 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy

x ∈ (−∞,−3− 2
√

2) ∪ (−3− 2
√

2,−3 + 2
√

2, 1) ∪ (1 +∞),

a f ′(x) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

x ∈ (−3− 2
√

2,−1) ∪ (−1,−3 + 2
√

2).

Funkcja f jest wi¦c rosn¡ca na przedziaªach x ∈ (−3− 2
√

2,−1) ∪ (−1,−3 +
2
√

2) a malej¡ca na caªej swojej dziedzinie poza tymi przedziaªami. W punkcie
−3− 2

√
2 osi¡ga minimum lokalne, a w punkcie 3 + 2

√
2 maksimum lokalne.

Warto±ci w tych punktach wynosz¡ odpowiednio

(−3− 2
√

2) + 3

(−3− 2
√

2)2 − 1
=
−
√

2

8 + 6
√

2

oraz

(−3 + 2
√

2) + 3

(−3 + 2
√

2)2 − 1
=

√
2

8− 6
√

2

Ekstrema te nie s¡ ekstremami globalnymi, bo funkcja f d¡»y w niektórych
punktach jednostronnie do granic +∞ oraz −∞ (osi¡ga wi¦c z de�nicji war-
to±ci zarówno dowolnie du»e, jak i dowolnie maªe).
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3. Zbadamy przebieg zmienno±ci funkcji f : R → R danej wzorem f(x) = x2+3
x2+1

.
Na pocz¡tku zauwa»my, »e

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→∞

1 + 3
x2

1 + 1
x2

=
1 + 0

1 + 0
= 1.

Podobnie limx→−∞ f(x) = 1.

Dalej, stwierdzamy, ze f nie ma miejsc zerowych, bo wyra»enie x2 + 3 jest
zawsze dodatnie.

Ustalmy, gdzie f jest rosn¡ca, a gdzie jest malej¡ca. Obliczamy pochodn¡
funkcji f :

f ′(x) =
2x(x2 + 1)− (x2 + 3)2x

(x2 + 1)2
.

Czyli

f ′(x) =
−4x

(x2 + 1)2
.

Mianownik w powy»szym wyra»eniu jest zawsze dodatni, wi¦c znak f ′(x)
zale»y tylko od znaku licznika powy»szego wyra»enia. Wyra»enie −4x jest
ujemne, dla x > 0 i dodatnie dla x < 0. Wynika st¡d, »e funkcja f jest ro-
sn¡ca dla x ∈ (−∞, 0) i osi¡ga maksimum lokalne dla x = 0, gdzie f przyjmuje
warto±¢ 3. Nast¦pnie f maleje na póªprostej (0,+∞), gdzie dla x d¡»¡cych do
+∞ zbiega do 1.

4. Zbadamy przebieg zmienno±ci funkcji f : R \ {−2, 1} → R danej wzorem

f(x) =
(x2 − 1)(x− 2)

x2 + x− 2
.

Obliczmy najpierw granice lewo- i prawostronne przy x→ −2. Mamy:

lim
x→−2−

f(x) = lim
x→−2−

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)

(x− 1)(x+ 2)

=

[
(−2− − 1)(−2− + 1)

(−2− − 2)(−2− + 2)

]
=

[
3

(−4)(0−)

]
=

[
3

0+

]
= +∞.

Analogicznie
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lim
x→−2+

f(x) = −∞.

Policzmy granice lewo- i prawostronne przy x→ 1. Zauwa»my, »e granic tych
nie mo»emy obliczy¢ bezpo±rednio korzystaj¡c z arytmetycznych wªasno±ci
granic, mieliby±my bowiem:

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)

(x− 1)(x+ 2)
→x→1−=

[
(0−)(2)(−1)

(0−)(3)

]
.

Otrzymujemy wi¦c wyra»enie postaci:[
0+

0−

]
.

Twierdzenie o arytmetycznych wªasno±ciach granic nie orzeka nic w wypadku
granic postaci 0

0 .

Zauwa»my jednak, »e

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)

(x− 1)(x+ 2)
=

(x+ 1)(x− 2)

x+ 2
.

Granic¦ ostatniego wyra»enia mo»na ju» za± wyliczy¢ wprost z arytmetycznych
wªasno±ci granic. Wynosi ona

2(−1)

3
= −3

2
.

�atwo wyliczamy granic¦ w ±∞. Mamy bowiem:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x− 1)(x+ 1)(x− 2)

(x− 1)(x+ 2)

= lim
x→+∞

(x+ 1)(x− 2)

x+ 2

= lim
x→+∞

x2 − x− 2

x+ 2

= lim
x→+∞

1− 1
x −

2
x2

1
x + 2

x2

=

[
1− 0+ − 0+

0+ + 0+

]
= +∞.

Analogicznie

lim
x→−∞

f(x) = −∞.
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Jedynymi miejscami zerowymi funkcji f s¡ rzecz jasna punkty −1, 2. Punkt 1
nie jest miejscem zerowym funkcji f , bo 1 nie nale»y do jej dziedziny (zreszt¡
f nie d¡»y nawet do 0 przy x→ 1).

Ustalmy teraz, gdzie f ro±nie, gdzie maleje, i gdzie przyjmuje ekstrema. Mamy

f ′(x) =

(
x2 − x− 1

x+ 2

)′
=

(2x− 1)(x+ 2)− (x2 − x− 1)

(x+ 2)2
=

(x2 + 4x− 1)

(x+ 2)2
.

Poniewa» mianownik powy»szego wyra»enia jest zawsze nieujemny, znak po-
chodnej zale»y tylko od znaku licznika tego» wyra»enia. �atwo sprawdzamy,
»e licznik x2 + 4x− 1 jest dodatni dokªadnie wtedy, gdy

x ∈ (−∞,−2−
√

3) ∪ (−2 +
√

3,+∞).

Jest za± ujemny, gdy

x ∈ (−2−
√

3,−2 +
√

3).

Funkcja f jest zatem rosn¡ca dla

x ∈ (−∞,−2−
√

3).

W punkcie −2−
√

3 osi¡ga maksimum lokalne, w którym przyjmuje warto±¢

(−1−
√

3)(−3−
√

3)√
3

= −7 + 5
√

3√
3

.

Nast¦pnie funkcja zaczyna male¢ d¡»¡c lewostronnie do −∞ przy x → −2.
Nast¦pnie maleje (d¡»¡c do +∞ przy x zbiegaj¡cym prawostronnie do −2)
na przedziale (−2,−2 +

√
3). W punkcie −2 +

√
3 osi¡ga minimum lokalne, w

którym przyjmuje warto±¢

7− 5
√

3√
3

.

Nast¦pnie ro±nie na przedziale (−2+
√

3, 1), a nast¦pnie na przedziale (1,+∞)
d¡»¡c do niesko«czono±ci przy x→ +∞.

5. Zbadamy przebieg funkcji f : R → R danej wzorem f(x) = sinx − cosx.
Funkcja f nie ma granic ani w +∞, ani w −∞, bo f(x) = 0 we wszystkich
punktach postaci π4 + 2kπ dla k ∈ Z oraz f(x) = 1 we wszystkich punktach
postaci π2kπ dla k ∈ Z.
Zbadajmy przebieg zmienno±ci f . Mamy

f ′ = cosx+ sinx.
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Skoro

cosx+ sinx = sin
(
x+

π

2

)
+ sinx

= 2 sin
(
x+

π

4

)
cos

π

4

=
√

2 sin
(
x+

π

4

)
.

Skoro sinx > 0 dokªadnie wtedy, gdy x ∈ (2kπ, (2k+1)π) dla pewnego k ∈ Z,
to

√
2 sin

(
x+

π

4

)
> 0

dokªadnie wtedy, gdy x ∈ (2kπ − π
4 , (2k + 1)π − π

4 ) dla pewnego k ∈ Z.
Podobnie

√
2 sin

(
x+

π

4

)
< 0

dokªadnie wtedy, gdy x ∈ ((2k + 1)π − π
4 , 2kπ −

π
4 ) dla pewnego k ∈ Z.

Zatem f jest rosn¡ca na przedziaªach postaci (2kπ − π
4 , (2k + 1)π − π

4 ), za±
malej¡ca na przedziaªach postaci ((2k + 1)π − π

4 , 2kπ −
π
4 ). Wynika st¡d, »e

minima lokalne osi¡ga dokªadnie punktach postaci 2kπ − π
4 , w tych punk-

tach przestaje bowiem male¢, a zaczyna rosn¡¢. Podobnie maksima osi¡ga w
punktach postaci (2k + 1)π − π

4 .

Poniewa» funkcja f jest okresowa z okresem 2π (jako ró»nica dwóch funk-
cji okresowych), f przyjmuje w wymienionych punktach równie» maksima i
minima globalne. Warto±ci w tych punktach to

sin
(
−π

4

)
− cos

(
−π

4

)
= −
√

2

2
−
√

2

2
= −
√

2

oraz

sin

(
3π

4

)
− cos

(
3π

4

)
=

√
2

2
+

√
2

2
=
√

2.

6. Zbadamy przebieg zmienno±ci funkcji f : R→ R danej wzorem

f(x) = sin2 x− sinx.

Funkcja f nie ma granic w +∞,−∞, na przykªad dlatego, »e dla wszystkich
x postaci kπ, gdzie k ∈ Z przyjmuje warto±¢ 0, a dla dowolnego x postaci
−π

2 + 2kπ, gdzie k ∈ Z przyjmuje warto±¢ 2. Istniej¡ za± zarówno dowolnie
du»e, jak i dowolnie maªe liczby obu wymienionych postaci, wi¦c z de�nicji f
nie ma granic w ±∞.
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Zbadajmy miejsca zerowe funkcji f . Mamy

f(x) = sin2 x− sinx = sinx(sinx− 1).

Zatem f(x) = 0 dokªadnie wtedy, gdy sinx = 0 lub sinx = 1. Czyli miejscami
zerowymi f s¡ dokªadnie liczby postaci kπ dla k ∈ Z oraz π

2 + kπ dla k ∈ Z.
Zbadajmy teraz przebieg zmienno±ci f. Mamy

f ′(x) = 2 sinx cosx− cosx = 2 cosx

(
sinx− 1

2

)
.

Zbadajmy na pocz¡tek przebieg zmienno±ci f na przedziale (0, 2π). Funkcja
cosx jest dodatnia dla x ∈ (0, π2 ) ∪ (3π2 , 2π), jest za± ujemna dla x ∈ (π2 ,

3π
2 ).

Funkcja sinx − 1
2 jest dodatnia dla x ∈ (π4 ,

3π
4 ), jest za± ujemna dla x ∈

(0, π4 ) ∪ (3π4 , 2π). Wynika st¡d, »e iloczyn tych dwu funkcji, czyli pochodna
funkcji f , osi¡ga warto±ci dodatnie dla

x ∈
(π

4
,
π

2

)
∪
(

3π

4
,
3π

2

)
.

Jest za± ujemna dla

x ∈
(

0,
π

4

)
∪
(
π

2
,
3π

4

)
∪
(

3π

2
, 2π

)
.

W punktacch 0 oraz 2π pochodna funkcji f równie» jest ujemna.

Uwzgl¦dniwszy jeszcze okresowo±¢ funkcji f wnioskujemy z badania jej po-
chodnej, »e f jest rosn¡ca na przedziaªach postaci(π

4
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

)
,

gdzie k ∈ Z. Funkcja f osi¡ga maksima lokalne w punktach postaci π2 + 2kπ,
przyjmuj¡c w nich warto±¢ 0. Nast¦pnie f maleje na przedziaªach postaci(

π

2
+ 2kπ,

3π

4
+ 2kπ

)
,

gdzie k ∈ Z. Osi¡ga minima lokalne w punktach postaci 3π
4 + 2kπ przyjmuj¡c

w nich warto±¢ −1
4 . Potem f ro±nie na przedziaªach postaci(

3π

4
+ 2kπ,

3π

2
+ 2kπ

)
.

W punktach postaci 3π
2 + 2kπ osi¡ga maksima lokalne, w których przyjmuje

warto±¢ (−1)2− (−1) = 2. Jest to najwi¦ksza warto±¢ funkcji f. Nast¦pnie na
przedziaªach postaci

60



(
3π

2
+ 2kπ,

9π

4
+ 2kπ

)
funkcja f ponownie maleje i przyjmuje w punktach postaci 9π

4 + 2kπ (czyli w
punktach postaci π4 + 2kπ) minima osi¡gaj¡c w nich warto±¢ −1

4 .

7. Zbadamy przebieg funkcji f : R→ R danej wzorem

f(x) = ex(x+ 1)(x+ 3).

Wszystkie czªony powy»szego iloczynu d¡»¡ do +∞ przy x→ +∞, zatem na
mocy arytmetycznych wªasno±ci granic

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Zbadajmy granic¦ funkcji f przy x→ −∞. Mamy wówczas:

lim
x→−∞

ex(x+ 1)(x+ 3) = lim
x→−∞

x2 + 4x+ 3

e−x
.

Na mocy Twierdzenia de l'Hospitala ostatnia granica jest równa:

lim
x→−∞

2x+ 4

−e−x
,

ta za±, ponownie na mocy Twierdzenia de l'Hospitala wynosi:

lim
x→−∞

2

e−x
=

[
2

+∞

]
= 0.

Zatem limx→−∞ e
x(x2 + 4x+ 3) = 0.

Zbadajmy teraz przebieg zmienno±ci funkcji f. Mamy

f ′(x) = ex(x2 + 4x+ 3) + ex(2x+ 4) = ex(x2 + 6x+ 7).

Wyra»enie ex jest dodatnie dla wszystkich liczb rzeczywistych. Zatem znak
pochodnej funkcji f zale»y tylko od znaku wyra»enia (x2 + 6x+ 7). Znak ów
jest dodatni dla

x ∈ (−∞,−3− 2
√

2) ∪ (−3 + 2
√

2,+∞).

Jest za± ujemny dla

x ∈ (−3− 2
√

2,−3 + 2
√

2)

Zatem funkcja f jest rosn¡ca na póªprostej (−∞,−3 − 2
√

2) (przy czym dla
x → −∞ d¡»y do zera). W punkcie −3 − 2

√
2 osi¡ga maksimum lokalne, w
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którym przyjmuje warto±¢ e−3−2
√
2(8 + 4

√
2). Nie jest to maksimum globalne

funkcji f , bo przy x → +∞ d¡»y ona do +∞, czyli osi¡ga dowolnie du»e
warto±ci. Nast¦pnie f maleje na przedziale (−3− 2

√
2,−3 + 2

√
2). W punkcie

(−3+2
√

2) osi¡ga minimum lokalne, w którym przyjmuje warto±¢ e−3+2
√
2(8−

4
√

2). Nie jest to minimum globalne, bo to liczba dodatnia, a przy x → −∞
funkcja f osi¡ga warto±ci dowolnie bliskie 0.

Na póªprostej (−3 + 2
√

2,+∞) funkcja f jest rosn¡ca i d¡»y do +∞.
8. Rozwa»amy funkcj¦ f : (0,+∞)→ R dan¡ wzorem

f(x) = x lnx.

Znajdziemy najpierw granic¦ prawostronn¡ tej funkcji przy x→ 0 oraz granic¦
przy x→ +∞.
Poniewa» lnx → −∞ dla x → 0, nie mo»emy ustali¢ granicy lewostronnej
funkcji f w punkcie 0 wprost z twierdzenia o arytmetycznych wªasno±ciach
granic. Mamy jednak

x lnx =
lnx
1
x

.

Mamy za±

(lnx)′

( 1x)′
=

1
x
−1
x2

= −x

Czyli na mocy Twierdzenia de l'Hospitala f(x) d¡»y do 0 przy x d¡»¡cym do
0.

Granica f(x) przy x d¡»acym do +∞ to rzecz jasna +∞, bo zarówno x, jak
i ln(x) d¡»¡ do +∞ przy x d¡»¡cym do +∞.
Zbadamy teraz przebieg zmienno±ci funkcji f. Pochodna f dana jest wzorem

f ′(x) = x′ lnx+ x(lnx)′ = lnx+ 1.

Warunek

lnx+ 1 > 0,

tzn. lnx > −1 jest speªniony wtedy i tylko wtedy, gdy x > e−1 (bo ln jest
funkcj¡ monotonicz¡), podobnie lnx < −1 wtedy i tylko wtedy, gdy x < e−1.

Wynika st¡d, »e x lnx jest funkcj¡ malej¡c¡ dla x < e−1, rosn¡c¡ dla x > e−1,
za± w punkcie e−1 osi¡ga minimum globalne, w którym warto±¢ wynosi

e−1 ln(e−1) = −e−1.

Miejsca zerowe f wyznaczamy obserwuj¡c, »e równo±¢
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x lnx = 0

mo»e zachodzi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0 lub lnx = 0, co zachodzi
dokªadnie wtedy, gdy x = 1.

5.13 Niech h oznacza wysoko±¢ prostopadªo±cianu, a V− jego obj¦to±¢. Obj¦to±¢ oczy-
wi±cie zale»y od pola podstawy i wysoko±ci. Mamy nast¦puj¡cy wzór

V (h) = S · h

Niech x, y oznaczaj¡ dªugo±¢ kraw¦dzi podstawy. Wtedy

S = x · y

a zatem y = S
x . Wysoko±¢ prostopadªo±cianu zatem wyra»a si¦ wzorem

h =

√
R2 − x2 − S2

x2

V (h) osi¡ga maksimum w tym samym punkcie, w którym funkcja f(x) = R2−x2−
S2

x2
osi¡ga maksimum. Zbadajmy zatem przebieg zmienno±ci tej ostatniej funkcji.

Mamy

f ′(x) = −2x− 2
S2

x3

Znajd¹my jej miejsca zerowe i zobaczmy, które z nich to maksimum (sprawdzimy,
»e pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny):

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −2x− 2
S2

x3
= 0 ⇐⇒ −2(x4 − S2) = 0

⇐⇒ −2(x2 − S)(x2 + S) = 0 (1)

A zatem jedynymi miejscami zerowymi tej funkcji s¡
√
S i −

√
S, przy czym tylko

to pierwsze jest dodatnie. Poniewa»

f ′(x) =
−2(x2 − S)(x2 + S)

x3

i x3 jest dodatni dla x > 0 (a takie rozpatrujemy), to funkcja w
√
S zmienia znak

z dodatniego na ujemny, a zatem
√
S to szukane maksimum. St¡d dla

x =
√
S

y =
√
S

h =
√
R2 − 2S

Obj¦to±¢ prostopadªo±cianu b¦dzie maksymalna.
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5.15 Ustalimy, jakie jest najwi¦ksze pole prostok¡ta o obwodzie 4.

Niech a, b oznaczaj¡ dªugo±ci boków prostok¡ta. Zauwa»my, »e je±li obwód prosto-
k¡ta wynosi 4, to a = 2− b. Wynika st¡d, »e pole prostok¡ta jest dane wzorem

P = ab = b(2− b) = 2b− b2.

Mo»emy potraktowa¢ pole P jako funkcj¦ dªugo±ci boku b. Mamy wówczas

P ′(b) = 2− 2b.

Wynika st¡d, »e P ′(b) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy b = 1. Poniewa» b przyjmuje
warto±ci w przedziale [0, 4], mo»liwymi punktami poªo»enia maksimum s¡ punkty
b = 0, b = 4 oraz b = 1. Je±li b = 0 lub b = 4, to P (b) = 0, nie jest to wi¦c
maksymalne mo»liwe pole. Dla b = 1 P (b) wynosi 1 i jest to szukana warto±¢.

5.16 Niech x, y oznaczaj¡ wspóªrz¦dne rogu prostok¡ta wpisanego w elips¦ o równaniu
x2+2y2 = 1 o bokach równolegªych do osi OX,OY , dla którego x oraz y przyjmuj¡
maksymalne warto±ci.

Pole takiego prostok¡ta wynosi 2x2y, a skoro y = 1√
2

√
1− x2, to mo»emy je zapisa¢

w postaci:

P (x) = 4
1√
2
x
√

1− x2.

(Rozwa»any prostok¡t jest sum¡ czterech prostok¡tów, z których ka»dy le»y w innej
¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych, st¡d czynnik 4). Mamy wówczas:

P ′(x) = 4
1√
2

(√
1− x2 − x 2x√

1− x2

)
= 4

1√
2

(
1− 2x2√

1− x2

)
.

Wynika st¡d, »e P ′(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

x = ± 1√
2
.

Skoro x jest maksymaln¡ warto±ci¡ pierwszej wspóªrz¦dnej osi¡gan¡ w badanym
prostok¡cie, to x > 0, czyli x ∈ [0, 1], bo x to pierwsza wspóªrz¦dna punktu le»¡cego
na elipsie o równaniu x2 + 2y2 = 1, to maksymalna warto±¢ P (x) jest osi¡gana dla
x = 0, x = 1 lub x = 1√

2
. Je±li x = 0 lub x = 1, to P (x) = 0, zatem maksymalna

warto±¢ funkcji P (x) jest osi¡gana dla x = 1√
2
i wynosi

4
1√
2

1√
2

√
1− 1

2
= 2
√

2.
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5.17 Ustalimy, jaka jest najwi¦ksza mo»liwa obj¦to±¢ sto»ka o polu powierzchni π.

Pole powierzchni sto»ka wynosi

P = πrl + πr2,

gdzie r to dªugo±¢ promienia podstawy sto»ka, a l to dªugo±¢ jego tworz¡cej. Je±li
P = π, to zachodzi równo±¢

l =
1− r2

r
.

Obj¦to±¢ sto»ka dana jest wzorem

V =
1

3
πr2H,

gdzie H mo»emy wyznaczy¢ korzystaj¡c z twierdzenia Pitagorasa

H =
√
l2 − r2.

Mamy wi¦c

V =
1

3
πr2
√

(1− r2)2
r2

− r2 =
1

3
r2π

√
1− 2r2

r2
=

1

3
πr
√

1− 2r2.

Powy»szym wzorem mo»emy opisa¢ funkcj¦ V (r), zde�niowan¡ dla r ∈ [0, 1√
2
].

Mamy wówczas:

V ′(r) =
π

3

(√
1− 2r2 − 4r2

2
√

1− 2r2

)
=

1

3

(
1− 4r2√
1− 2r2

)
.

Pochodna zeruje si¦ wi¦c dla r = 1
2 . Dla r = 0 lub r = 1√

2
obj¦to±¢ wynosi 0, wi¦c

maksimum funkcji V jest przyjmowane w punkcie r = 1
2 i wynosi

1

3
π

1

2

√
1− 1

2
=

π

2
√

2
.

5.18 Ciaªo A w momencie t znajduje si¦ w punkcie (t−2, 0, a ciaªo B w punkcie (0, 3t−1).
Znajdziemy najmniejsz¡ odlegªo±¢, w jakiej znajd¡ si¦ ciaªa A i B.

Odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami A, B w chwili t dana jest wzorem

d(t) =
√

(t− 2)2 + (3t− 1)2.
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Ustalimy najpiew, dla jakiego tminimum osi¡ga funkcja d(t)2, czyli kwadrat funkcji
d(t). Mamy:

d(t)2 = (t− 2)2 + (3t− 1)2 = t2 − 2t+ 4 + 9t2 − 6t+ 1 = 10t2 − 8t+ 5.

Pochodna funkcji d(t)2 wyra»a si¦ wzorem:

(d(t)2)′ = 20t− 8.

Zatem pochodna d(t)2 jest ujemna dla t < 2
5 , dodatnia dla t > 2

5 . Zatem dla t < 2
5

kwadrat odlegªo±ci mi¦dzy A,B maleje, w chwili t = 2
5 osi¡ga minimum, a po tej

chwili ro±nie.

Skoro jednak d(t) jest funkcj¡ o warto±ciach nieujemnych, to maleje ona (ro±nie) do-
kªadnie wtedy, gdy maleje (ro±nie) jej kwadrat. Czyli minimum funkcji d(t) równie»
jest osi¡gane dla t = 2

5 . W tej chwili odlegªo±¢ mi¦dzy ciaªami A,B wynosi:√
(
2

5
− 2)2 + (3

2

5
− 1)2 =

√
64

25
+

1

25
=

√
65

5
.

5.19 Pewne ciaªo oscyluje wokóª punktu 0 w ten sposób, »e w chwili t znajduje si¦ w
punkcie e−t sin t. Jak¡ maksymalnie odlegªo±¢ od punktu 0 i pr¦dko±¢ osi¡gnie po
chwili 0?

Rozwa»my funkcj¦ f : [0,+∞)→ R dan¡ wzorem

f(t) = e−t sin t.

Funkcja f opisuje poªo»enie ciaªa f w chwili t. Aby ustali¢, jaka jest maksymalna
odlegªo±¢ badanego ciaªa od 0 zbadamy, jakie s¡ maksima i minima funkcji f , a
nast¦pnie sprawdzimy, które ma najwi¦ksz¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡.

Mamy

f ′(t) = −e−t sin t+ e−t cos t = e−t(cos t− sin t).

Funkcja f ′ przyjmuje warto±¢ 0 dokªadnie wtedy, gdy cos t = sin t, bo wyra»enie
e−t jest zawsze niezerowe.

Mamy:

cos t− sin t = sin
(
t+

π

2

)
+ sin(−t) = 2 sin

(π
4

)
cos
(
t+

π

4

)
=
√

2 cos
(
t+

π

4

)
.

Wynika st¡d, »e f ′ jest dodatnia dla t ∈
(−3π

4 + 2kπ, π4 + 2kπ
)
∩ [0,+∞) dla k ∈ Z,

a ujemna dla t ∈
(
π
4 + 2kπ, 5π4 + 2kπ

)
∩ [0,+∞) dla k ∈ Z. Funkcja f osi¡ga
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zatem ekstrema w punktach postaci π4 + kπ dla k ∈ N przyjmuj¡c w nich warto±ci

±
√
2
2 e
−π/4−kπ. Wynika st¡d, »e warto±¢ bezwzg¦dna funkcji f w ekstremach zale»y

tylko od wyra»enia e−π/4−kπ i jest najwi¦ksza dla k = 0. Wynosi wówczas

√
2

2
e−π/4.

Warto±¢ funkcji f dla t = 0 wynosi 0 i oczywi±cie jest co do warto±ci bezwzgl¦dnej

mniejsza ni»
√
2
2 e
−π/4. Zatem warto±¢

√
2
2 e
−π/4 jest maksymaln¡ warto±ci¡ funkcji

f.

Aby ustali¢, jaka jest najwi¦ksza pr¦dko±¢ badanego ciaªa musimy ustali¢, jakie s¡
maksima funkcji f ′(t). Obliczamy podobnie, jak dla f ′(t):

f ′′(t) =
(
e−t
√

2 cos
(
t+

π

4

))′
=
√

2
(
e−t sin

(
t+

3π

4

))′
= 2e−t cos(t+ π)

= −2e−t cos t.

Wynika st¡d, »e f ′′(t) jest dodatnia dla t ∈
(
π
2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ

)
∩ [0,+∞), a

ujemna dla t ∈
(
−π

2 + 2kπ, π2 + 2kπ
)
∩ [0,+∞). Funkcja f ′ osi¡ga wi¦c ekstrema

w punktach postaci π
2 + kπ dla k ∈ N. Warto±¢ f ′ w tych ekstremach wynosi

±(
√

2e−π/2−kπ) ·(
√
2
2 ) = ±e−π/2−kπ.Warto±¢ bezwzgl¦dna tego wyra»enia jest wi¦c

najwi¦ksza w ekstremach lokalnych dla k = 0, czyli dla t = π
2 i wynosi wówczas

e−π/2. Wystarczy jeszcze sprawdzi¢ warto±c f ′ dla t = 0. Wynosi ona wówczas
e−0(1 − 0) = 1 i oczywi±cie jest wi¦ksza ni» e−π/2. Zatem w tym przypadku naj-
wi¦ksza warto±¢ bezwgl¦dna funkcji f ′ nie jest osi¡gana w miejscu zerowym f ′′,
lecz na kra«cu przedziaªu okre±lono±ci. Wynosi ona 1.

5.9 1. Mamy (sinx)′ = cosx oraz (ex − 1)′ = ex, zatem

lim
x→0

(sinx)′

(ex − 1)′
= lim

x→0

cosx

ex
=

1

1
= 1.

Czyli na mocy reguªy de l'Hospitala

lim
x→0

sinx

ex − 1
= 1.

2. Zauwa»my najpierw, »e x lnx = lnx
1
x

. Zarówno licznik, jak i mianownik tego

wyra»enia d¡»¡ do niesko«czono±ci przy x d¡»¡cym prawostonnie do zera,
mo»emy wi¦c skorzysta¢ z twierdzenia de l'Hospitala. Mamy:
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lim
x→0+

(lnx)′

( 1x)′
= lim

x→0+

1
x
−1
x2

= lim
x→0+

−x

= 0.

3. Gdyby±my chcieli liczy¢ granic¦ lnx(cosx−1) wprost z twierdzenia de l'Hospitala,
zapl¡taliby±my si¦ w do±¢ nieprzyjemne rachunki. Znaj¡c jednak reguª¦ de
l'Hospitala mo»emy jednak domniemywa¢, »e w pobli»u zera x b¦dzie domi-
nowa¢ funkcj¦ (cosx − 1) (pochodna tej ostatniej osi¡ga w zerze warto±¢ 0).
Mo»emy zatem mie¢ rozs¡dn¡ nadziej¦, »e cosx − 1 w pobli»u zera b¦dzie z
grubsza co najwy»ej tak du»a, jak x2. Wiemy te» z poprzedniego przykªadu,
»e x lnx→x→0+ 0. Mo»emy zatem napisa¢

lim
x→0+

(cosx− 1) ln2 x = lim
x→0+

cosx− 1

x2
(x lnx)2).

Jak wspomnieli±my, wiemy ju» z poprzedniego przykªadu, »e

x lnx→x→0+ 0.

Wystarczy zatem zbada¢ iloraz cosx−1
x2

, maj¡c nadziej¦, »e mo»na obliczy¢ jego
granic¦ korzystaj¡c z twierdzenia de l'Hospitala. I rzeczywi±cie:

lim
x→0

(cosx− 1)′

(x2)′
= lim

x→0

− sinx

2x

= −1

2
.

Ostatnia granica to po prostu pochodna funkcji sin w zerze przemno»ona
przez staª¡ −1

2 . Moglibysmy j¡ równie» znale¹¢ powoªuj¡c si¦ po raz kolejny
na reguª¦ de l'Hospitala.

Mamy wi¦c:

lim
x→0+

(cosx− 1) ln2 x = lim
x→0+

cosx− 1

x2
(x lnx)2) =

(
−1

2

)
)02 = 0.

4. Mamy

lim
x→∞

(x2)′

(ex)′
= lim

x→∞

2x

ex
.

Spróbujemy obliczy¢ granic¦ otrzymanego wyra»enia stosuj¡c po raz drugi
reguª¡ de l'Hospitala. Mamy

68



lim
x→∞

(2x)′

(ex)′
=

[
2

+∞

]
= 0.

Stosuj¡c zatem dwa razy reguª¦ de l'Hospitala wnioskujemy, »e

lim
x→∞

x2

ex
= 0.

5. Zauwa»amy najpierw, »e

x2ex =
x2

e−x
.

Przy x d¡»¡cym do −∞ oba wyra»enia d¡»¡ do ±∞, mo»emy wi¦c skorzysta¢
z reguªy de l'Hospitala. Mamy

lim
x→−∞

(x2)′

(e−x)′
= lim

x→−∞

2x

−e−x
.

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie, mo»emy skorzysta¢ po raz drugi z
reugªy de l'Hospitala:

lim
x→−∞

(2x)′

(−e−x)′
= lim

x→−∞

2

e−x
=

[
2

+∞

]
= 0.

Korzystaj¡c dwa razy z reguªy de l'Hospitala stwierdzamy, »e:

lim
x→−∞

x2

e−x
= lim

x→−∞

2x

−e−x
= lim

x→−∞

2

e−x
= 0.

6. Mamy

(sin2 x+ 3x sinx)′ = 2 sinx cosx+ 3 sinx+ 3x cosx.

Oczywi±cie (2x2)′ = 4x. Aby skorzysta¢ z reguªy de l'Hospitala, chcieliby±my
wi¦c znale¹¢ granic¦

lim
x→0

2 sinx cosx+ 3 sinx+ 3x cosx

4x
.

Mamy

lim
x→0

2 sinx cosx+ 3 sinx+ 3x cosx

4x

= lim
x→0

2 sinx

4x
cosx+

3 sinx

4x
+

3x

4x
cosx =

2

4
· 1 +

3

4
+

3

4
1 = 2.

Przedostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e
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sinx

x
→x→0 1,

bo to z de�nicji pochodna funkcji sin w zerze. Skorzystali±my ponadto z
faktu, »e cosx →x→0 1. Mogliby±my te» po raz drugi skorzysta¢ z reguªy
de l'Hospitala, zamiast powoªywa¢ si¦ na de�nicj¦ pochodnej. Mamy wi¦c na
mocy twierdzenia de l'Hospitala:

lim
x→0

sin2 x+ 3x sinx

2x2
= 2.

7. Zauwa»my najpierw, »e mamy:

√
cosx− 1

3
√
x

=

√
cosx− 1

x
2
3

.

Spróbujmy najpierw policzy¢, do jakiej granicy zbiega wyra»enie pod pier-
wiastkiem, tzn. cosx−1

x
2
3

. Nast¦pnie skorzystamy z ci¡gªosci pierwiastka. Mamy

lim
x→0+

(cosx− 1)′(
x

2
3

)′ = lim
x→0+

− sinx
2
3x
− 1

3

.

Poniewa» ponownie otrzymali±my wyra»enie, którego granicy nie mozna obli-
czy¢ wprost z arytmetycznych wªasno±ci granic, spróbujemy skorzysta¢ jeszcze
raz z twierdzenia de l'Hospitala.

lim
x→0+

(− sinx)′(
2
3x
− 1

3

)′ = lim
x→0+

(− cosx

−2
9x
− 4

3

=

[
−1

−∞

]
= 0.

Zatem na mocy twierdzenie de l'Hospitala mamy

lim
x→0+

√
cosx− 1

x
1
3

= 0.

8. Przypomnijmy sobie, »e

(arctgx)′ =
1

1 + x2
,

co mo»na ustali¢ na przykªad korzystaj¡c ze wzoru na pochodn¡ funkcji od-
wrotnej (arctg jest funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji tangens). Mo»emy wi¦c sko-
rzysta¢ z reguªy de l'Hospitala

lim
x→+∞

(
1
x

)′(
arctgx− π

2

)′ = lim
x→+∞

−1
x2

1
1+x2

= lim
x→+∞

−1 + x2

x2
=

[
−1

+∞
− 1

]
= −1.

70



9. Spróbujemy skorzysta¢ z reguªy de l'Hospitala. Mamy:

lim
x→0+

(sinx+ e−x − 1)′

(
√
x)′

= lim
x→0+

cosx− e−x
1
2x
− 1

2

= lim
x→0+

2
√
x(cosx− e−x) = 0.

Czyli na mocy reguªy de l'Hospitala mamy

lim
x→0+

(sinx+ e−x − 1)′

(
√
x)′

= 0.

7.6 Caªki

6.1 1. x+ x3 − 7
5x

5 + 2
3x

3
2

2. x+ x2

2 + 1
4!x

4 + . . .+ xn+1

(n+1)!

3. x2

2 −
x4

4! + x6

6! −
x8

8! + . . .+ (−1)k x2k+2

(2k+2)!

4. − cos(x)− 3 sin(x)

5. 3arctg(x)

6.2 1. Sotsujemy dwukrotnie caªkowanie przez cz¦±ci »eby pozby¢ si¦ wyrazu x2

spod caªki. Za pierwszym razem mamy

∫
x2 sin(x)dx =

∫
x2(− cos′(x))dx = x2(− cos(x))−

∫
2x(− cos(x))dx =

= −x2 cos(x) + 2

∫
x cos(x)dx

Pozostaje teraz policzy¢ caªk¦
∫
x cos(x)dx. Jeszcze raz przez cz¦±ci

∫
x cos(x)dx =

∫
x sin′(x)dx = x sin(x)−

∫
sin(x)dx =

= x sin(x)− (− cos(x)) = x sin(x) + cos(x)

Ostatecznie funkcja pierwotna x2 sin(x) to

−x2 cos(x) + 2(x sin(x) + cos(x))

2. Zapisujemy x jako pochodn¡ 1
2x

2 i caªkujemy przez cz¦±ci. Mianowicie∫
x ln(x)dx =

∫
(
1

2
x2)′ ln(x)dx =

1

2
x2 ln(x)−

∫
1

2
x2 · 1

x
dx

Policzmy t¦ ostatni¡ caªk¦: mamy∫
1

2
x2 · 1

x
dx =

1

2

∫
xdx =

1

2

1

2
x2 =

1

4
x2

Ostatecznie
∫
x ln(x)dx = 1

2x
2 ln(x)− 1

4x
2
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3. Stosujemy trzykrotnie caªkowanie przez cz¦±ci »eby pozby¢ si¦ czynnika
x3 spod caªki. Mamy

∫
x3exdx =

∫
x3(ex)′dx = x3ex − 3

∫
x2exdx =

= x3ex − 3

∫
x2(ex)′dx = x3ex − 3(x2ex − 2

∫
xexdx) =

= x3ex − 3(x2ex − 2

∫
x(ex)′dx) = x3ex − 3

(
x2ex − 2(xex −

∫
exdx)

)
Ostatecznie

∫
x3exdx = x3ex − 3x2ex + 6(xex − ex).

4. Zauwa»my, »e ln(x) = 1 · ln(x) = (x)′ ln(x). Mamy zatem na mocy caªko-
wania przez cz¦±ci

∫
ln(x)dx =

∫
(x)′ ln(x)dx = x ln(x)−

∫
x ln′(x)dx =

= x ln(x)−
∫
x · 1

x
dx = x ln(x)−

∫
1dx = xln(x)− x

5. Post¦pujemy dokªadnie tak jak w podpunkcie 2. Najpierw piszemy x8 =
1
9x

9 i potem caªkuj¡c przez cz¦±ci zamieniamy ln(x) na 1
x . Poprawna od-

powied¹: 1
9x

9 ln(x)− 1
81x

9.

6. Zapiszmy
3
√
x2 jako x

2
3 = (35x

5
3 )′ i powtarzamy czynno±c z poprzedniego

podpunktu. Prawidªowa odpowied¹: 3
5x

5
3 ln(x)− 9

10x
5
3 .

7. Ró»niczkujemy przez cz¦±ci dostaj¡c

∫
ex sin(x)dx =

∫
(ex)′ sin(x)dx = ex sin(x)−

∫
ex cos(x)dx =

= ex sin(x)−
∫

(ex)′ cos(x)dx = ex sin(x)− ex cos(x)−
∫
ex sin(x)dx

Otrzymujemy zatem równanie∫
ex sin(x)dx = ex sin(x)− ex cos(x)−

∫
ex sin(x)dx

Zatem (przerzucaj¡c
∫
ex sin(x)dx z prawej strony równania na lew¡) do-

stajemy ∫
ex sin(x)dx =

ex sin(x)− ex cos(x)

2

72



8. Post¦pujemy dokªadnie tak samo jak powy»ej.

2

∫
ex cos(x)dx = 2

∫
(ex)′ cos(x)dx = 2

(
ex cos(x) +

∫
ex sin(x)dx

)
=

= 2
(
ex cos(x)+

∫
(ex)′ sin(x)dx

)
= 2
(
ex cos(x)+ex sin(x)−

∫
ex cos(x)dx

)
Ostatecznie

2

∫
ex cos(x)dx = ex cos(x) + ex sin(x)

9. Pami¦tamy, »e arctg′(x) = 1
1+x2

. St¡d

∫
xarctg(x)dx =

∫ (
1

2
x2
)′

arctg(x)dx =
1

2
x2arctg(x)−

∫
1

2
x2

1

1 + x2
dx =

=
1

2
x2arctg(x)− 1

2

∫
1 + x2

1 + x2
− 1

1 + x2
dx =

=
1

2
x2arctg(x)−1

2

∫
1dx+

1

2

∫
1

1 + x2
dx =

1

2
x2arctg(x)−1

2
x+

1

2
arctg(x)

10. ∫
sin(x) cos(x)dx =

∫
sin(x) sin′(x)dx = sin2(x)−

∫
sin(x) cos(x)dx

St¡d . ∫
sin(x) cos(x)dx =

1

2
sin2(x)

6.3 1. Robimy podstawienie y = 17x, st¡d dy = 17dx. Mamy

∫
sin(17x)dx =

∫
sin(17x)

1

17
·17dx =

∫
1

17
sin(y)dy =

1

17
(− cos(y))+C =

= − 1

17
cos(17x) + C

2. Robimy podstawienie y = x2, st¡d dy = 2xdx. Mamy

∫
xex

2
dx =

∫
ex

2 1

2
· 2xdx =

∫
1

2
eydy =

1

2
ey + C =

1

2
ex

2
+ C

3. Robimy podstawienie y = x3. St¡d dy = 3x2dx. Mamy

∫
2x2 cos(x3)dx =

∫
2 cos(x3)

1

3
·3x2dx =

2

3

∫
cos(y)dy =

2

3
sin(y)+C =

2

3
sin(x3)+C
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4. Robimy podstawienie y = cos(x). Wtedy mamy dy = − sin(x)dx. Zatem

∫
3 sin(x)ecos(x)dx = −3

∫
ecos(x)(− sin(x))dx = −3

∫
eydy = −3ey+C = −3ecos(x)+C

5. ctg(x) = cos(x)/ sin(x) Robimy podstawienie y = sin(x), st¡d dy =
cos(x)dx

∫
cos(x)

sin(x)
dx =

∫
1

y
dy = ln(y) + C = ln(sin(x)) + C

6. Dziaªamy jak wy»ej, ale robimy podstawienie y = cos(x).

7. Robimy podstawienie y = ln(x). St¡d dy = 1
xdx. Mamy

∫
ln(x)

x
dx =

∫
ln(x) · 1

x
dx =

∫
ydy =

1

2
y2 + C =

1

2
ln2(x) + C

8. Robimy podstawienie y = x3− 2x2 + 3x− 8. St¡d dy = (3x2− 4x+ 3)dx.
Mamy przeto

∫
3x2 − 4x+ 3

x3 − 2x2 + 3x− 8
dx =

∫
1

y
dy = ln(y)+C = ln(x3−2x2+3x−8)+C

9. Oczywi±cie arctg(x)+x2arctg(x) = (1+x2)arctg(x). Robimy podstawienie
y = arctg(x), dy = 1

1+x2
dx. Mamy zatem

∫
1

(1 + x2)arctg(x)
dx =

∫ 1
1+x2

arctg(x)
dx =

∫
1

y
dy = ln(y)+C = ln(arctg(x))+C

10. Oczywi±cie 1+x
1+x2

= 1
1+x2

+ x
1+x2

. Przeto∫
1 + x

1 + x2
dx =

∫
1

1 + x2
dx+

∫
x

1 + x2
dx

T¦ pierwsz¡ caªk¦ policzy¢ umiemy - jest to arctg(x). Zajmijmy si¦ wi¦c
drug¡ z nich: robimy podstawienie y = 1 + x2, zatem dy = 2xdx

∫
x

1 + x2
dx =

∫
1

2

2x

1 + x2
dx =

1

2

∫
1

y
dy =

1

2
ln(y)+C =

1

2
ln(1+x2)+C

11. Zróbmy podstawienie y = x2 wtedy dy = 2xdx, x4 = y2. St¡d

∫
x√

1− x4
dx =

1

2

∫
2x√

1− x4
dx =

1

2

∫
dy√

1− y2
=

1

2
arcsin(y)+C =

1

2
arcsin(x2)+C
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12. Robimy podstawienie y = 1− x4. St¡d dy = −4x3dx. Mamy

∫
3x3√
1− x4

dx = −3

4

∫
−4x3√
1− x4

dx = −3

4

∫
1
√
y
dy =

= −3

4

∫
y−

1
2dy = −3

4
· 2y

1
2 + C = −3

2

√
1− x4 + C

13. Oczywi±cie 3−2x
5+7x2

= 3
5+7x2

− 2 x
5+7x2

. Zatem∫
3− 2x

5 + 7x2
dx =

∫
3

5 + 7x2
dx− 2

∫
x

5 + 7x2

Zajmijmy si¦ pierwsz¡ caªk¡∫
3

5 + 7x2
dx =

3

5

∫
1

1 + (
√

7
5x)2

dx

Zróbmy podstawienie y =
√

7
5x. Wtedy dy =

√
7
5dx oraz

3

5

∫
1

1 + (
√

7
5x)2

dx =
3

5
·
√

5

7

∫
1

1 + y2
dy =

=
3

5
·
√

5

7
arctan(y) + C =

3

5
·
√

5

7
arctan

(√
7

5
x

)
+ C

Zajmijmy si¦ teraz t¡ drug¡ caªk¡. Robimy podstawienie y = 5 + 7x2.
Wtedy dy = 14xdx. Mamy:

∫
x

5 + 7x2
dx =

1

14

∫
14x

5 + 7x2
dx =

1

14

∫
1

y
dy =

=
1

14
ln(y) + C =

1

14
ln(5 + 7x2) + C

14. Oczywi±cie 1
x ln(x) =

1
x

ln(x) . Zróbmy podstawienie y = ln(x). Wtedy dy =
1
xdx. Przet∫

1

x ln(x)
dx =

∫
1

y
dy = ln(y) + C = ln(ln(x)) + C

6.4 1.
∫

tg2(x)dx =
∫

(1+tg2(x))−1dx =
∫

1+tg2(x)dx−
∫

1dx = tg(x)−x+C

2. Robimy podstawienie y = sin(x), dy = cos(x)dx i dostajemy∫
sin4(x) cos(x)esin(x)dx =

∫
y4eydy
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T¦ ostatni¡ caªk¦ obliczamy caªkuj¡c przez cz¦±ci tak jak w zadaniu 6.2
przykªad 3.

3. Zauwa»my, »e

cos(x) ln(sin(x)ex)ex+ln(sin(x)ex)ex sin(x) = ln(sin(x)ex)(cos(x)ex+sin(x)ex).

Zróbmy podstawienie y = sin(x)ex. Wtedy dy = cos(x)ex + sin(x)exdx.
Mamy

∫
ln(sin(x)ex)(cos(x)ex + sin(x)ex)dx =

∫
ln(y)dy =

= y ln(y)− y + C = sin(x)ex ln(sin(x)ex)− sin(x)ex + C

4. Robimy podstawienie y = ln(x). Wtedy dy = 1
xdx. Mamy

∫
sin(ln(x))

x
dx =

∫
sin(ln(x))

1

x
dx =

∫
sin(y)dy = − cos(y)+C = − cos(ln(x))+C

5. Robimy podstawienie y = 34x, dy = 34dx; x2 = 1
342
y2. Mamy∫

x2 sin(34(x))dx =

∫
1

342
y2 sin(y)

1

34
dy =

1

343

∫
y2 sin(y)dy

T¦ ostatni¡ caªk¦ obliczamy tak jak w zadaniu 6.2 przykªad 1.

6. Stosujemy sztuczk¦: mamy

∫
sin2(x)dx+

∫
cos2(x)dx =

∫
sin2(x) + cos2(x)dx =

∫
1dx = x

Z drugiej strony:

∫
sin2(x)dx−

∫
cos2(x)dx =

∫
sin2(x)− cos2(x)dx =

∫
− cos(2x)dx

Stosuj¡c podstawienie y = 2x, dy = 2dx dostajemy∫
− cos(2x)dx = −

∫
1

2
cos(y)dy = −1

2
sin(y)dy = −1

2
sin(2x)

. Dostajemy nast¦puj¡cy ukªad równa«

∫
sin2(x)dx+

∫
cos2(x)dx = x∫

sin2(x)dx−
∫

cos2(x)dx = −1

2
sin(2x) (2)
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Dodaj¡c te równo±ci stronami dostajemy

2

∫
sin2(x) = x− 1

2
sin(2x)

St¡d ∫
sin2(x)dx =

x− 1
2 sin(2x)

2

7. Oczywi±cie cos3(x) = cos(x) cos2(x) = cos(x)(1 − sin2(x)). Zastosumey
podstwienie y = sin(x), wtedy dy = cos(x)dx. Mamy

∫
cos3(x)dx =

∫
cos(x)(1−sin2(x))dx =

∫
1−y2dy = y−1

3
y3 = sin(x)−1

3
sin3(x)

8. Mamy (− 1
x)′ = 1

x2
. St¡d caªkuj¡c przez cz¦±ci

∫
ln

x2
dx =

∫
ln ·
(
−1

x

)′
dx = − ln(x)

x
−
∫
−1

x

1

x
dx =

= − ln(x)

x
+

∫
x−2dx = − ln(x)

x
− x−1

6.5 1. x+3
x2−1 = x+1

x2−1 + 2
x2−1 . Mamy zatem∫

x+ 3

x2 − 1
dx =

∫
x+ 1

x2 − 1
dx+ 2

∫
1

x2 − 1
dx

Zajmijmy si¦ pierwsz¡ caªk¡: mamy∫
x+ 1

x2 − 1
dx =

∫
x+ 1

(x+ 1)(x− 1)
dx =

∫
1

x− 1
dx = ln(x− 1).

Policzmy drug¡ z nich: zauwa»my, »e 1
x2−1 = 1

(x−1)(x+1) = 1
2( 1
x−1 −

1
x+1).

∫
1

x2 − 1
dx =

1

2

∫
(

1

x− 1
− 1

x+ 1
)dx =

=
1

2

∫
1

x− 1
dx− 1

2

∫
1

x+ 1
dx =

1

2
ln(x− 1)− 1

2
ln(x+ 1)

Ostatecznie
∫

x+3
x2−1 = 2 ln(x− 1)− ln(x+ 1).

3. Zauwa»my, »e x3 − 2x2 + x− 2 = (x− 2)(x2 + 1). Napiszmy
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∫
x2 + x+ 1

(x− 2)(x2 + 1)
dx =

∫
x2 + 1

(x− 2)(x2 + 1)
dx+

∫
x

(x− 2)(x2 + 1)
dx =

=

∫
1

x− 2
dx+

∫
x

(x− 2)(x2 + 1)
dx

Te pierwsz¡ calk¦ liczy si¦ ªatwo - to ln(x − 2). Dla policzenia tej drugiej:
wiemy, »e dla pewnych a, b, c

x

(x− 2)(x2 + 1)
=

a

x− 2
+
bx+ c

x2 + 1

Prowadzi to do ukªadu równa«
a+ b = 0
c− 2b = 1
a− 2c = 0

z którego standardowymi metodami wyznaczamy a = 2
5 , b = −2

5 , c = 1
5 . Mamy

zatem

fracx(x− 2)(x2 + 1) =
a

x− 2
+
bx+ c

x2 + 1
=

1

5

(
2

x− 2
+
−2x+ 1

x2 − 1

)
=

=
1

5

(
2

x− 2
+
−2x

x2 − 1
+

1

(x− 1)(x+ 1)

)
Stosuj¡c rutynowe metody obliczamy

∫
2

x− 2
dx = 2 ln(x− 2)∫

−2x

x2 − 1
dx = − ln(x2 − 1)∫

1

(x− 1)(x+ 1)
dx =

∫
1

2

(
1

x+ 1
− 1

x− 1

)
dx

=
1

2
(ln(x+ 1)− ln(x− 1))

6.6 1.
∫ π

2
0 cos(x)dx = sin(π2 )− sin(0) = 1

2.
∫ π
−π sin(x)dx = − cos(π) + cos(−π) = − cos(π) + cos(π) = 0. Mo»na na to te»
spojrze¢ inaczej:∫ π

−π
sin(x)dx =

∫ 0

−π
sin(x)dx+

∫ π

0
sin(x)dx =

∫ 0

π
sin(x)dx+

∫ π

0
sin(x)dx =

= −
∫ π

0
sin(x)dx+

∫ π

0
sin(x)dx = 0
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Ta druga metoda mo»e w tym konkretnym przypadku wyda¢ nieopªacalna,
ale w przypadku bardziej skomplikowanych funkcji jest niezwykle przydatna.

3. Stosujemy podstawienie y = 3x3. Wtedy dy = 9x2dx i x ∈ [0, 3]→ y ∈ [0, 27].
St¡d

∫ 3

0
x2e3x

3
dx =

1

9

∫ 27

0
eydy =

1

9
(e27 − 1)

4. Zauwa»my, »e
∫ π
−π sin2(x) cos(x)dx = 2

∫ π
0 sin2(x) cos(x)dx bo funkcja pod

caªk¡ jest parzysta. Ponadto

2

∫ π

0
sin2(x) cos(x)dx = 2(

∫ π
2

0
sin2(x) cos(x)dx+

∫ π

π
2

sin2(x) cos(x)dx

Spójrzmy na caªk¦
∫ π
π
2

sin2(x) cos(x)dx. Zastosujmy podstawienie y = x + π
2 .

Wtedy dy = dx
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