Zadania z matematyki II

6 kwietnia 2016

Czes¢ z wymienionych zadan oméwilismy na dzisiejszych ¢wiczeniach. Wy-
mierimy najpierw kilka faktéw, z ktérych wolno korzystaé przy rozwigzywaniu
ponizszych zadan.

Fakt 1.
1. Dla dowolnego q € [0, 1) szereg o wyrazie 0gélnym q" jest zbiezny.
2. Dla dowolnego s > 1 szereg o wyrazie ogolnym - jest zbiezny.
3. Szereg o wyrazie 0g6lnym X jest rozbiezny.
Kolejny fakt jest niemal natychmiastowg konsekwencjg definicji, ale bada-

nie zbieznosci szeregéw czesto sprowadza sie do jego sprytnego stosowania w
polaczeniu z faktem wymienionym powyze;j.

Fakt 2 (Kryterium poréwnawcze). Przypusémy, Ze istnieje takie N, Ze dla dowol-
nego n > N zachodzi nieréwnos¢ a, > b,. Wowczas

1. Jesli szereg o wyrazie 0g6lnym a.,, jest zbiezny, to szereg o wyrazie ogolnym by,
tez jest zbiezny.

2. Jesli szereg o wyrazie 0golnym by, jest rozbiezny, to szereg o wyrazie ogolnym a,
tez jest rozbiezny.

Réwnie natychmiastowo z definicji wynika nastepujacy fakt:

Fakt 3. Dla dowolnego ciggu a,, oraz dowolnej liczby ¢ # 0 szereg o wyrazie 0golnym
an, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg o wyrazie 0gélnym ca,, jest zbiezny.

Przydatng konsekwencja kryterium poréwnawczego sa kryteria d’Alemberta
i Cauchy’ego.

Fakt 4 (Kryterium d’Alemberta). Niech a,, bedzie ciggiem o wyrazach dodatnich.

Wéwczas jesli lim,, o 22+
n

= = q < 1, to szereg o wyrazie 0g6lnym a, jest zbiezny.
Jesli zas lim,, oo % = q > 1, to cigg a,, dgzy do nieskoriczonosci, w szczegélnosci

szereg o wyrazie 0golnym a., nie jest zbiezny.



Podkres$lmy, ze kryterium d’Alemberta nic nie méwi o sytuacji, w ktérej
lim,, oo % =1.
Fakt 5 (Kryterium Cauchy’ego). Niech a,, bedzie ciggiem o wyrazach dodatnich.
Woéwczas jesli lim, .o /a, = q < 1, to szereg o wyrazie ogolnym a,, jest zbiezny,
Jesli zas lim,,_, o, /a, = q > 1, to cigg a,, dgzy do nieskoriczonosci, w szczegolnosci
szereg o wyrazie 0golnym a., nie jest zbiezny.

Podobnie, jak w wypadku kryterium d’Alemberta w wypadku, gdy lim,,_, o /a, =

1, kryterium nie méwi nam nic.

Zadanie 1. Zbadaj zbiezno$¢ szeregu o wyrazie ogélnym a,,, gdy

1. a, = ﬁ

2. a, = QH—TI

3. a, = 3—3

4. ay — w0,
5 a, = n;}:Sn

6. a, = ‘z/\/g::

7. ap = m
8. an = 2"+%n(n)'
9. a, = m
10. a, = W
11. ap = —2

Zadanie* 2. Zbadaj zbieznos¢ szeregu o wyrazie ogélnym a,,, gdy

n!
nm’

(In(n)"

n!

1. a, =

2. ap =



