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W zbiorze wykorzystaliémy tez zadania przygotowane przez Michata To-
masza Godziszewskiego.

1 Okruchy teorii

Twierdzenie 1 (Twierdzenie o definiowaniu przez indukcje). Dany jest niepusty
zbior A, element a € Aoraz ¢ : A — A. Wowczas istnieje dokladnie jedna taka funkcja
f+ N — A spetniajgca nastepujgce dwa warunki:

1. f(0)=ua

2. f(n+1)=¢(f(n))dlan e N.

Dowéd powyzszego twierdzenia mozna znalez¢é w podreczniku ,,Wyklady

ze Wstepu do matematyki” prof. Piotra Zakrzewskiego i prof. Wojciecha Gu-
zickiego (s. 200).

Twierdzenie 2 (Hessenberga). Niech ~ oznacza relacje réwnolicznoéci zbioréw. Niech
k bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng. Wtedy

K+*RK~K

Definicja 3 (Wynikanie semantyczne). Niech T'hy, Thy bedg teoriami nad tym
samym stownikiem o. Thy |= Ths jesli dla dowolnego o-modelu M

jesli M |= Thy, to M = Thy 1)

Twierdzenie 4 (Twierdzenie o pelnosci). Dla dowolnej teorii T'h i dowolnego zda-
nia ¢ zachodzi
Th t ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy Th |= ¢ (2

Twierdzenie 5 (Twierdzenie o zwartosci). T'h jest niesprzeczna wtedy i tylko wte-
dy, gdy dowolny skoviczony fragment T'h jest niesprzeczny.



Definicja 6. Niech 9t bedzie klasa o-modeli. Powiemy, ze 9t jest aksjomatyzo-
walna jesli istnieje o- teoria T'h taka, ze dla dowolnego o-modelu M

M = Th wtedy i tylko wtedy, gdy M € I 3)

Definicja 7. Niech Th;, Th; bedg dwiema teoriami. Powiemy, ze Th, aksjoma-
tyzuje Th; jesli
Thy = Thy

Thy nazywamy tez w tej sytuacji zbiorem aksjomatéw dla Th;. Powiemy, ze
teoria Th jest skoriczenie aksjomatyzowalna jesli istnieje skoriczony zbidr jej
aksjomatow.

Definicja 8. Niech M bedzie o-modelem. Przez T'h(M) oznaczamy zbiér wszyst-
kich o-zdan prawdziwych w M, tzn.

ThiM) ={¢ € Ls | M= ¢}

Definicja 9. Powiemy, ze dwa modele M, M> nad ta samag sygnaturg o s ele-
mentarnie réwnowazne gdy spetniajg dokladnie te same zdania. Innymi stowy,
gdy Th(My) = Th(Mz).

Definicja 10. Grupa nazywamy strukture (G, -), gdzie - to funkcja dwuargu-
mentowa, spelniajaca nastepujace aksjomaty w jezyku {-}.
LVey,2((z-y)-z=a-(y-2)

2. WWVa(y-x=x-y=2x)
Mozna udowodnié¢ (CWICZENIE), ze taki element w kazdej grupie jest
dokfadnie jeden. Oznaczmy go e.

3. Vadylz-y=y-x=¢)
Teorig grup nazwiemy trzy powyzsze zdania. Powiemy, ze grupa (G, -) jest

1. podzielna jesli dla dowolnego n € N i dowolnego = € G istnieje y, taki,

ze y" = x (gdzie przez y" rozumiemy oczywisciey -y - ... - y).
n razy

2. torsyjna jesli dla dowolnego x istnieje n € N\ {0} takie, ze z™ = e.

3. beztorsyjna jesli dla dowolnego « i dowolnego n € N\ {0} zachodzi z™ #
e.

Przyktad 11. Struktura (Q,+) jest grupa podzielna. (Z, +) jest grupa niepo-
dzielna.



Definicja 12. Graf skierowany to struktura (V, E), gdzie E C V? jest dowolng
relacjg. Sciezka w grafie (V, E) o poczatku w v i koficu w w nazwiemy dowolny
cigg wierzchotkéw

Cly...,Cp

taki, ze ¢; = v, ¢, = widla dowolnego 1 < i < n E(¢;, ¢;y1). Graf jest spéjny
jesli pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami jest éciezka (niekoniecznie w
dwie strony). Cyklem w grafie (V, E) nazywamy Sciezke v1, . . ., v, taka, ze v =
Uy, a reszta wierzchotkéw jest rézna. Niech (V, E) bedzie grafem. Wierzchotek
v € V ma skoriczony stopien jesli zbiér

{weV | E(v,w)V E(w,v)}

jest skoriczony. Graf (V, E) ma skoficzony stopieni jesli kazdy wierzchotek w
V ma skoniczony stopien. Drzewo to spéjny graf bez cykli, w ktérym istnieje
doktadnie jeden element k, do ktérego nie wchodzi zadna krawedz.

Definicja 13. Porzadek (L, <;) nazwiemy rozproszonym, gdy nie istnieje w
nim gesty podporzadek, czyli podstruktura L', ktéra wraz z obcieciem porzad-
ku <j, do elementéw z L’ stanowi gesty porzadek.

Definicja 14. Niech M, M’ beda dwoma modelami nad sygnaturg o.

1. Funkgja
fIM] = M|
jest zanurzeniem jesli
(a) f jestréznowartodciowa i

(b) i. dladowolnegosymbolurelacyjnego R € oidowolnychay,...,a,
(dla n -arnosci R) mamy

RM(ay, ... a,) jesli M (f(ar),.... f(an))

ii. dla dowolnego symbolu funkcyjnego f € oidowolnychay,...,an, ant1
(dla n -arnosci f) mamy

fM(a17 ve - 7an) = Gn+1 jeéli fM/(f(a’l)? ) f(a’n)) = f(an+1)

2. f:|M]| — |[M'| nazwiemy izomorfizmem, jesli jest zanurzeniem i jest na

M.

3. Dwa modele nazwiemy izomorficznymi jesli istnieje pomiedzy nimi izo-
morfizm. Automorfizmem struktury M nazywamy dowolny izomorfizm
fM—=> M.



Twierdzenie 15. Niech f : | M| — | M| bedzie izomorfizmem o-modeli. Wtedy dla
dowolnej o-formuty (x1, ..., x,) i dowolnych a, ..., a, € | M| mamy

M EY(ay, ..., a,) wtedy i tylko wtedy, gdy M’ = ¢(f(a1), ..., flan))
W szczegolnosci Th(M) = Th(M).

Definicja 16. Niech M bedzie 0 modelem, dla pewnej sygnatury o.

1. N jest podstruktura (lub podmodelem) M jesli
@ NV < M|
(b) dla dowolnej relacji R € o
RN = RMn N
gdzie n to arnoé¢ R.
Jesli AV jest podmodelem M to zapisujemy to N C M.

2. Przez £(M) oznaczamy jezyk wzbogacony o stalg na kazdy element M.
Np. dla M| = N £(M) zawiera stala na kazda liczbe naturalna, a dla
M = R na kazda liczbe rzeczywistg (w szczegodlnosci jezyk jest wtedy
nieprzeliczalny).

3. Przez Diag(M) oznaczamy zbiér zdan atomowych jezyka £(M) praw-
dziwych w M (przy naturalnej interpretacji statych).

4. N jest podstruktura elementarna M jesli jest podstrukturg M i dla do-
wolnej ¢(x1, ..., z,) i dowolnych aq, ..., a, € |N]

N E ¢(ar,...,a,) wtedy i tylko wtedy, gdy M = ¢(a1,...,an)

5. Przez ElDiag(M) oznaczamy zbiér wszystkich zdan jezyka £(M) praw-
dziwych w M.

Stwierdzenie 17. N jest izomorficzny z pewng podstrukturg M wtedy i tylko wtedy,
gdy M = Diag(N). N jest izomorficzny z pewng elementarng podstrukturg M wtedy
i tylko wtedy, gdy M |= ElDiag(N\).

Stwierdzenie 18 (Kryterium Tarskiego—Vaughta). Zafézmy, ze M C N sq dwoma
modelami, przy czym dla dowolnych a1, . . ., a,, i dowolnej formuty ¢ jesli istnieje takie
a €N, ze

N E ¢(a,aq,...,a,),

to istnieje rowniez takie b € M, Ze:

ME o(byaq, ..., a,).

Wowczas M jest elementarnym podmodelem N .



Twierdzenie 19 (Twierdzenia Skolema-Léwenheima). Niech M bedzie o-modelem
icard(M) = Kk > N,.

Dolne Dla dowolnej liczby kardynalnej A < r, max(card (o), Ng) < X istnieje elemen-
tarny podmodel M mocy A.
Gorne Dla dowolnej A > « istnieje elementarny nadmodel M mocy k.

Definicja 20. Indeksowang rodzine o-modeli (K;);cq, dla a- liczby kardynal-
nej, nazywamy taficuchem nadmodeli jesli dla dowolnch i < j

Ki € K;.

Zmieniajagc w powyzszym warunku C na = otrzymujemy deinificje faricucha
elementarnych nadmodeli.

Definicja 21. Jesli (K;);cq jest taricuchem nadmodeli to sumyg tasicucha (IC;)icq
nazywamy model K taki, ze

b ‘IC| = UiEa ‘ICZ‘
e dla dowolnego symbolu funkcyjnego f € o, f* =, /<.
e dla dowolnego symbolu relacyjnego R € o, R* = J,, R

Sume taricucha (K;);co 0znaczamy przez | J,., Ki.

Twierdzenie 22. Jesli (K;)icq jest taficuchem (elementarnych) nadmodeli, to dla do-
wolnego i, K; jest (elementarnym) podmodelem | J,, KC;.

Twierdzenie 23. Dowolne dwa przeliczalne geste liniowe porzqdki bez koticéw sg izo-
morficzne.

Definicja 24. Algebra Boole’a nazwiemy strukture (B, U, cap, -, 1, 0), w ktérej
spelnione sg nastepujace aksjomaty:

1. Operacje N, U sa faczne.

2. Operacje N, U s3 przemienne.

3. aN(aUb) = a dla dowolnych a, b.

4. aU (anb) = a dla dowolnych a, b.

5. aU(bNc) = (aUb) N (aUc)dladowolnych a, b, c.

6. an(bUc) = (anb)U(anc)dladowolnych a,b, c.

7. aU-a =1 dla dowolnego a.



8. an # a = 0 dla dowolnego a.

Atomem w algebrze Boole’a nazwiemy dowolny taki element a, ze nie ist-
nieja b, ¢ # a, takie ze a = b U c. Powiemy, ze algebra Boole’a jest bezatomowa,
jesli nie ma w niej atoméw.

Twierdzenie 25 (Twierdzenie Craiga o interpolacji). Niech ¢, bedzie zdaniem nad
syghaturg o1, a ¢o zdaniem nad sygnaturg oo. Jesli

o1 | @2,
to istnieje zdanie 6 nady sygnaturg o1 N o takie, Ze
¢1 |E Qoraz 0 = ¢

Definicja 26. Niech o bedzie sygnaturg i P € o bedzie symbolem predykato-
wym o arnoSci n. Niech T" bedzie o teorig. Powiemy, ze

1. P jest definiowalny explicite w T jesli istnieje formula ¢(z1, ..., z,) nad sy-
gnatura o \ {P} taka, ze

THEY2, .., xn(Pxy, .. xn) = 0(X1, ..., Xp)

Przyklad 27. Niech 0 = {+, <}. Wtedy < jest explicite definiowalne w
Th((N, +, <)) za pomoca formuly 3z(z + z = y).

2. P jest definiowalny implicite w T jesli dla dowolnej o \ {P} struktur M i
dowolnych A, A" C |(M|", jesli (M, A) =Ti(M,A) =T, to A=A

Definicja 28. Niech « bedzie liczbg kardynalng. Powiemy, Ze teoria T jest x-
kategoryczna jedli dowolne dwa jej modele mocy « sg izomorficzne.

Przyklad 29. Teoria gestych liniowych porzadkéw bez koricéw jest w-kategoryczna.

Definicja 30. Niech L, L, bedg dowolnymi porzadkami liniowymi. Przez ich
konkatenacje L; + L, mamy na mysli porzadek liniowy, ktérego uniwersum
stanowi {0} x L; U{1} x Lo, ina ktérym zadajemy porzadek leksykograficzny.
Mowiac nieformalnie: na koricu porzadku L, doklejamy kopie porzadku L.

2 Zadania

2.1 Definiowalno$¢, rozréznianie struktur

Zadanie 1. Napisa¢ formule logiki pierwszego rzedu ¢, taka, ze



1. (L, <) = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy (L, <) jest gestym liniowym porzad-
kiem bez elementéw najmniejszego i najwiekszego.

2. (L,<) E ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy (L, <) jest dyskretnym liniowym
porzadkiem.

3. (L, <) = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy taricuch zaczynajacy sie w elemencie
najmniejszym ma co najmniej n elementéw.

4. ({0,1,...,n},+) = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy n jest parzyste.

5. (L, <) | ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w (L, <) jest element minimalny, ale

nie ma elementu najmniejszego.

6. (L,<) = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element L ma w (L, <) do-
ktadnie n nastepnikéw.

Zadanie 2. Rozr6znij ponizsze struktury formutg pierwszego rzedu:

1. (Z x Q,<iex)s (Z,2).

2. (Z, %), (Q, x).

3. (P(A),9),(P(B),Q), gdzie A, B -dwa rézne zbiory.

4. ({a,b}", <prer), ({a, b}, <), gdzie v < w wtw v jest krétsze niz w.

5. (Nz, <lez)r (NQ, Smamlez)/ gdZie <n17 k1> <imazlex <TL2, k2> Wtedy i ty]ko
wtedy, gdy max({ni, k1))< max({ng, k2)) lub max({n1, k1))= max((nz, k2))
i <n1’ k1>)<lea: <n27 k2>

6. ({0} x QU{1} X Z, <iexr), ({0} x ZU {1} X Q, <jea)

7. ((0,+00), <), ((0,400), R), gdzie (x,y) € R wtedy i tylko wtedy, gdy y =
27,

8. (N, <), (N\{0,1},]), gdzie jak wyzej | to relacja podzielnosci.

9. (N, <), (N,<™1), gdzie n <71 k wtedy i tylko wtedy, gdy k£ < n (a < to
naturalny porzadek na N.

Zadanie 3. Rozréznij nastepujace struktury formuta ¢ logiki M SO:

L (@ <), (R, ).
2. (Zv S)v (Z X Z, glex)-
3. (Z,+, x), (Z|X],+, X).

4. (Za S) i (Q X Z, Sler)



Zadanie 4. Rozréznij nastepujace struktury formula pierwszego rzedu:

1 (R, +, x), (R[X], +, x).
2. (Z,+,x),(Z|X],+, x).

Zadanie 5. Udowodnij, ze

e w (N, +) definiowalne jest 0.

w (N, +) definiowalny jest porzadek.

e w (R, +, x) definiowalny jest naturalny porzadek na R.

kazdy element (Q, +, x) jest definiowalny.

Zadanie 6. Udowodnij, ze w M SO istnieje formuta ¢ taka, ze porzadek (L, <) = ¢
wtw L jest zbiorem nieskoficzonym lub mocy parzystej.

Zadanie 7. Pokaz, ze nastepujace klasy modeli sg aksjomatyzowalne:

1. klasa grup podzielnych.
2. klasa grup beztorsyjnych.

3. klasa modeli nieskoriczonych.

2.2 Zwarto$é, pelnosé

Zadanie 8. Korzystajac z twierdzenia o pelnosci udowodnié jego nastepujacy
wariant:

Twierdzenie 31 (Twierdzenie o petnosci Il). Niech T'h bedzie dowolng teorig. Wte-
dy Th jest niesprzeczna wtedy i tylko wtedy, gdy T'h ma model.

Pokazaé, ze ta wersja twierdzenia o petnosci implikuje Twierdzenie 4]

*Zadanie 9. Pokaz, ze teoria grup nie dowodzi ponizszego zdania, ani jego
negacji

Vr,y(z -y =y )
Grupe, w ktdrej to zdanie jest prawdziwe nazywamy przemienng albo abelo-
wa.

Zadanie 10. Udowodnij, ze klasy modeli z Zadania [7| nie sg skoriczenie aksjo-
matyzowalne.

Zadanie 11. Udowodnij, ze nastepujace klasy modeli nie s3 aksjomatyzowalne
(w sensie Definidji [6):



1. klasa modeli skoriczonych.

2. klasa grup torsyjnych.

3. klasa graféw skoriczonego stopnia

4. klasa graféw, ktére majg wierzcholek skoriczonego stopnia.
5. klasa drzew, w ktérych jest nieskoriczona Sciezka.

Zadanie 12. Udowodnij, Ze nastepujace klasy modeli nie sa aksjomatyzowalne:

1. klasa dobrych porzadkéw, tzn. struktur postaci (L, <), gdzie relacja < do-
brze porzadkuje L.

2. klasa graféw spojnych.
3. klasa graféw o doktadnie dwéch spéjnych sktadowych.
4. klasa porzadkéw rozproszonych.

Zadanie 13. Udowodnij, ze nastepujace klasy modeli nie s3 aksjomatyzowalne:

1. Porzadki czgsciowe izomorficzne ze strukturami postaci (A<%, <), gdzie
Ajest dowolnym zbiorem, a nieréwnows¢ w <pef v dokfadnie wtedy, gdy
stowo w jest prefiksem stowa v.

2. Klasa struktur nad sygnaturg {+, x } izomorficznych z wielomianami nad
pewnym zbiorem zmiennych o wspéiczynnikach catkowitych.

Zadanie 14. Pokaz, Ze nie istnieje teoria T'h taka, ze
(A", <pret) = Th wtedy i tylko wtedy, gdy |A| < oo

gdzie A* to zbidr stéw skoriczonych nad alfabetem ztozonym z elementéw zbio-
ru A, a <pref to porzadek prefiksowy.

Zadanie 15. Pokaz, ze istnieje struktura A’, taka, ze Th(A) = Th(A4’), ale Ai A’
nie sg izomorficzne porzadkowo, gdy

1. A = (B*, Sprer), B- dowolny zbior.
2. A= (P(B),C), gdzie B to dowolny zbiér nieskoriczony.

Zadanie 16. Pokaz, ze jesli teoria Th ma modele dowolnej skorficzonej mocy, to
dla dowolnej liczby kardynalne A < Xy ma model mocy wiekszej niz A.



Zadanie 17. Niech ¢ bedzie zdaniem pierwszego rzedu, a Th teorig pierwszego
rzedu. Pokaz, ze jesli dla dowolnego M

M E ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy M = Th
to istniejg ¢1, . . ., ¢, € Th takie, ze

Fd=¢1A...An
(tzn. ¢ jest logicznie réwnowazna koniunkcji)

Zadanie 18. Niech ¢, k € Nbedzie przeliczalng rodzing zdan, takich, ze kazde
z ¢, ma (z dokladnoscia do izomorfizmu) skoriczenie wiele modeli. Pokaz, ze
istnieje model M, taki, ze dla dowolnego k € N

M = =gy

Zadanie 19. Pokaz, ze jesli M E Th((Q,+, -, <)), to istnieje zanurzenie po-

rzadkowe (Q, <) — M (tzn. funkgja réznowartoéciowa ¢ z Q w uniwersum
M, taka, ze r1 < ro wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(r1) <a ¢(r2), gdzie <pq to
porzadek na M).

Zadanie 20. Pokaz, ze logika F'O dopuszczajgca alternatywy diugosci w nie jest
zwarta. Niech M SO oznacza monadyczng logike drugiego rzedu, tzn. logike,
w ktérej zmienne mogg przebiegaé¢ dowolne podzbiory uniwersum. Pokaz, ze
logika M SO nie jest zwarta.

Zadanie 21. Udowodnij, ze istnieje model A elementarnie réwnowazny mo-
delowi (N, <), ale nie izomorficzny z nim.

Zadanie 22. Udowodnij, ze istnieje model Th((N, +, -, <)), ktéry nie jest dobrze
uporzadkowany.

Zadanie 23. Niech T'h; i Tho bedg dwiema teoriami jezyka takimi, ze dla do-
wolnego modelu M

M E Thy wtedy i tylko wtedy, gdy M ¥ Thy
Pokaz, ze Thy i Thy sg skoriczenie aksjomatyzowalne (Definicja7)

Zadanie 24. Pokaz, ze nie istnieje formuta ¢ (x, y) logiki pierwszego rzedu taka,
ze dla dowlonego grafu (V, E) i dowolnych a,b € V'

(V.E) = ¢(a,b) <= istnieje Sciezka pomiedzy aib

Zadanie 25. Pokaz, ze jesli istnieje model M = ZFC, to istnieje model M’ |=
ZFC iciag jego elementéw a,, taki, ze dla dow. n zachodzi

M }: Ap41 € an

10



*Zadanie 26. W teorii mnogosci Zermela-Frankla Z F'C mozemy zdefiniowaé
pojecia sygnatury, formul, zdan, teorii itd. ZrobiliSmy to czeSciowo na wykla-
dzie, a czeSciowo na pierwszych ¢wiczeniach, bo caly czas pracujemy wlasnie
w ZFC. Jestedmy tez w stanie dla kazdemu ¢ nad sygnatura {€} jednoznacz-
nie przypisac zbior "¢, ktéry jest zdaniem nad sygnaturg {€} w mysl definicji
z zajeé i ktérego opis sktadniowy odpowiada budowie prawdziwego zdania
¢. Do ZFC mozemy doda¢ nowy predykat jednoargumentowy 7T'(z) i nalozyé
nastepujace aksjomaty:

T("¢") = ¢,

gdzie ¢ przebiega po wszystkich zdaniach jezyka teorii ZF'C. Nazwijmy
ZFC rozszerzone o te aksjomaty T'B~ (Tarski biconditionals). Jest to teoria
prawdy oparta o czyste réwnowaznoéci Tarskiego.

Wykaz, ze T'B nie dowodzi uogdélnienia: dla dowolnego zdania "¢ A 77,
ktére jest koniukcjg zdarh "¢ oraz "7 zachodzi réwnowaznos¢:

T(pAn) =T AT ).

Innymi stowy: czyste rownowaznosci Tarskiego nie wystarcza, by udowod-
ni¢, ze prawda jest kompozycyjna.

Zadanie 27. Niech o bedzie co najwyzej przeliczalnym stownikiem i niech A
bedzie przeliczalnym o-modelem. Udowodni¢, ze istnieje o-model B = A taki,
ze kazdy nieskoriczony zbiér definiowalny bez parametréw w 3 ma co najmniej
continuum elementéw.

Zadanie 28. Niech o bedzie ustalonym skoriczonym stownikiem niech A =
{@0,¢1,¥2, ...} bedzie zbiorem o-zdari. Udowodni¢, ze jesli w kazdym mode-
lu pewnej teorii T' prawdziwe jest przynajmniej jedno ze zdan ¢; € A, to dla
pewnego k € w zachodzi T |= g V ... V @i.

2.3 Automorfizmy

Zadanie 29. Udowodnij, ze w (N, -) (gdzie - to relacja mnozenia liczb natural-
nych) nie jest definiowalne dodawanie liczb naturalnych.

Zadanie 30. Udowodnij, ze w (Z, +) (4 oznacza relacje zwyklego dodawania
liczb catkowitych) nie jest definiowalny naturalny porzadek na liczbach catko-
witych.

Zadanie 31. Udowodnij, ze w (Z, <) (gdzie < to naturalny porzadek naliczbach
calkowitych) nie jest definiowalne dodawanie liczb catkowitych.

11



Zadanie 32. Udowodnij, ze nie istnieje formula ¢(x, y) nad jezykiem {S} taka,
ze
Th((N,SY)) - ¥z, y(¢(x,y) = =¢(y, )

gdzie (N, SV) to struktura liczb naturalnych z funkcjg nastepnika.

Zadanie 33. Scharakteryzuj automorfizmy nastepujacych struktur

L (@Q+)

2. (@)

3. (2,<)

4. (N, 5), gdzie S to funkcja nastepnika.

5. (Z,+).

6. (N,").

7. (N, +).

8. (P(A),C), gdzie A to dowolny zbidr, a C to relacja inkluzji.
9. (R, +,").

Zadanie 34. Udowodnij, ze kazdy automorfizm skoriczonych podstruktur (Q, <
) rozszerza si¢ do automorfizmu (Q, <). Pokaz, ze (Z, <) nie ma tej wlasnosci.

Zadanie 35. Udowodnij, Ze istnieje taka struktura M oraz taki element a € M,
ze dla dowolnego automorfizmu f struktury A mamy f(a) = a, ale a nie jest
definiowalny.

Zadanie 36. Udowodni¢, ze jesli stownik o = (), to w dowolnym o-modelu A
jedynymi definiowalnymi zbiorami sa () oraz cale uniwersum A.

Zadanie 37. Udowodni¢, ze jesli stownik o = (), to w dowolnym o-modelu A
jedynymi definiowalnymi z parametrami zbiorami sa:

- wszystkie skoriczone podzbiory uniwersum A,

- wszystkie koskoriczone podzbiory uniwersum A.

Zadanie 38. Udowodni¢, ze Zzaden przedzial nie jest definiowalny bez parame-
trow w strukturze (R, <).

Zadanie 39. Udowodni¢, ze struktury (R, +, 0) oraz (R, X, 1) sg izomorficzne.

Zadanie 40. Scharakteryzowaé wszystkie zbiory definiowalne z parametrami
w strukturze (R, <).
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2.4 Teoriomodelowa charakteryzacja klas formut

Zadanie 41. Teoria Th jest aksjomatyzowalna za pomocg zdan uniwersalnych
wtedy i tylko wtedy, gdy jest zachowywana w podmodelach, tzn. jedli M = Th
i NV jest podmodelem M, to N |= Th.

Zadanie 42. Teoria Thjest aksjomatyzowalna za pomocg zdan egzystencjalnych
wtedy i tylko wtedy, gdy jest zachowywana w nadmodelach, tzn. jesli M = Th
i V jest nadmodelem M, to N = Th.

Zadanie 43. Teoria Th jest aksjomatyzowalna za pomocg zdan V3 wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zachowywana w laricuchach nadmodeli, tzn. dla dowolnego
faricucha nadmodeli (M; )¢, jesli dla dowolnego i € o

M; E Th

Zadanie 44. Niech Th bedzie pewng teorig, a Thy zbiorem jej konsekwencji
uniwersalnych. Udowodnij, ze jeéli M = Thy, to M jest podmodelem pewnej
struktury M’, takiej ze M’ |= Th.

Zadanie 45. Zal6zmy, ze ¢ jest takim zdaniem, ze dla dowolnego modelu M
jesli M = ¢,zas N C M, to N |= ¢. Wéwczas ¢ jest rOwnowazne pewnemu
zdaniu uniwersalnemu.

Zadanie 46. Zal6zmy, ze ¢ jest takim zdaniem, Zze dla dowolnych modeli M C
N, ktore oba sa modelami pewnej teorii Th, jesli N |= ¢, to M = ¢. Wowczas
istnieje takie zdanie uniwersalne v, ze

Tht ¢ = .

Zadanie 47. Udowodnij, Ze teoria gestych liniowych porzadkéw nie jest aksjo-
matyzowalna zdaniami uniwersalnymi.

Zadanie 48. Udowodnij, Ze nie istnieje zdanie czysto uniwersalne, ktérego mo-
dele majg co najmniej 5 elementéw.

Zadanie 49. Udowodnij, ze jesli jaka$ teoria ma aksjomatyzacje czysto uniwer-
salng i czysto egzystencalng, to mozna ja zaksjomatyzowa¢ zdaniami bezkwan-
tyfikatorowymi.

Zadanie 50. Niech 0 = {<}. Udowodnij, ze nastepujgce klasy o- modeli nie
maja 119 aksjomatyzagji:

1. Liniowe porzadki z najwiekszym elementem.

2. Dyskretne liniowe porzadki.
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3. Czesciowe porzadki, w ktérych istniejg elementy maksymalne.
4. Atomowe algebry Boole’a.

Zadanie 51. Niech o = {<}. Udowodnij, ze o-zdanie méwigce ” < jest gestym
liniowym porzadkiem" nie jest réwnowazne zdaniu klasy 9.

Zadanie 52. Udowodnij, ze zdanie, ktére méwi: "Istnieje dokladnie 17 elemen-
tow" jest rownowazne zdaniu klasy I19. Znajdz to zdanie.

2.5 Podmodele elementarne

Zadanie 53. Pokaz, ze nastepujacy podmodele nie sg podmodelami elementar-
nymi:

L (2,9) c(@9).

2. (N\{0},<) c (N, <).

3. (2Z,+, %) C (Z,+, x), gdzie 2Z oznacza zbiér liczb parzystych.

4. (Q,+, x) C (R, +, x).

5. (22,<) C (Z,<).

6. (R,+,-) € (C,+,).

Zadanie 54. Pokaz, ze istnieje elementarny nadmodel M modelu (N, +, x), kt6-
ry nie jest z nim izomorficzny.

Zadanie 55. Udowodnij, ze kazdy nadmodel M modelu (N, +, x), ktéry jest z
nim elementarnie réwnowazny, jest jego nadmodelem elementarnym.

Zadanie 56 (Amalgamacja elementarna). Zat6zmy, ze Ajest elementarnym pod-
modelem modeli B, C. Wéwczas istnieje taki model D oraz zanurzenia elemen-
tarne f1 : B — D oraz f, : C — D, takie ze

filA=fa ] A

Zadanie 57. Udowodni¢, ze dla dowolnych o-modeli A, BiC, jesli A C B,
A=<CorazB <C,to A < B.

Zadanie 58. Niech o bedzie przeliczalnym stownikiem. Udowodni¢, ze dla kaz-
dego przeliczalnego o-modelu A istnieje przeliczalny o-model B taki, ze:

e A5,

o A£B.
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2.6 Twierdzenie Skolema-Lowenheima

Z an

Zadanie 59. Pokaz, ze kwantyfikator "wiekszo$¢" nie jest definiowalny w logice
pierwszego rzedu.

Zadanie 60. Niech 0 = {C}. Powiemy, ze o model (L, C) pochodzi od zbioru A je-
§li L = P(A), a C interpretowane jest jako zawieranie. Pokaz, ze klasa c-modeli
(L, ), ktére pochodza od pewnego zbioru (tzn. modele w tej klasie mogg po-
chodzi¢ od réznych zbioréw), nie jest aksjomatyzowalna nad sygnaturg o.

Zadanie 61. Udowodnij, ze Th(R, <) = Th(Q, <).

Zadanie 62. Udowodnij, ze teoria gestych liniowych porzadkéw jest zupelna.
Jakie wtasnoci tej teorii byly istotne dla dowodu? Uogdlnij teze tego zadania.

Zadanie 63. Udowodnij, ze Th(Z x R, <jex) = Th(Z x Q, <jex)-
Zadanie 64. Udowodnij, ze Th(R x Z, <jex) = Th(Q x Z, <jex)-

Zadanie 65. Udowodnij, ze dla dowolnego liniowego porzadku przeliczalnego
L istnieje zanurzenie j : L — Q.

2.7 Laficuchy elementarne

Zadanie 66. Niech 0 = {+,-, <} i R bedzie - modelem standardowych liczb
rzeczywistych. Pokaz, ze istnieje o-model M taki, Ze

1. R<M

2. zaden zbidr przeliczalny nie jest wspétkoricowy w M, tzn. dla dowolnego
przeliczalnego X C | M| istnieje b € | M| takie, ze dla dowolnego z € X

MExz<b

Udowodnij, ze w M dla dowolnego przeliczalnego zbioru X takiego, ze dla
dowolnego =z € X, M = 0 < z istnieje b € | M| takie, ze dla dowolnego = € X

MEOI<b<z

*Zadanie 67. Niech M i N beda elementarnie rownowazne. Udowodnij, ze
istniejg M < M’ i N < N takie, ze M’ i N/ sg izomorficzne.

15



2.8 Gry Ehrenfuchta-Fraissego

Zadanie 68. Niech o bedzie sygnaturg z dwoma predykatami jednoargumen-
towymi A(x), B(z). Udowodnij, ze nie istnieje zdanie pierwszego rzedu ¢ takie,
ze dla dowolnego modelu skoriczonego M nad sygnaturg o

M= ¢
Dokladnie wtedy, gdy
HzeM | MA@} >[zeM | ME B)}.

Zadanie 69. Udowodnij, ze klasa graféow G, w ktérych maksymalny stopieni
wierzchotka jest co najwyzej dwa razy wigkszy niz minimalny stopient wierz-
chotka nie jest definiowalna. Czy jest aksjomatyzowalna?

Zadanie 70. Udowodnij, ze nie istnieje takie zdanie ¢, ze dla dowolnego skoi-
czonego grafu G, graf G ma cykl wtedy i tylko wtedy, gdy spetnia ¢. Czy istnieje
taka formuta ¢, Ze dla dowolnego skoriczonego spéjnego grafu G

GEo
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest cyklem?

Zadanie 71. Udowodnij, ze nie istnieje takie zdanie ¢, ze dla dowolnego skon-
czonego porzadku liniowego L zdanie ¢ jest spelnione w L dokladnie wtedy,
gdy uniwersum L jest parzyste.

Zadanie 72. Udowodnij, ze (Z, <) oraz (Z x Z, <)) sa elementarnie réwno-

wazne.

Zadanie 73. Udowodnij, ze dla dowolnego liniowego porzadku (L, <) porzad-
ki (Z, <) oraz (LXZ, <jex) sa elementarnie réwnowazne. Czy (Zx L, <jex) tezjest
znimi elementarnie réwnowazny? Czy istnieje taki liniowy porzadek (P, <), ze
dla dowolnego L porzadki (L, <) oraz (P x L, <jex) s3 elementarnie rtéwnowaz-
ne?

Zadanie 74. Udowodnij, ze jesli porzadki (L, <) oraz (L', <) sa elementarnie
réwnowazne i (P, <) oraz (P’, <) sg elementarnie réwnowazne, to

L+P=L +P,

gdzie 4+ oznacza konkatenacje porzadkow.

2.9 Varia

Zadanie 75. Zdefiniowa¢ funkcje ZW(-), taka, ze dla dowolnej formuly ¢, ZW(¢)
to zbiér zmiennych wolnych formuty ¢.
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Zadanie 76. Niech X oznacza moc zbioru X. Udowodnij, ze dowolny zbi6r
nieskoficzony X jest roztgczng sumg X zbioréw mocy X.

Zadanie 77. Udowodnij, ze istnieje nieprzeliczalny i liniowo uporzadkowany
przez inkluzje, taricuch podzbioréw N.

Zadanie 78. Niech (M, €) bedzie takim modelem ZFC, ze relacja € jest dobrze
ufundowana, to znaczy dla dowolnego niepustego podzbioru A uniwersum M
istnieje taki element a € A, Ze nie istnieje b € A, taki ze M = a € b.

Udowodnij, ze jesli (M’, €) C (M, €) jest dowolnym podmodelem elemen-
tarnym, to relacja € jest dobrze ufundowana réwniez w M’.

Zadanie 79. Udowodnij, ze dwie dowolne przeliczalne bezatomowe algebry
Bool’a sg izomorficzne.

Zadanie 80. Udowodnij, Ze teoria bezatomowych algebr Boole’a jest zupelna.

Zadanie 81. Udowodnij, Ze jesli T jest teorig zupelng, to dowolne dwa modele
T sg elementarnie r6wnowazne.

Zadanie 82 (Test Vaughta). Udowodni¢, ze jesli T jest niespreczna teorig i ma
wylacznie nieskoriczone modele, to jesli jest x-kategoryczna dla pewnej nie-
skoriczonej liczby kardynalnej &, to jest zupetna.

Zadanie 83. Niech 0 = {<} i niech M = (M, <™) bedzie takim o-modelem,
ze:

M = (N x {0}) U (N x {1})
i niech relacja <™ bedzie okreslona nastepujaco:

(m,i)y <M (n,j) wtw i=j=0orazm <N n.

Udowodnié, ze dla dowolnej nieskoriczonej liczby kardynalnej « teoria Th(M)
nie jest x-kategoryczna.

Zadanie 84. Niech .# oznacza zbiér odcinkéw otwartych I C R. Udowodnij,
ze wszystkie przeliczalne modele Th((.#, C)) sg izomorficzne.

Zadanie 85. Korzystajac z twierdzenia Craiga (Twierdzenie 25) udowodnij na-
stepujace Twierdzenie Robinsona

Twierdzenie 32. Niech o1 i 02 bedg dwiema sygnaturami a T i Ty dwiema nie-
sprzecznymi teoriami nad sygnaturami o1 i o9 odpowiednio. Niech T; |, o, 0zn4cza
zdania z T; nad sygnaturg o1 N 0. Jesli

Tl rUlszz T2 rJlﬁUQ

i powyzsza teoria jest zupetna, to Ty U T, jest niesprzeczna.
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Zadanie 86. Niech o bedzie sygnaturg, P € o i T bedzie o teorig. Niech P’ ¢ o
bedzie symbolem predykatowym tej samej arnosci, co P i TP’/ P] oznacza teo-
rie powstajaca z T’ przez zamiane w kazdym zdaniu symbolu P na P’. Pokazaé,
ze P jest definiowalny implicite w T (Definicja 26) wtedy i tylko wtedy, gdy

TUTI[P'/P]+Vz(P(z) = P'(x))

Zadanie 87. Niech o bedzie sygnaturg P € o bedzie symbolem predykato-
wym. Niech T bedzie teorig na sygnaturg o. Korzystajac z twierdzenia Craiga
(Twierdzenie 25) udowodnij nastepujace Twierdzenie Betha

Twierdzenie 33. P jest definiowalny explicite w T wtedy i tylko wtedy, gdy jest defi-
niowalny implicite w T

*Zadanie 88. Dany jest skoriczony stownik o. Niech A bedzie niesprzeczng
o-teorig. Zal6ézmy, ze istniejg przeliczalne (nieskoriczone) o-modele A = Ai
B = A takie, ze A C B, ale A £ B. Udowodni¢, ze istniejg o-modele C i D o
nastepujacych wlasnosciach:

e CEAorazD | A,
e CCD,aleC £ D,

o |C| = |D| = 2.
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