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Zadanie 1. Pokaz, Ze nie istnieje formula ¢(x, y) logiki pierwszego rzedu, taka
ze dla dowolnego grafu (V, E) i dowolnych v, w € V,

(V,E) = ¢(v, w) wtedy i tylko wtedy, gdy pomiedzy v i w istnieje Sciezka.

Rozwigzanie 1. Dazac do sprzecznosci przypusémy, ze taka formula ¢(z,y)
istnieje. Rozwazmy jezyk £ teorii graféw rozszerzony o dwie state a, b. Niech
dla dowolnego n € w zdanie v, bedzie zdefiniowane nastepujaco:

n—1

Yp =—321,...,xy, Ea,21) A /\ E(xzj,xj11) N E(zp,b).

Jj=1

Zdanie 1), méwi wiec, ze miedzy « i b nie istnieje $ciezka dlugosci mniejszej
lub réwnej n.

Rozwazmy nastepujaca teorie Th :

Th=¢U{t, | n€w}

Twierdzimy, ze Th jest niesprzeczna. Wystarczy sprawdzi¢, ze dowolny jej
skonczony fragment jest niesprzeczny. Wezmy wiec dowolne skoriczone Thy C
Th. Skoro Thy jest skoriczone, to istnieje najwigksze takie k, Ze v, € Thg. Roz-
wazmy graf skladajacy sie z k + 1 wierzchotkéw vy, ..., vg41, w ktérym v; jest
polaczony z v; wtedy i tylko wtedy, gdy j = ¢ + 1 lub j = i — 1. Jesli zinter-
pretujemy stalg a przez element v, za$ stalg b przez element vy, to miedzy
elementami a, b nie bedzie istnie¢ $ciezka dtugosci mniejszej lub réwnej k, za-
tem graf ten bedzie spetnia¢ wszystkie zdania ¢; dla j < k. Zarazem bedzie
istnie¢ Sciezka miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami, zatem bedzie spel-
nia¢ zdanie ¢.

Pokazali$my, ze teoria Th jest niesprzeczna, zatem na model /. W tym mo-
delu miedzy wierzchotkami «, b istnieje éciezka. Zarazem jednak dla dowol-
nego n nie istnieje $ciezka dtugosci n. Czyli z definicji miedzy a, b nie istnieje
Sciezka. Uzyskana sprzecznoéc oznacza, Ze wbrew naszemu przypusczeniu nie
istnieje zdanie ¢ o opisanej wlasnosci.



Zadanie 2. Stopien wierzchotka w grafie to liczba elementéw, z ktérymi jest po-
Iaczony krawedzig. Udowodnij, ze nie istnieje zdanie ¢ jezyka logiki pierwszego
rzedu, takie ze dla dowolnego grafu (V, E)

(V,E) = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy v € V ma nieskoriczony stopien.

Rozwiazanie 2. Przypusémy, ze takie zdanie ¢ istnieje. Wéwczas w dowolnym
grafie zdanie —¢ spelnione jest tylko wtedy, gdy istnieje wierzchotek o skoriczo-
nym stopniu.

Niech dla dowolnego n zdanie 1,, bedzie zdefiniowane w nastepujacy spo-
s6b:

wn = vlElylv <oy Yn /\yz 7& Yj /\E(yj)’
i£j
Zdanie v, méwi wiec, ze kazdy wierzcholek w grafie ma co najmniej n sa-
siadéw. Niech

Th=-¢A{tb, | n€w}

Twierdzimy, ze teoria Th jest niesprzeczna. Rozwazmy dowolny fragment
Thy C Th. Skoro Thy jest skoriczonym zbiorem zdar, to istnieje najwieksze ta-
kie k, ze ¢y, € Thy. Niech K}, bedzie grafem sktadajacym sie z k wierzchotkéw,
z ktérym kazdy jest potaczony krawedzig z kazdym innym. Tak zdefiniowany
graf spetnia wszystkie zdania +; dla j < k, bo kazdy wierzcholek ma k sasia-
dow. Z drugiej strony speinia zdanie ¢, bo istnieje w nim wierzchotek, ktéry
ma tylko skoriczenie wielu sgsiadéw. (Co wiecej, kazdy wierzchotek ma te wta-
snos¢).

Teoria Th jest niesprzeczna, a zatem ma model M. W tym modelu istnie-
je wierzchotek v, ktéry ma tylko skoriczenie wielu sgsiadéw, powiedzmy n. Z
drugiej strony w modelu M spelnione jest 1,41, zatem kazdy wierzchotek ma
co najmniej n + 1 sgsiadéw. Uzyskana sprzecznoé¢ dowodzi, ze wbrew przy-
puszczeniu nie istnieje zdanie ¢ o postulowanych wlanosciach.

Zadanie 3. Niech (Q[X], +,-) oznacza strukture, ktérej elementami sa wielo-
miany zmiennej X o wspétczynnikach wymiernych ze zwyczajnymi operacja-
mi dodawania i mnozenia wielomianéw. Niech (Q[X,Y],+,) oznacza struk-
ture, ktdrej elementami sa wielomiany dwéch zmiennych X, Y o wspétczyn-
nikach wymiernych ze zwyczajnymi operacjami dodawania i mnozenia wie-
lomianéw. Wielomiany dwéch zmiennych to sumy wyrazen postaci ¢X*Y™,
gdzie k,n € N, a g € Q. Przyktadami wielomianéw dwéch zmiennych sa
XY +2X*+ XY7, 2X°Y —4ay!L,



1. Pokaz, ze w (Q[X], +, -) definiowalny jest zbiér wielomianéw stopnia 1,
tzn. wyrazen postaci ¢X + p dla¢,p € Q.

2. Rozréznij struktury (Q[X], +,-) i (Q[X, Y], +, -) zdaniem logiki pierwsze-
go rzedu.

Rozwiazanie 3. (1). Zauwazmy, ze w Q[X]| mozemy zdefiniowa¢ wlasnos¢: ,,x
jest liczbg wymierna” nastepujaca formulg Q(z):

Qx)=2z=0VvIy axy =1,

gdzie x = 0 jest skrétem od Vy = +y = y, a z = 1 jest skrétem od Vw zw = w.
Jest jasne, ze powyzsza formula Q(x) definiuje doktadnie liczby wymierne, bo
dla dowolnego wielomianu p stopnia d > 1 i dowolnego innego wielomianu r
stopien wielomianu pr jest > d > 1, a wiec w szczeg6lnosci pr nie moze by¢
réwny 1 ani zadnej innej liczbie wymierne;j.

Twierdzimy, ze wielomiany stopnia 1 mozna zdefiniowaé nastepujaca for-
mulg ¢ (z):

¢1(x) = =Q(x) AVpIg, T (p = gz + 7 AQ(r)).

Z jednej strony wszystkie wielomiany dzielg si¢ przez wielomiany stopnia
jeden z reszta wymierng, z drugiej zas jesli x jest wielomianem stopnia wiek-
szego niz 1, to nie dzieli on na przyklad wielomianu X z reszta wymierng, co
dowodzi, ze powyzsza formulg definiuje doktadnie wielomiany stopnia 1.

(2). Sktruktura Q[X] spelnia zdanie 3z ¢, (x). Twierdzimy, ze w Q[X, Y] nie
istnieje element spelniajacy te formule. Formuta Q[X] definiuje zbiér liczb wy-
miernych w obu powyzszych strukturach, zatem ¢; () wyréznia w obu struk-
turach te elementy, ktére nie sg liczbami wymiernymi i dzielg wszystkie wielo-
miany z reszta wymierna. Wezmy dowolny wielomian p € Q[X,Y]. Twierdzi-
my, ze p nie dzieli albo wielomianu X, albo Y. Gdyby istotnie dzielit, to musial-
by mie¢ stopieni jeden. Zatem dla pewnych r, r’ wymiernych oraz pewnych ¢, ¢
mieliby$my:

X =pg+r
oraz
Y =pq +1'.

Skoro stopiet wielomianu p wynosi 1, to zarazem ¢, jak i ¢’ musza by¢ licz-

bami wymiernymi. Czyli

=(X-7r)-.
p=( )y
Stad wynika, ze
/

Y:(X—r)%Jrr’.

Uzyskana sprzecznos¢ koriczy dowaéd.



Zadanie 4. Zauwazmy, ze ZFC jest teorig aksjomatyczng pierwszego rzedu
nad sygnaturg z jednym symbolem relacyjnym € . Mozna wobec tego méwi¢ o
modelach tej teorii. Przypus$émy, ze M jest takim modelem. Wéwczas M = a €
bwtedy i tylko wtedy, gdy element a jest w modelu M w relacji € z elementem b,
co niekoniecznie ma cokolwiek wspdélnego z nalezeniem elementu a do zbioru
b.

Pokaz, ze jesli ZFC jest niesprzeczna, to istnieje model M |= ZFC i ciag
jego element6w (a,,) taki, ze dla dowolnego n zachodzi

M E any1 € ap.

Rozwiazanie 4. Niech £* bedzie jezykiem teorii mnogosci rozszerzonym o
dodatkowe stale {a,, | n € w}. Niech Th bedzie nastepujaca teoria:

Th = ZFCU{ap4+1 € a,, | n € w}.

Twierdzimy, ze Th jest niesprzeczna: wezmy dowolny skoriczony fragment
Thy C Th. W Thy jest tylko skoriczenie wiele zdar postaci a,, 1 € a,. Bez utraty
ogdlnosci sad to wszystkie zdania postacia; 1 € a; dla pewnego ki wszystkich
Jj<k.

Z zalozenia zadania wiemy, ze istnieje model M = ZFC. Wystarczy znalez¢
w tym modelu interpretacje dla stalych a;, j < k spelniajgcych teorie Thy, aby
pokazag, ze Thy jest niesprzeczna.

Naszg interpretacje okre$lamy przez indukcje nstepujacymi warunkami:
1. ap — @
2. a; = {aj+1} dla] < k.

Wymienione zbiory istnieja na przykiad na mocy aksjomatu pary.
Teoria Th jest niesprzeczna, a zatem ma model. W tym modelu istniejq ele-
menty a, : n < w takie, ze dla dowolnego n:

Ap+1 S Ay .
Zadanie* 5. Udowodnij, ze w modelu M z poprzedniego zadania nie istnieje
zbiér {a, | n € w}, to znaczy nie istnieje taki element ¢ € M, ze dla dowolnego
b jesli

MEbea

to b jest jednym z elementéw a,, oraz dla dowolnego n

MEa, €a



Rozwigzanie 5. Przypuéémy przeciwnie, Ze istnieje a € M o powyzszych wia-
snosciach. Wéwczas na mocy aksjomatu ufundowania istnieje takie ¢ € a, ze:

MEcna=0.

Jednak jedli ¢ € q, to istnieje takie n, ze ¢ = a,,. Wéwczas jednak:

MEapi1 €a,Na# 0.



