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Chciałbym wyodrębnić pewne schematy rozumowań, które pojawiły się
w rozwiązywanych przez nas zadaniach. Można będzie je bez uzasadnienia
stosowań w przyszłości (np. na kolokwiach i egzaminie).
Stwierdzenie 1. Niech (an)n∈N będzie rosnącym (ściśle), a (bn)n∈N malejącym
(ściśle) ciągiem liczb rzeczywistych. Załóżmy, że a = limn7→∞ an, b = limn7→∞ bn.
Niech An = {x ∈ R | an ≤ x ≤ bn}, Bn = {x ∈ R | bn ≤ x ≤ an}. Wtedy

1.
⋂

n∈NAn = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b},
⋃

n∈NAn = {x ∈ R | a0 ≤ x ≤
b0} = A0.

2.
⋂

n∈NBn = {x ∈ R | a0 ≤ x ≤ b0} = A0,
⋃

n∈NAn = {x ∈ R | a <
x < b}

Stwierdzenie pozostaje prawdziwe także dla An = {x ∈ R | an < x < bn},
Bn = {x ∈ R | bn < x < an}

Przykłady
1. Niech An = {x ∈ R | − 1− 1

2n ≤ x ≤ 1 + 1
2n }. Wtedy an = −1− 1

2n

jest ciągiem rosnącym i limn7→∞ an = −1 oraz bn = 1+ 1
2n jest ciągiem

malejącym i limn7→∞ bn = 1. Stąd⋃
n∈N

An = A0 = [−2, 2],
⋂
n∈N

An = [−1, 1].

2. NiechAn = {x ∈ R | −2− n
n+1 < x < 1− 1

n2+1
}. Wtedy an = −2− n

n+1
jest ciągiem malejącym (bo n

n+1 jest rosnący) i limn7→∞ an = −3 oraz
bn = 1− 1

n2+1
jest ciągiem rosnącym i limn7→∞ bn = 1. Stąd⋃
n∈N

An = (−3, 1),
⋂
n∈N

An = A0 = (−2, 0).
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3. To będzie przykład negatywny: niechAn = {x ∈ R | −3−(−1)n n
n+1 ≤

x ≤ 2+(−1)n n
n+2}. Ani−3− (−1)n

n+1 ani 2+ (−1)n
n2+2

nie są ciągami mono-
tonicznymi, więc nie można stosować powyższego stwierdzenia bezpośred-
nio. Najpierw trzeba postawić hipotezę, a potem ją udowodnić. W
dowodzie wykorzystamy jednak Stwierdzenie 1. Pokażemy, że

(a)
⋃

n∈NAn = (−4, 3). Pokażemy najpierw zawieranie ⊆. Musimy
pokazać, że dla dowolnego n

An ⊆ (−4, 3)

Ustalmy n i niech x ∈ An. Wtedy x ≥ −3− (−1)n n
n+1 . Mamy

−3− (−1)n n

n+ 1
≥ −3− n

n+ 1
> −4

bo n
n+1 < 1. Stąd x > −4. Z drugiej strony, skoro x ∈ An, to

x ≤ 2 + (−1)n n
n+2 . Mamy (−1)n n

n+2 < 1, stąd 2 + (−1)n n
n+2 < 3

i dowód tej inkluzji jest zakończony.
Zajmijmy się teraz przeciwną inkluzją: rozpatrzmy rodzinę zbiorów

{A2n}n∈N

złożoną z tych zbiorów rodziny {An}n∈N, które mają numery
parzyste (elementy tej rodziny toA0, A2, A4, . . .). Oczywiście mamy⋃

n∈N
A2n ⊆

⋃
n∈N

An

Ponadto zauważmy, że

A2n = {x ∈ R | −3−(−1)2n 2n

2n+ 1
≤ x ≤ 2+(−1)2n 2n

2n+ 2
} =

= {x ∈ R | − 3− 2n

2n+ 1
≤ x ≤ 2 +

2n

2n+ 2
}

Ponieważ an = −3− 2n
2n+1 jest malejący, a bn = 2+ 2n

2n+2 rosnący,
mamy na mocy Stwierdzenia 1⋃

n∈N
A2n = (−4, 3)

co kończy dowód.
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(b)
⋂

n∈NAn = [−2, 1] Zajmijmy się inkluzją ⊇: musimy pokazać, że
dla dowolnego n ∈ N

[−2, 1] ⊆ An

Niech x ∈ [−2, 1]. Ustalmy n. Ponieważ −1 < (−1)n n
n+2 < 1,

to −4 < −3 − (−1)n n
n+2 < −2, stąd, ponieważ x ≥ −2, to x ≥

−3 − (−1)n n
n+2 . Podobnie −1 < (−1)n n

n+2 < 1, stąd 1 < 2 +
(−1)n n

n+2 < 3, stąd, ponieważ x ≤ 1, to x < 2 + (−1)n n
n+2 .

Zatem x ∈ An.
Zajmijmy się przeciwną inkluzją: rozpatrzmy rodzinę zbiorów

{A2n+1}n∈N

złożoną z tych zbiorów rodziny {An}n∈N, które mają numery
nieparzyste (elementy tej rodziny to A1, A3, A5, . . .). Oczywiście
mamy ⋂

n∈N
A2n+1 ⊇

⋂
n∈N

An

(jeśli jakiś x należy do wszystkich An, to tym bardziej do wszys-
tkich tych, które mają numery nieparzyste). Zauważmy, że

A2n+1 = {x ∈ R | −3−(−1)2n+1 2n+ 1

2n+ 2
≤ x ≤ 2+(−1)2n+1 2n+ 1

2n+ 3
} =

= {x ∈ R | − 3 +
2n+ 1

2n+ 2
≤ x ≤ 2− 2n+ 1

2n+ 3
}

Ponieważ an = −3 + 2n+1
2n+2 jest rosnący, a bn = 2− 2n+1

2n+3 malejący,
mamy na mocy Stwierdzenia 1⋂

n∈N
A2n+1 = [−2, 1]

co kończy dowód.

3


