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Chcialbym wyodrebni¢ pewne schematy rozumowan, ktére pojawily sie
w rozwigzywanych przez nas zadaniach. Mozna bedzie je bez uzasadnienia
stosowan w przysztosci (np. na kolokwiach i egzaminie).

Stwierdzenie 1. Niech (a,)nen bedzie rosngcym (Scisle), a (by,)nen malejgcym
(Scisle) ciggiem liczb rzeczywistych. Zatézmy, ze a = limy, o0 @p, b = limp o0 by,
Niech A, ={z €R | ap, <z <b,}, B, ={z€R | b, <z <a,}. Wtdy

L MenAn={reR | a <2 <b}, UpenAn ={r€R | ap <2 <
60}22440.

2. MpenBn={r €R | ap <2 < b} = Ag, UpenAn ={z €R | a <
x < b}

Stwierdzenie pozostaje prawdziwe takze dla A,, = {z € R | a, < x < by},
B,={z€R | b, <z<ay}

Przyklady
1. NiechA, ={z €R | —1— 5 <2 <1+ 5} Wtedya, = -1— 5
jest ciggiem rosngcym i lim,, oo @y, = —10razb, =1+ 2% jest ciggiem
malejagcym i limy, o b, = 1. Stad
U A =40 =[-2,2], () 4. = [-1,1].
neN neN
2. NiechA, ={z eR | —2- 15 <z < 1—n%+1}. Wtedy a, = —2— 5
jest ciggiem malejacym (bo %5 jest rosnacy) i limy, o0 a, = —3 Oraz

b, =1-— n%ﬂ jest ciggiem rosnacym i lim,, , b, = 1. Stad

U 4 =(=3,1), ) 4n = 40 = (-2,0).

neN neN
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3. Tobedzie przyklad negatywny: niech 4,, = {zr € R | —3—(—-1)"-1 <

n+l
r <24 (-1)" A5} Ani -3 - (;Jlr)l ani 2+ (71_222 nie sg ciggami mono-
tonicznymi, wiec nie mozna stosowaé powyzszego stwierdzenia bezposred-
nio. Najpierw trzeba postawié¢ hipoteze, a potem jg udowodni¢. W

dowodzie wykorzystamy jednak Stwierdzenie 1. Pokazemy, ze

(@) Unen An = (—4,3). Pokazemy najpierw zawieranie C. Musimy
pokaza¢, ze dla dowolnego n

A, C(—4,3)
Ustalmy n iniech z € A,. Wtedy z > —3 — (—1)" 2. Mamy
n n
—3— (—1)" >3- —4
3= (1) n+17 3 n+1 >

bo nLH < 1. Stad x > —4. Z drugiej strony, skoro = € A,, to

r <2+ (=1)" A5 Mamy (—1)" 25 < 1,stad 2+ (—1)" 55 < 3
i dowdd tej inkluzji jest zakoriczony.
Zajmijmy sie teraz przeciwng inkluzja: rozpatrzmy rodzine zbioréw

{A2n}neN

zlozong z tych zbioréw rodziny {A, },en, ktére majg numery
parzyste (elementy tej rodziny to Ao, Az, Au, .. .). Oczywiscie mamy

neN neN

Ponadto zauwazmy, ze

2n
Agy = R | —3—(-1)*" <z < 24(-1)*" =
n =z €R | —3-(-1" 2= <o <24 (-1 )
2n
= R| -3- <zr<2
{zeR] 1 =TS o)
Poniewaz a,, = —3 — 2Si1 jest malejacy, a b, = 2 + 2312 rosnacy,
mamy ha mocy Stwierdzenia 1
L Azn = (—4,3)
neN

co koriczy dowdd.



(®) Nheny An = [—2, 1] Zajmijmy sie inkluzjg 2: musimy pokazad, ze

dla dowolnego n € N

[—2,1] C A,
Niech z € [-2,1]. Ustalmy n. Poniewaz —1 < (-1)"15 < 1,
to -4 < -3 — (—1)”%r2 < —2, stad, poniewaz z > —2,to x >
—3 — (—1)";%5. Podobnie —1 < (-1)"%5 < 1,stad 1 < 2+

(Z—l)"n%r2 Z 3, stad, poniewaz z < 1, tox < 2 + (—1)"7%&.
atem x € A,,.

Zajmijmy sie przeciwng inkluzja: rozpatrzmy rodzine zbioréw
{AQn-‘rl }nEN

zlozong z tych zbioréw rodziny {A,}nen, ktére maja numery
nieparzyste (elementy tej rodziny to Ay, A3, As, . ..). Oczywiscie
mamy

(jesli jaki$ = nalezy do wszystkich A,, to tym bardziej do wszys-
tkich tych, ktére majg numery nieparzyste). Zauwazmy, ze

ont12n +1 on+12n + 1

A = R|—-3—(-1 <z <24(-1
et = tr €R [ =3-(CU)T g P s e s 2 DTS
2n +1 2n+1
= R|] -3 <zrL2-
R P bk P
Poniewaz a,, = —3 + 321; jest rosnacy, a b, = 2 — gﬁié malejacy,

mamy na mocy Stwierdzenia 1

() 421 = [-2,1]
neN

co koriczy dowdd.
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