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Czeé¢ z wymienionych zadari omawialiémy na ¢wiczeniach. We wszystkich
zadaniach ponizej odpowiedzi nalezy uzasadnia¢. Jesli nie bedziesz w stanie
opisac jakiejs konstrukcji w Scisty spos6b, postaraj sie podac jednoznaczny opis
w jezyku naturalnym.

We wigkszoéci zadan korzystaliémy z twierdzenia Cantora — Bernsteina.
Twierdzenie 1. Dla dowolnych zbioréw A, B jesli |A| < |B| oraz |B|] < |A4|, to
Al = |B.

Przypomnijmy, ze symbole w powyzszym twierdzeniu zostaty zdefiniowa-
ne na wykladzie:

e |A| < |Bj, jedli istnieje injekcja z A do B (réwnowaznie: istnieje surjekcja
z B na A).
e |A| = |B|, jesli istnieje bijekcja z A do B, co oznaczamy takze A ~ B.
Twierdzenie Cantora — Bernsteina pozwala w wielu wypadkach udowod-
ni¢ istnienie bijekcji, ktérej skonstruowanie nasteczatoby znacznych trudnosci.

Mozemy bowiem skonstruowa¢ pare: injekcja z A do B i surjekcja z Ana B lub:
injekcja z A do B iinjekcja z B do A, co w praktyce jest czesto prostsze.

Zadanie 1. Udowodnij, ze [0,1] ~ {0, 1},
Zadanie 2. Udowodnij, ze Q ~ N.

Zadanie 3. Udowodnij, ze {0, 1} ~ NV,
Zadanie 4. Udowodnij, ze N ~ NNY.
Zadanie 5. Udowodnij, ze N x N~ N x N x N.
Zadanie 6. Udowodnij, ze R ~ RY.

Zadanie 7. Udowodnij, ze dla dowolnego n € N zbiory NiN\ {0,1,2,...,n}
sg réwnoliczne.



Zadanie 8. Udowodnij, ze zbiér funkcji liniowych o wspéiczynnikach wymier-
nych jest réwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych.

Zadanie 9. Udowodnij, ze zbiér wielomianéw stopnia 3 o wspélczynnikach
wymiernych jest rtéwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych.

Zadanie 10. Udowodnij, ze zbiér NV jest réwnoliczny ze zbiorem 2~ = {s €
NY | sjest rosnacy }.

Zadanie 11. Udowodnij, ze zbiér R" jest réwnoliczny ze zbiorem ¢y = {a €
RY | ajest zbiezny do 0}.

Zadanie 12. Udowodnij, ze R ~ R?.

Zadanie 13. Udowodnij, ze zbiér {(z,y) € R?> | z € [0,1] Ay € [0,1]} jest
réwnoliczny z R.

Zadanie 14. Udowodnij, ze zbiér &7 (N) jest réwnoliczny ze zbiorem 2" = {X €
Z(N) | X jest nieskoriczony }.



