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Niech (X, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym. Méwimy, ze z € X jest
elementem minimalnym, jesli nie istnieje y € X taki, ze y < z oraz y # «=.
Moéwimy, ze € X jest elementem najmniejszym, jesli < y dla dowolnego
y e X.

Niech A C X. Méwimy, ze x jest ograniczeniem dolnym zbioru A, jesli
z < a dla dowolnego a € A. Méwimy, ze « jest infimum zbioru A jesli x jest
najwiekszym ograniczeniem dolnym zbioru A. Infimum zbioru A oznaczamy

zwykle przez inf A.

Analogicznie definiujemy element maksymalny, najwiekszy i ograniczenie
gorne. Przez supremum zbioru A C X mamy na mysli najmniejsze ogranicze-

nie gérne tego zbioru. Supremum zbioru A oznaczamy zwykle przez sup A.

Zadanie 1. Niech 2" = Z(N) \ {0} z porzadkiem C. Ustal, czy w tym zbiorze
istniejg elementy minimalne, maksymalne, element najmniejszy i najwiekszy i
scharakteryzuj te elementy.

Zadanie 2. Relacje podzielnosci n | k definiujemy warunkiem 3Im k = n - m.
Ustal, czy istniejg elementy minimalne i maksymalne oraz element najmniejszy

i najwiekszy w zbiorach N oraz N\ {0, 1} uporzadkowanych relacjq |.

Zadanie 3. Relacje < na zbiorze NV definiujemy warunkiem s < ¢ jesli dla
dowolnego n s(n) < t(n). Ustal, czy istniejg elementy minimalne i maksymalne
oraz element najmniejszy i najwigkszy w zbiorze N w sensie porzadku <.

Zadanie 4. Relacje < na zbiorze NV definiujemy, jak w poprzednim zadaniu,
warunkiem s < ¢ jesli dla dowolnego n s(n) < t(n). Niech 2" bedzie zbiorem
tych ciggéw o wyrazach naturalnych, w ktérych kazdy wyraz pojawia sie co
najwyzej raz, tzn.

X ={sc NV | Vn,kn#k— s(n) £ s(k)}.

Ustal, czy w zbiorze X istnieje element najmniejszy. Opisz elementy minimalne.



Zadanie 5. Udowodnij, ze w zbiorze 2 z poprzedniego zadania zbi6r elemen-
téw minimalnych jest réwnoliczny z {0, 1}.

Zadanie 6. Niech 2" oznacza zbiér nieskoriczonych podzbioréw liczb natural-
nych, tzn. & = {X € Z(N) | |X| = |N|}. Czy w zbiorze % istniejg elementy
minimalne?

Zadanie 7. Niech 2" oznacza zbiér nieskoriczonych ciggéw Scisle rosnacych o
wyrazach naturalnych (ciag s jest SciSle rosnacy jesli s(n) < s(k) dla dowolnych
liczb n, k takich, ze n < k). Porzadek < definiujemy warunkiem s < ¢ jesli dla
dowolnego n s(n) < t(n). Czy w zbiorze 2  istnieja elementy minimalne?

Zadanie 8. Niech 2” = N". Porzadek < na zbiorze 2" definujemy warunkiem
s = tjesli s(ng) < t(ng), gdzie ng jest najmniejszym takim k, ze s(k) # t(k).
Czy 2" ma element najmniejszy w sensie tego porzadku? Czy w tym porzadku
istniejg elementy nieporéwnywalne?

Zadanie 9. Niech 2" oznacza zbidr skoriczonych podzbioréw N. To znaczy:
zbiér tych X C N, ze |X| < |N|. Na zbiorze tym definiujemy porzadek < wa-
runkiem: X =< Y je$li minimalny element réznicy symetrycznej X AY nalezy
do zbioru Y. Czy w £ istniejg elementy minimalne, element najmniejszy i ele-
menty maksymalne?

Zadanie 10. Niech 2 oznacza zbiér ciggéw skoriczonych (diugosci co najmniej
1) owyrazach 0, 1. Na 2 definiujemy porzadek: s < t wtedy i tylko wtedy, gdy
s(ng) = 0 oraz t(ng) = 1, gdzie ng jest najmniejsza taka liczba, ze s(ng) # t(no).
Czy w tym porzadku istniejg elementy minimalne i maksymalne?

Zadanie 11. Wskaz przykladowe ograniczenia gérne i dolne odcinka (0,1) w
zbiorze R z naturalnym porzadkiem. Czy ten zbiér ma supremum i infimum w
R?

Zadanie 12. Wskaz przykladowe ograniczenia gérne i dolne zbioru (—+/2,3) N
Q w zbiorze Q z naturalnym porzadkiem. Czy ten zbiér ma supremum i infi-
mum w Q?

Zadanie 13. Na zbiorze N definiujemy porzadek < w nastepujacy sposéb: n < k
jesli (n jest parzyste a k nieparzyste) lub (n i k sg parzystein < k) lub (n, k sg
nieparzyste i k < n). Wskaz w tym porzadku zbiér, ktéry nie ma infimum. Czy
istnieje zbidr, ktéry nie ma ograniczenia dolnego?

Zadanie 14. Niech A4,, ,, = {m— =, m+ 15 } (zbiér dwuelementowy). Wskaz
w zbiorze A = |J,,cny Uneny Am,n podzbiodr, ktéry nie ma supremum w A w
sensie naturalnego porzadku.

Zadanie 15. Niech & C Z(N) bedzie zbiorem wszystkich skoriczonych pod-
zbioréw N, to znaczy A € &7, jesli A C Noraz |A| < |N|. ZnajdZ supremum ./
w zbiorze & (N) z porzadkiem C. Znajdz infimum zbioru Z(N) \ <.



