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Cze$¢ z wymienionych zadan omawialiSmy na ¢wiczeniach. We wszystkich
zadaniach ponizej odpowiedzi nalezy uzasadnia¢. Jesli nie bedziesz w stanie
opisac jakiej$ konstrukcji w Scisty spos6b, postaraj sie podac jednoznaczny opis
w jezyku naturalnym.

We wiegkszosci zadan korzystaliémy z twierdzenia Cantora — Bernsteina.

Twierdzenie 1. Dia dowolnych zbiorow A, B jesli |A| < |B| oraz |B| < |A]|, to
Al = |B.

Przypomnijmy, ze symbole w powyzszym twierdzeniu zostaty zdefiniowa-
ne na wyktadzie:

e |A| < |Bj, jesli istnieje injekcja z A do B (réwnowaznie: istnieje surjekcja
z B na A).

e |A| = |B|, jesli istnieje bijekcja z A do B, co oznaczamy takze A ~ B.

Twierdzenie Cantora — Bernsteina pozwala w wielu wypadkach udowod-
ni¢ istnienie bijekcji, ktérej skonstruowanie nasteczatoby znacznych trudnosci.
Mozemy bowiem skonstruowac pare: injekcja z A do B i surjekcja z A na B lub:
injekcja z A do B iinjekcja z B do A, co w praktyce jest czesto prostsze.

Zadanie 1. Korzystajac z definicji udowodnij, ze jesli zbiér A jest réwnoliczny
z C a zbidr B jest rownoliczny z D, to zbiér A x B jest réwnoliczny z C' x D.

W zadaniu powyzszym nie trzeba bedzie korzysta¢ z definicji pary upo-
rzagdkowanej, ale trzeba bedzie korzystac z jej podstawowej wlasnosci: (x,y) =
(u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy = woraz y = v.

Zadanie 2. Zbiér 2 = {s € {0,1}N | w ciggu s wystepuje zanieskoriczenie wiele wyrazéw 01i 1.}
jest réownoliczny z {0, 1},

Zadanie 3. Zbiér 2° = {s € {N}' | w ciggu s wystepuje nieskoriczenie wiele wyrazéw 2,171 2017.}
jest réwnoliczny z {0, 1},



Zadanie 4. Zbiér 2" = {s € NV | Vk € N3n € N s(n) = k} jest réwnoliczny z
{0, 13",

Zadanie 5. Zbiér 2° = {s € NV | dla kazdego n wyraz n wystepuje w s co najmniej 5 razy}
jest rtownoliczny z NN

Zadanie 6. Zbiér 2 = {s € NV | dla kazdego n wyraz n wystepuje w s co najmniej n razy }
jest rownoliczny z N,

Zadanie7. Zbiér 2 = {s € NV | dla kazdego n wyraz n wystepuje w s nieskoriczenie wiele razy}
jest réownoliczny z NN,

Zadanie8. Zbiér 2 = {s € {0,1} | w ciaggu s dwa wyrazy 0 nigdy nie wystepuja obok siebie }
jest réwnoliczny z {0, 1},

Zadanie 9. Zbiér D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} jest réwnoliczny z R2.
) y

Zadanie 10. Zbioér I? = {(z,y) € R? | z € [0,1] Ay € [0, 1]} jest réwnoliczny
ze zbiorem E = {(u,v) € R? | 2u? + 502 < 2017}.



