Pula zadan na kolokwium poprawkowe

31 maja 2017

Wszystkie zadania na kolokwium bedg pochodzily z ponizszej puli, z tym
ze zadania na kolokwium mogg si¢ rézni¢ od ponizszych o state (tzn. wyrazenia w
ponizszych opisach zbioréw moga zostaé¢ zastagpione podobnymi wyrazenia-
mi, do ktérych dodano jakas liczbe, lub ktére pomnozono przez jakas liczbe).
Kazda odpowiedz nalezy uzasadnic.

Zadanie 1. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodza nastepu-
jace réwnosci:

e (A\B)\C=A\(BUCQC).

e A\(BNC)=(A\B)U(A\ Q).
Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodza nastepu-
jace réwnosci:

e A\(B\C)=(A\B)U(ANCQO).

e A\(BUC)=(A\B)N(A\C).
Zadanie 3. Udowodnij, Ze dla dowolnych zbioréw A, B, C zachodzi réwnosé

AA(BAC) = (AAB)AC,

gdzie XAY oznacza zbiér (X \Y)U (Y \ X).

Zadanie 4. Sprawdz czy dla dowolnych dwéch zbioréw A, B zachodza
1. Z(A)UuP(B)=P(AUB)
2. P(A) C Z(B) wtedy i tylko wtedy, gdy A C B.

P (X) oznacza zbidr potegowy X, tzn. zbiér podzbioréow X.
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Zadanie 31. Wyznacz nastepujace obrazy i przeciwobrazy.

e f10,3]], gdzie f : R = R, f(z) =3(z — 3)? + 2.
o [7H(=00, 1), fR= R, f(2) = 257
Zadanie 32. Wyznacz nastepujace obrazy i przeciwobrazy.

e f[[0,+00)], gdzie f : R = R, f(z) = e@=1?,

e f71[0,3]], gdzie f : R = R, f(z) = 22* + 5z — 5.
Zadanie 33. Dla funkcji f : R — R? zdefiniowanej f(z) = (cos(z),sin(z))
wyznacz nastepujgce przeciwobrazy:

e f71[(0,1)]. Uwaga: (0,1) € R? to punkt, nie przedzial.

o f71[X], gdzie X = {(z,y) € R? | z > 0}.

Zadanie 34. Niech N oznacza zbiér liczb naturalnych dodatnich. Niech (N ) <N
oznacza zbiér wszystich ciggéw skoniczonych o wyrazach w zbiorze N (nie
uwzgledniamy ciggu pustego, tzn. wszystkie ciggi maja przynajmniej jeden ele-
ment). Zdefiniujmy f : (N;)<N — N wzorem

f((an)) = Zai-

Zatem funkcja f dla danego ciggu skoriczonego zwraca sume jego wyrazow.
Wyznacz

1. f71{2,3}).
2. fl{(an) € (N;3)<N | (a,) ma parzyscie wiele wyrazéw }].

Zadanie 35. Niech X bedzie zbiorem ciggéw s € {0, 1} o wyrazach 0, 1 takich,
ze w s nie wystepuja kolo siebie trzy jedynki. Udowodnij, ze |X| = |NV|.

Zadanie 36. Niech X bedzie zbiorem ciggéw liczb naturalnych s € NN takich,
ze s jest niemalejgcy. Udowodnij, ze | X | = [NN|.



Zadanie 37. Niech X bedzie zbiorem ciggéw liczb naturalnych s € NY| takich,
ze dla dowolnego k istnieje takie n, ze s(n) = k. Udowodnij, ze | X| = |NV|.

Zadanie 38. Udowodnij, ze (RY)@ ~ 2R,
Zadanie 39. Sprawdz czy zbi6ér N x (NV) jest réwnoliczny z N czy z R.

Zadanie 40. Udowodnij, ze zbiér {f € NV | f jest §ciéle rosnaca } jest réwno-
liczny z R.

Zadanie 41. Niech X bedzie zbiorem ciggéw liczb naturalnych s € NN takich,
ze w ciggu s nie wystepuja obok siebie dwa takie same wyrazy (tzn. dla dowol-
nego n, s(n) # s(n + 1)). Udowodnij, ze | X| = |NV|.

Zadanie 42. Udowodnij, ze zbiér wszystkich funkcji f : N — N, ktére sg state
od pewnego miejsca, tj. zbiér

{feNY | 33n e NVE > n f(k) =1}
jest réwnoliczny z N.

Zadanie 43. Niech 2" bedzie zbiorem tych podzbioréw liczb naturalnych X,
ze X zawiera wszystkie liczby parzyste. Udowodnij, ze | X| = |NN|.

Zadanie 44. Zdefiniuj bijekcje pomiedzy zbiorami N i NNxN,

Zadanie 45. Udowodnij, ze zbiér D = {(z,y) € R? | 22 4+ y? < 1} jest rtéwno-
liczny z R?.

Zadanie 46. Rozwazmy zbiér A = {f € N¥ | dla dowolnego nf(n)|f(n+1)},
gdzie | to relacja podzielnosci. Udowodnij, ze |A| = [R|.

Zadanie 47. Niech X bedzie zbiorem ciggéw liczb naturalnych s € NN takich,
ze W s co najmniej dwa wyrazy pojawiaja sie nieskoriczenie wiele razy. Na zbio-
rze X definiujemy porzadek < warunkiem s < ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
s(n) < t(n) dla dowolnego n. Czy (X, <) ma element najmniejszy?

Zadanie 48. Niech X bedzie zbiorem tych ciggéw s € NV, w ktérych pojawiaja
sie wszystkie wyrazy naturalne (czyli dla dowolnego & istnieje takie n, ze s(n) =
k). Na zbiorze tym rozpatrujemy porzadek z poprzedniego zadania. Czy X ma
element najmniejszy? Czy ma elementy minimalne?

Zadanie 49. Niech N<" bedzie zbiorem skoriczonych ciaggéw o wyrazach natu-
ralnych, a Q<" - zbiorem skoriczonych ciggéw o wyrazach wymiernych. Niech
dla skoniczonego ciagu (a,,), |(ay)| 0znacza jego dtugosé (liczbe wyrazéw). Na
obydwu zbiorach rozpatrujemy porzadek prefiksowy, tzn.

(an) <pres (by) wtw. dla dowolnego n < |(an )|, an = by,

Sprawdz czy (N<N, <, ;) jest izomorficzne z (Q<N, <,,.c1).



Zadanie 50. Na zbiorze Q" (kt6rego elementami sg funkgje f : N — Q) rozpa-
trujemy porzadki <; i <, zdefiniowane:

f<19 <= [INJCylN|
oraz
f<29 <= Vn f(n) <g(n).
Czy porzadki (QY, <) i (QY, <3) s izomorficzne?
Zadanie 51. Udowodnij, ze porzadek ({0, 1}V, <) jest izomorficzny z porzad-

kiem ({0, 3}, <), gdzie oba porzadki s < t definiujemy warunkiem s < t wte-
dy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego n s(n) < t(n).

Zadanie 52. Czy Z x Q z porzadkiem leksykograficznym jest izomorficzny z
Z x Z z porzadkiem leksykograficznym?

Zadanie 53. Czy Z x N z porzadkiem leksykograficznym jest izomorficzne z
N x Z z porzadkiem leksykograficznym?

Zadanie 54. Czy NxN z porzadkiem produktowym, tzn. zdefiniowanym (m, n) <,
(k,l) <= m < kAn <l jestizomorficzny z N x N z porzadkiem leksykogra-
ficznym?

Zadanie 55. Czy Q x Q z porzadkiem leksykograficznym jest izomorficzne z

Q x N z porzadkiem leksykograficznym?

Zadanie 56. Czy N x N x N z porzadkiem leksykograficznym jest izomorficzne
z N x N z porzadkiem leksykograficznym? Porzadek leksykograifczny na N x
N x N definiujemy warunkiem: (k,m,n) < (k',m’/,n’) wtedy i tylko wtedy, gdy
k<Klub(k=Kim<m)Ilub(k=kKim=m'in<n/).

Zadanie57. Niech X = {z € R | Jne Nz =L1vae=14+1vae=2-1}
Czy X z naturalnym porzadkiem jest izomorficzne z Z?

Zadanie 58. Podaj przyktad nieprzeliczalnego taficucha w zbiorze R x N z po-
rzadkiem produktowym (tzn. (n,z) < (n/,2’) wtw n < n’ oraz z < z’). Czy ten
porzadek jest gesty?

Zadanie 59. Niech 2" = {s € NV | sjestinjekcja}. Niech # = {s € NV |
s jest surjekcja}. Na zbiorach tych definujemy porzadek < warunkiem s < ¢
witw Vn s(n) < t(n). Czy (2, <), (¥, <) sg izomorficzne?

Zadanie 60. Niech /' = N\ {0, 1}. Rozwazmy nastepujgcy zbior
A={feN" | dladowolnegon, f(n)|f(n+1))}

tzn. funkcja f jest w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego n, liczba
f(n) jest dzielnikiem f(n + 1). Zdefiniujmy relacje:

fRg <= [[N] C g[N]



tzn. fRg wtedy i tylko wtedy, gdy kazda liczba bedaca wartoscig f, jest tez
wartoscia g.

1. Czy w (A, R) istnieja elementy maksymalne? Jesli tak, to co to sa za ele-
menty?
2. Czy w (4, R) istnieja elementy minimalne?

3. Podaj przyklad nieskoriczonego faricucha w (A4, R).



