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Zaczniemy od rozwigzania przyktadowego zadania dotyczacego sum i prze-

ciec.

Zadanie 1. Niech A, = [-1 + (_—i)", 1+ (_#n)"]] dlan € N\ {0}. Znajdz
mmGN\{O} Uan An

Rozwiazanie 1. Twierdzimy, ze (,,,cn (03 Unsm An = [—1,1].

(€) Wezmy dowolne = € (1w (0} Upsm An- Cheemy pokazaé, ze x €
[—1,1]. Wystarczy pokaza¢, zejesliz > 1lubz < —1,tox ¢ (,,,en 03 Unsm 4n-

Przypuéémy wiec, ze < —1. Istnieje wéwczas € > 0 taki, ze x = —1 — €.

Niech m( bedzie dowolng liczbg taka, ze

1
— < €.
mo

Pokazemy, ze

x ¢ U A,

n>mgo
Wezmy dowolne n wigksze od my. Jesli n jest parzyste, to 4, = [-1+ 1,14 1].
Skoroz < 1,totymbardziejz < —14 1, wiecz ¢ A,,.Jesli zas n jest nieparzyste,
to A, = [-1— %,1— 1]. Skoro jednak n > my, to
1 1
- S I
n mo
czyli
1 1
g=-l-e<l——<—1——.
mo n

Wynika stad, ze ¢ A,. Z dowolnosci n wynika, ze nie istnieje takie n > my,
zex € Ay, astad, ze x ¢ U,,5,,, An- Zatem z ¢ (o 0y Unspm An-



A,,. Przy-

n>m

Podobnie mozna pokaza¢, ze jesliz > 1, to x & (,,em (03 U
pusémy wiec, ze z > 1. Wéweczas istnieje takie § > 0, ze = 1 + 4. Niech myg
bedzie dowolng liczbg taka, ze

1

— <4

mo
Pokazemy, ze = ¢ |, >, An- Wezmy wiec dowolne n > my. Jesli n jest niepa-
rzyste, to A, = [-1— 1,1+ 1]. Skoro z > 1, to tym bardziej z > 1 — 1, wiec

x ¢ A,. Przypusémy, ze n jest parzyste. Wéwczas

1 1
r=146>1+—>1+—,
mo No
czyli z ¢ A,,. Z dowolnosci n wynika, Ze nie istnieje n > my takie, ze x € A,,.
Zatemx ¢ |U,,>,,, An, czyliz ¢ ﬂmeN\{O} Unsm An-
(2) Wezmy dowolne z € [—1,1]. Albo z € [-1,0), albo = € [0, 1].

Jesli x € [—1,0), to dla dowolnego n nieparzystego = € A,, (poniewaz —1 —
L« -1,a1-1>0). Podobnie, jesli z € [0,1], to dla dowolnego n parzystego
z € Ay, poniewaz 1 + 1 > 1oraz —1+ 1 < 0 dla n parzystych (n musi bowiem
wynosi¢ wéwczas co najmniej 2).

Ustalmy dowolne m. Chcemy pokazaé, ze z € | A, Jesliz € [-1,0),

to z € A, dla dowolnego n nieparzystego, w szczegdlnosci dla dowolnego n

n>m

nieparzystego nie mniejszego od my, a jeéli z € [0, 1],to = € A,, dla dowolnego
n parzystego, w szczeg6lnosci dla dowolnego n parzystego nie mniejszego od
mo.

Wynika stad, ze istnieje n > my takie, ze x € A,. Czyliz € | A,. Z

n>mg
dowolnosci mo wynika wigc, ze x € (\,,,en 0} Unsm An-

Pokazemy rozwigzanie przykladowego zadania na obrazy i przeciwobrazy
funkciji.

Zadanie 2. Niech f : R — R bedzie dana wzorem f(z) = (z — 2)? + 5. Znaj-
dziemy obraz i przeciwobraz odcinka [1, 6] przy funkgji f.

Rozwiazanie 2. Znajdziemy najpierw f[[1,4]]. Twierdzimy, ze f[[1, 6]] = [5, 21].
(C) Wezmy dowolny y € f][[1, 6]]. Zauwazmy, ze skoro (z —2)? > 0, to f(z) > 5
dla dowolnego . Czyli y > 5. Z drugiej strony funkcja ciggta osigga na od-
cinku domnknietym swoje maksimum. Sprawdzamy, Zze funkcja f nie ma w
ogole maksiméw lokalnych, bo jest funkcjg wielomianowgq drugiego stopnia o
dodatnim wspétczynniku przy najwyzszej potedze. Zatem maksimum na od-
cinku [1, 6] jest osiagniete w punkcie 1 lub w punkcie 6. Latwo sprawdzamy, ze
f(1) =6a f(6) = 21. Czyli maksymalna warto$¢ f na odcinku [1, 6] wynosi 21.
Czyli y < 21. (D) Wezmy dowolny y € [5,21]. Zauwazamy, ze 5 = f(2) oraz



21 = £(6). Funkcja f jest ciaglta, wiec na mocy wlasnosci wartosci sredniej dla
dowolnego y € [5,21] istnieje takie z € [1,6], ze y = f(z).

Znajdziemy teraz f~![[1, 6]]. Chcemy wyznaczy¢ zbidr z takich, ze f(z) €
[1,6], czyli scharakteryzowac takie z, dla ktérych

(x —2)2+5

(x —2)2+5
Zauwazamy, ze pierwszy warunek jest zawsze spelniony, chcemy wiec znalez¢
takie x, dla ktérych

1
6.

IN IV

(x—2)+5<6.

To jest rtownowazne:
(r—2)* <1,

co jest rownowazne uktadowi warunkéw

Co jest rownowazne stwierdzeniu, ze z € [1, 3].



