Rozwigzania przykladowych zadan z Logiki

i teorii mnogosci II — 20 III

21 marca 2017

Niniejszy plik zawiera przykladowe rozwigzanie zadania na sumy i przecie-
cia z zajec¢ 20 III. Ponadto znajdujg si¢ w nim przykladowe rozwigzania zadan
z kolokwium, ktére odbyto sie 13 IIL

Przypomnijmy najpierw, ze jesli (A, ),en\ (0} jest rodzing zbioréw indekso-
wang liczbami naturalnymi dodatnimi, to

U N4

meN\{0} n>m

oznacza zbior tych z, dla ktérych istnieje takie mo, ze € A,, dla dowolnego
n > mg. Innymi stowy jest to zbiér tych z, ktére nalezg do wszystkich zbioréw
A,, dla dostatecznie duzych n. Jeszcze inaczej: x nalezy do tego zbioru wtedy i
tylko wtedy, gdy moge znalez¢ takie m, ze x nalezy juz do wszystkich zbioré6w
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Podobnie

N U4

meN\{0} n>m
oznacza zbiér tych z, ze dla dowolnego m istnieje takie n > m, ze x € A,,. In-
nymi stowy jest to zbiér tych z, ktére nalezg do zbiorow A,, dla dowolnie duzych
n. Znaczy to, ze x nalezy do tego zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy dla jakiego-
kolwiek m € N\ {0} moge znalez¢ n > m takie, ze z € A,,.

Oznaczenia te mozne rozszerzy¢ na przypadek, gdy rozwazana rodzina zbio-
réw jest indeksowana innym zbiorem z porzadkiem, na przyktad liczbami rze-

Una

seERt>s

czywistymi R. Wéwczas

oznacza zbidr tych x, dla ktérych istnieje s € R takie, ze 2 € A; dla dowolnego
t>s.



Podobnie

NU4

sERt>s

jest zbiorem tych «z, ze dla dowolnego s € R istnieje t > s takie, ze z € A;.
Zadaniel. Niech 4,, = [—1—1—#, 1+#] dlan € N\{0}. ZnajdzJ,,,cn (0} Nnsm An-

Rozwigzanie 1. Twierdzimy, ze U, cn (03 [ A, =(-1,1).

n>m
(S€) Wezmy dowolne z € U,,,en (o3
T € ﬂanO A, to znaczy = € A,, dla dowolnego n > my. W szczeg6Inosci x €

> m An- Z definicji istnieje takie my, ze
A, dla pewnego ng wiekszego od my i parzystego oraz « € A,,, dla pewnego
ny wiekszego od mg i nieparzystego.

Zauwazmy, ze A,, = [-1+ n%,’ 1+ nio], bo ng jest parzyste. Skoro z € A,,, to
& > =1+, czyliz > 1. Podobnie, A,, = [~1— -, 1—;-],bon; jest nieparzyste.
Skoroz € A, tox <1— L, czylix < 1. To pokazuje, ze x € (-1, 1).

ny’

(2) Wezmy dowolne z € (—1,1). Pokazemy, ze x € U, ,em (0 [ Ay, to

n>m
znaczy znajdziemy takie mg, ze z € A,, dla dowolnego n > my.

Zachodzijeden z dwéch przypadkéw: albo (I) z € (—1,0),albo (II) z € [0,1).

Jesli zachodzi przypadek (I), to niech e = 2 — (—1) (to znaczy: € to dlugosé
odcinka poprowadzonego od —1 do ). Skoro z > —1, to € jest liczbg dodatnia.
Niech m( bedzie dowolng liczbg taka, ze mio <€

Wezmy dowolne n > my. Pokazemy, ze « € A,,. Jesli n jest nieparzyste, to

A, =[-1-+1-1].Skoroz > —1,tox > -1 — L. Ponadto 1 — 1 > 0 > x.

n

Czyli z € A,.Jesli n jest parzyste, to A, = [-1+ 1,1+ 1]. Skoron > my, to

1
< —.
m

Skoro wiecx — (—1) =e> 1+ > 1 to

czyli
1
z>—-14—.
n
Ponadto skoro z < 0,to z < 1+ 1. Czyliz € A,,.
Pokazalismy wiec, ze jesli z € (—1,0), to 2 € U, ,er 0y (Nnsm An-
Rozwazmy teraz przypadek (II), ktéry jest bardzo podobny do przypadku
(I). Zaktadamy, ze € [0,1). Niech ¢ = 1 — z. Skoro z < 1, to € jest liczbg
dodatnig. Niech mg bedzie dowolng taka liczbg, ze

1
— < €.
mo



Pokazemy, ze x € ) A,. Wezmy dowolne n > my. Pokazemy, ze = € A,,.

n>mo
Ponownie, n albo jest parzyste, albo nieparzyste. Jesli n jest parzyste, to A4,, =
[-1+ 1,14 1].Skoroz > 0,tox > —% > —1+ (n jest nie mniejsze niz 2, bo n

jest parzysta liczbg dodatnig). Ponadto 1 + £ > 1> 2. Czyliz € A,,.

Przypuéémy wiec, ze n jest nieparzyste. Wowczas 4, = [-1 — 11— 1],
Skoro z > 0,to > —1 — 11, Pozostaje wigc pokaza¢, ze z < 1 — 1. Wiemy
jednak, ze ;- < - < e=1— . Czyli

1
r<1——.
n
Wynika stad, ze z € A,,. Z dowolnosci n wnioskujemy, ze = € ﬂn>m0 A, a

zatem x € UmeN\{o} ﬂan A,.
Pokazalismy wigc, zejesliz € (—1,0),to z € U,,,em (0} n>m An, Oraz ze je-

sliz € [0,1),t02 € U,,em (0} Nnzm An- Wnioskujemy wige, ze x € U, e 103 (s m An-
O

Zadania z kartkowki z 13 II1
Zadanie 2. Niech A,, = [(—=1)",1+ 1) dlan € N\ {0}. Znajdz Nner {0y An-
Rozwigzanie 2. Twierdzimy, ze (e (03 4n = {1}

(D). Checemy pokazaé, ze {1} C ﬂneN\{O} A, tzn. 1 € A, dla dowolnego
n € N\ {0}. Wezmy dowolne n. Jesli n jest parzyste, to 4, = [1,1 + 1), jesli n
jest nieparzyste, to A,, = [-1,1+ 1). W obu wypadkach 1 € 4,,.

(S). Przypusémy, ze z € (,,en (o} An- Cheemy pokaza¢, ze x = 1. Skoro
z € Ay = [1, 3], to 2 > 1. Musimy wiec pokaza¢, ze z nie jest wieksze od 1.

Przypuéémy, ze x > 1. Niech ¢ = = — 1. Niech ny bedzie dowolng liczba
takag, ze
1
— < €.
no
Woéwczas

1
1+ —<14e=u=x.
ng

Czyliz ¢ Ay, a wigc w szczegllnosci © ¢ [, e (o3 An- Zatem, skoro z €
nneN\{O} A, to z < 1. Wnioskujemy stad, ze z = 1.

Zadanie 3. Niech A, = (0+ 2,1+ 2) dlan € N\ {0}. Znajdz U, e 0y An-
Rozwigzanie 3. Pokazemy, ze [, cx (o3 An = (0,3) \ {2}.
(€) Niech z € UneN\ (0} A,,. Wéweczas istnieje takie ng, ze x € Ay, czyli

2 2
ze(0+—,1+—).
o no



Jest jasne, ze > 0. Skoro 1 + n% < 3,to z < 3. Co wiecej, jesli ny > 2, to
1+ n% < 2. Skoro wiecz < 1+ nQT]' to < 2. Z drugiej strony, jesli ng = 1, to
x>0+ ;2 = 2. W obu wypadkach = # 2.

(2) Zatézmy, ze z € (0, 3) \ {2}. Pokazemy, ze x € |, e (o} An- Rozwazmy
nastepujace przypadki:

I ze(23).
I ze(1,2).

I « € (0,1].

Jedli zachodzi przypadek (I), to x € A;. Jesli zachodzi przypadek (II), to x € A,.
Zalézmy wiec, ze zachodzi przypadek (III). Niech ny bedzie dowolng liczba
taka, ze

1 T

no 2
Wéwczas mamy rowniez z <1< 1+ 2 orazz > 2. Czyliz € Ap,.

Pokazalismy wiec, ze istnieje takie n, ze z € A,,, a zatem z € UHGN\ {0} A,.



