Rozwigzania przykladowych zadan z Logiki
i teorii mnogosci II — rodziny podwdjnie
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Niniejszy plik zawiera przykladowe rozwigzania zadan na znajdowanie sum
i przecie¢ podwdjnie indeksowanych rodzin zbioréw.

Zadanie 1. Niech A,,, , = [+, %] dlam,n € N\{0}. Znajdz U, ,cx 10y Nnem (o) Am.n
oraz (e o3y Umem (o3 Amn-
Rozwigzanie 1. (A) Twierdzimy, ze U,,,cn (03 (nem {0} Amn = {0} (2) Chcee-

my pokazac, ze {0} € U, em (01 Nnem {03 Amns czylize0 € U,,en 03 Nnem (o3 Amon-
Wystarczy w tym celu pokazag, ze 0 € (),,ci oy A1,n- Ustalmy wigc dowol-
ne ng € N\ {0}. Zauwazmy, ze —- < 0, a % > 0. Zatem 0 € [-+, 1],

no no’ no
tzn. 0 € A; ,, Z dowolnosci ny wynika, ze 0 € ﬂnEN\{O} A1, azatem 0 €
UmeN\{o} nneN\{O} Am,n'
(Q) Wezmy dowolne z € UmeN\{O} mneN\{O} Am,n- POkaZemy, zex = 0.

Skoroz € U,,em (01 Nnem {0} Am,n, toistnieje takie mo, ze x € (1, ey (o1 Amo,n-
Przypusémy teraz, ze x # 0. Skoro z # 0, to |x| > 0. Czyli istnieje takie no, ze

Mo - |].

o
Wéwczas tym bardziej n%) < |z|. Mamy zatem: z > ¢, jesli z jest dodatni i
x < —o-, jesli x jest ujemny. W kazdym wypadku = ¢ [—.-, 0] Czyli = ¢

Amng,nos @ Wige w szezegblnosci @ ¢ (1, cp 10y Amo,n- Tymezasem zalozyliSmy,
ze x € (),,em\ 0y, @ Wigc z = 0. O
(B) Twierdzimy, ze (), {0y Umen (o} Am,n = [0, +00).
(S) Wezmy dowolne z € [, cny (03 Umen {0y Am.n- Pokazemy, ze z € [0, +00),
tzn. Ze x nie jest liczbg ujemna. Przypusémy wiec, ze jednak = < 0. Wéwczas
istnieje takie ng, ze v < —n—lo. Z tego wynika, ze dla dowolnego m

o ha



Czyli z ¢ U, e (0} Am,no, @ zatem z definicji przecigcia

x ¢ m U Ao

neN\{0} meN\{0}

(2). Wezmy dowolne z € [0, 00). Pokazemy, ze x € (,,cx {03 Umem (o} Amn-
Ustalmy wigc dowolne ng. Chcemy pokazac, ze @ € U, ,ex (03 Amono-

Wezmy dowolne my, ktore jest wigksze niz noz. To gwarantuje, ze ¢ > w.
Z drugiej strony _n% < z, bo z jest liczbg nieujemng. Z tego wynika, Ze

|: 1 m0:|
re|——,—|.
no nNo

To znaczy, ze x € Ay n,, a Wiec x € UmEN\{O} Ap o Z dowolnosci ng wnio-
skujemy, ze x € ﬂnEN\{O} UmEN\{O} A
Zadanie 2. Niech 4,,, , = [m— (1 - 1), m+ (1 — 1) dlam,n € N\ {0}. Znajdz
Unern 10y Mnem oy Amon 012 Uy (0} Nnem foy Amon-
Rozwigzanie 2. (A) Twierdzimy, ze U,,em (0} Unem (o} Am.n = (0, +00).

(€) Wezmy dowolne z € U,,,en (0} Unem 10y Am,n- Pokazemy, ze z € (0, +00),

tzn. x > 0. Z zalozenia, jesli @ € U,,em 0y Unem (o} Am.ns to istnieje takie

mo € N\ {0} i istnieje takie ng € N\ {0}, ze z € A,,, n,. Wystarczy zauwa-
zyé, ze 1 — L < lamy > 1. Zatem mo — (1 — =) > 0. Czyli z faktu, ze

no no
x € [mo — (1= =), mo + (1 — ;:-)], wynika, ze z > 0.
(2) Wezmy dowolne z € (0, +00). Chcemy pokaza¢, ze x € U,,,en 0y Unem (o1 Am.n-
Jesli x jest liczba naturalng dodatnig, to x € A, 1, bo A, 1 = {z}. Jesli z nie jest
liczbg naturalng, to niech m( bedzie najmniejszg liczba naturalng wieksza niz
x. Woéwczas z € [mg — 1, my). Jesli mg # 1, to

S AmO’Q @] AmU,LQ.

Mianowicie A,y 2 U Apg—1,2 = [mo — 3, mo + 1].

Jeslimg = 1, to « € (0, 1]. Wéwczas niech ng bedzie dowolng taka liczbg,
ze % < z. Z tej nieréwnosci i z definicji mg (to najmniejsza liczba naturalna
wieksza od z, w naszym wypadku 1) wnioskujemy, ze

1 1
re|l—1+—1+1-—
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Czyli x € Ay no- Zatem istnieje takie mg € N\ {0} i takie ng € N\ {0}, ze
2 € Umem (o} Unem o} Amon- 0
(B) Pokazemy, ze e {0y MNnem (oy Amn = N\ {0}.
(D) Wezmy dowolna liczbe naturalng dodatnig k. Chcemy pokazaé, ze k €
Unmem 0} Nnem oy Am,n- Wystarczy pokazag, ze k € (,cm o) Ak,n- Wezmy
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wigc dowolne ng € N'\ {0}. Skoro k — 1 + - §k§k+1+%,tok€ [k —

1
(1- n%])’ kE+(1- n%])] Czyli k € Ay p,. Z dowolnosci ng wnioskujemy, ze k €
m’I’LEN\{O} Ak,n. Zatem k S UmGN\{O} ﬂ’rLEN\{O} Am7n.
(€) Wezmy dowolne z € U,,,cn (0} Nnem {0}- Cheemy pokazag, ze z € N'\
{0}. Skoro z € U,,,em {0} Nnem {0y to istnieje takie mo, ze z € (,,cr (0} Amo,n-
Skoro dla dowolnego n x € A, », to W szczegdlnosci x € A, 1. Tymczasem

Ao = {mo}, wiec z = my, z czego wynika, ze z € N\ {0}.



