Zadania z Logiki i teorii mnogosci I na 27 11

28 marca 2017

Niniejszy plik zawiera przykladowe rozwigzania zadar na znajdowanie sum
i przecie¢ rodzin odcinkéw na prostej rzeczywistej.

Zadanie 1. Niech dla n € N\ {0} odcinki 4,, C R bedg zdefiniowane jako
38— 55,4 — -%5). Wyznacz zbiory Unem (o} An 0raz (N, cx 1oy An-

Zanim zapiszemy rozwigzanie, prébujemy wyobrazi¢ sobie rodzing odcin-
kéw A,,. Po chwili refleksji stwierdzamy, Zze zawsze majg dtugosé 1, a lewy kra-
niec wedruje od punktu 0 do punktu 3, ktérego nigdy nie osigga. Jego polozenie
,konicowe” i poczatkowe sg rozlaczne, wiec przeciecie powinno by¢ puste.

Rozwiazanie 1. Twierdzimy, ze

ﬂ A, = 0.

neN\{0}

Istotnie, przypusémy, ze istnieje jakis = € [,y (o An- WOWcezas w szcze-
gblnodci ¢ € Ay oraz x € Aspi7. Skoro x € A1 = [0,1], to z < 1. Z drugiej

strony © € Ago1r = [3 — 55,4 — 55l czyliz > 3 — 58=. Zauwazmy jednak,
6

ze syrg < 1, czyli

6
> - — > 2.
z>3>3 2018>

Ustaliliémy zatem, Zze x jest nie wiekszy niz 1, a zarazem wigkszy niz 2. Uzy-
skana sprzeczno$¢ koriczy dowdd.

Dalej, twierdzimy, ze
U 4.=109).
neN\{0}

(€). Wezmy dowolne z € UHGN\ (0} A,,. Z definicji istnieje takie ng, ze x € A,,,
czyli

SN |
n+1 n+1

Skoroniﬂ <3az> 3—7%1,tom ZO.SkoroniJrl >0ax<4-— n%_l,tox<4.
Czyli z € [0, 4].

re3-




(D). Wezmy dowolne z € [0,4). Zachodzi jeden z ponizszych przypadkéw:
(Nxz € 0,1),(INz €[1,2), [Nz € [2,3),(IV)z € [3,4). Rozwazmy je kolejno.

(I) Jesli z € [0,1), to w szczegblnosci x € [0, 1] = A;. Czyli istnieje takie n,
ze v € A, wiec z definicji x € UneN\{O} A,.

(I) Jesli = € [1,2), to w szczegdlnosci = € [1.2] = A,. Czyli istnieje takie n,
ze v € A, wiec z definicji x € U%N\{O} A,

(IIT) Jesli = € [2,3), to w szczegllnosci z € [2,3] = Ag. Podobnie, jak w
przypadkach (I), (I) @ € U, e 103 4n-
(IV) Zal6zmy, ze x € [3,4). Niech

e=4—ux.
Skoro cigg -2 dazy do 0, to istnieje takie ng, ze
€> >0
ng+1
W szczegoblnosci
- >4 —e=u.
ng + 1
Z drugiej strony
_ 6 <3<z
no + 1 - -
Czyliz € Ay, Zatem @ € |, ¢ o) An- To koticzy dowad. O
Zadanie 2. Niech dlan € N\ {0}
n n
Ap = [(=1)"—— 34 (=1)" .
(=1 n+1 (=1 n+1

Wyznacz zbiory UneN\{O} A, oraz ﬂneN\{O} A,.

Zanim przystapimy do spisywania rozwigzania, ponownie wyobrazamy so-
bie, jak zachowujg sie zbiory A,,. Tym razem widzimy odcinek o ditugosci 3
drgajacy w ten sposéb, ze jego wychylenie si¢ zwieksza.

Rozwiazanie 2. Twierdzimy, ze J, ey (o} An = (=1,4). (S) Wezmy dowolny
T € UneN\ (0} A,,. Z zalozenia istnieje takie ng, ze x € A,,,. Oznacza to, ze

no no
e |(=1)" 3+ (=) .
v ( ) no+1 * ( ) no + 1
Jednak skoro n + 1 > n dla dowolnego n, to ;*47 < 1. Czyli
n
-1)" > -1
n+ 1( )



oraz
n

n+1

3+ (1) < 4.

Co pokazuje, ze z € (—1,4).

(D). Wezmy teraz dowolny z € (—1, 4). Rozwazmy dwa przypadki: (I) albo
€ (-1,0), albo (II) z € [0, 3), albo (II) z € [3,4).

Jesli zachodzi przypadek (I), to niech € = | —1—z| (czyli to odleglos¢ miedzy

—1lawx). Skoro 5 dazy do 1, to istnieje takie N, ze dla dowolnego m > N

m+1<6:|—1—x|:1+x.

WezZzmy dowolne nieparzyste m wieksze od N. Mamy wéwczas:

m
m+1

m
)" = <

(=1) a1 <
Z drugiej strony <1, wige 3 — 5 > 0. Zatem

_m
m+1

m_M _pym M|
z € |(-1) +1,3—|—( 1) o Ap.
Stad wynika, ze x € U, cp (0} An-
Zalézmy teraz, ze zachodzi przypadek (II). Zauwazmy, ze A; = [—%, %], a

Ay = [2,41]. Czyli (0,3] C A1 U Ay. Z zalozenia z € [0,3). Zatem z € A lub

z € Ay. W szezegolnosci « € U, ep (o) An-

Zalézmy wreszcie, ze zachodzi przypadek (III). Ten przypadek jest bardzo
podobny do przypadku (I). Niech € = 4 — . Ponownie 0 < ¢ < 1. Korzystajac

ze zbieznosci ciggu 5 do 1 ustalmy takie IV, ze dla dowolnego m > N

<e=4-—uz.

m—+1

Ustalmy dowolne parzyste m > N. Mamy wowczas:

m
3 _17”7:3
+ (=1 m+1 +m+1

> .

Z drugiej strony

m <l<3<nx.
m+1

Czyli
m

€ ,3 =
x m—+1 er—i—l

me

W szczegolnosci @ € U, e (o} An-

Co koniczy dowéd w wypadku sumy.

Twierdzimy, ze (e 03 4n = [1,2].



(2) Wezmy dowolny z € [1,2]. Ustalmy dowolne n. Jesli n jest parzyste,
to A, = [nLH,?) + nLH] Skoron + 1 > n, to -2~ < 1. Skoro za§ 2~ > 0, to

n+1 n+1
3+ 45 > 2, czyli x jest elementem dowolnego A,, dla n parzystego. Jesli n
jest nieparzyste, to A, = [-17,3 — f5]. Skoro —1 < — 25 t03 — 5 > 2.Z

drugiej strony — 5 < 0 < 1.Czyliz € Ay, jesli n jest nieparzyste. To pokazuje,
ze dla dowolnego = € [1,2] i dla dowolnego n € N\ {0} mamy = € A,,.

(C) Wezmy dowolne z € ﬂneN\ (0} A,,.Pokazemy, ze = € [1,2]. Przypusémy
przeciwnie, ze © < 1. Niech w takim wypadku € = 1 — . Ciag %7 zbiega
do 1 i wszystkie jego wyrazy sa mniejsze niz 1. Istnieje zatem takie N, ze dla
dowolnego n > N

> €.
n—+1 ¢

Wezmy dowolne takie parzyste n. Wéwczas

azatemzx ¢ A,,.

Podobnie, jesli z > 2, to ustalamy ¢ = = — 2 i znajdujemy takie NV, ze dla
dowolnego n > N

n+1<€'

Tym razem ustalamy dowolnego n > N nieparzyste. Widzimy wéwczas, Ze

3—L<2+e=x.
n+1

Czyli
x ¢ A,

To koriczy dowéd.



