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1 Podstawowe operacje na ziorach
Zadanie 1 (ML). Znajdz AN B, A\ B, B\ 4, (C\ A)n(C\ B) jesli

1. A={neN | n>5},B={neN | n<100},C =N.

2. A ={n € N | nniejestliczbg pierwsza }, B = {n € N | 3|n},
C={neN| 2n}

3. A={neN | n?2<13},B={neN | 5<n?},C=N.

4. A jest zbiorem punktéw plaszczyzny lezacych na paraboli y = 22,

B jest zbiorem punktéw lezacych na osi z, C jest zbiorem punktéw

plaszczyzny.

Zadanie 2 (BW). Niech U bedzie zbiorem ciggéw skoriczonych o wyrazach
{a,b, c} (stéw nad alfabetem {a, b, c¢}). Niech A bedzie zbiorem ciggéw z X,
ktérych pierwszym wyrazem jest a. Niech B bedzie zbiorem ciagéw z X, w
ktérych wystepuje parzysScie wiele liter b i niech C' bedzie zbiorem ciggéw
z X, w ktérych nie wystepuje litera c. Dla podanych ponizej zbioréw podaj
przyktady elementéw X, ktére naleza do wymienionych zbioréw, i ktére
do nich nie naleza.

1. AUB.



2.

3.

4.

5.

AN B.
A\ (B\ O).
(A\B)\C.

AU(B\ (ANCQ)).

Zadanie 3 (ML). Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw zachodza ponizsze

réwnoéci lub znajdz kontrprzyktad:

1.

2.

10.

11.

ANB=AN(AUB)

AUB=AU(B\A)

. AUB=(A\B)U(B\A4)
- (ANB)\C=(A\C)\ B
- AN(B\C) = A\ (C\ B)

.AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).

LA\ (B\C)=(A\B)U(ANC).

. (A\B)\C =A\ (BUC).

A\ (BNC)=(A\B)U(A\O).

A\ (BUC) = (A\B)n(A4\C).

Zadanie 4 (ML). Zat6zmy, ze A, B C C'. Pokaz, ze

1.

2.

ANB=C\((C\A)U(C\B))

AUB=C\((C\A)N(C\B))

Definicja 1. Dla dowolnych dwoch zbioréw A, B zdefiniujmy

AAB = (A\ B)U (B\ A).

AAB nazywamy réznicg symetryczng zbioréw A, B
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Zadanie 5 (ML). 1. Przedstaw réznice symetryczng A, B na diagramie

Venne’a.
2. Udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodzi
AN(BAC) = (AAB)AC
Zadanie 6. Pokaz, ze dla dowolnych zbioréw zachodzi

1. AN B = A wtedy i tylko wtedy, gdy A C B.

2. A\ B = Awtedy i tylko wtedy, gdy AN B = 0.
3. A\ B = () wtedy i tylko wtedy, gdy A C B.

4. AAB = ) wtedy i tylko wtedy, gdy A = B.

5. (A\ B)\ C = ( wtedy i tylko wtedy, gdy A C BUC.

Niech #?(A) oznacza zbiér potegowy zbioru A

Zadanie 7 (ML). Sprawdz czy dla dowolnych dwéch zbioréw A, B zacho-
dza

1. P(A)U2(B) = (AU B)

2. Z(A) C Z(B) wtedy i tylko wtedy, gdy A C B.

2 Sumaiiloczyn indeksowanej rodziny zbioréw

Zadanie 8 (ML). Znajdz (), cyy An iU, en An jeSli

1. A, ={zeN | z<n}
2. Ap={zeN | z >n?}
3. A, ={zxeR | |[x—n| <1}

4. A, ={x€Z | —n<3}



5. A, ={z € N | (n+1)jest dzielnikiem =}
6. A, ={x € N | 2(n+ 1) jest dzielnikiem =}
7. An={zeR | 0<z <1+ 25}

Zadanie 9 (ML). Niech A, = {xr €N | 2 <n}, B, ={z € N | > n?}.
Pokaz, ze

1. Upen(4nnNBy) =0

2. Unen An) N Uyen Ba) = N

Zadanie 10 (ML). Udowodnij, ze dla dowolnych rodzin zbioréw {4, }ncn,
{ By }nen zachodzg ponizsze stwierdzenie lub znajdz kontrprzyklad:

L Mhen An € Upen An

2. jesli dla pewnego n, A, N By, # 0, to U, ey An N Uyery Br # 0.

3. jesli dla wszystkich n, A, N By, # 0, to (,,eny An N Npen Bn # 0.
4. jesli dla wszystkich n, A, \ Bn # 0, to (U,en An) \ (Upen Bn) # 0

Zadanie 11 (BW). Niech dlan € N A, = {n},B, = {k € N | k < n}.
Wyznacz zbiory |J, e An, Upen Bn 0raz [, en Ans pen Bn-
Zadanie 12 (BW). Niech A,, bedzie zbiorem funkcji o wartosciach w zbiorze

liczb rzeczywistych R i dziedzinie {0, 1, ...,n}. Opisz zbiory | J, . An Oraz
ﬂnEN Ap.

Zadanie 13 (BW). Niech 4,, = {k € N
n|k definujemy jako Im m - n = k. Znajdz zbiory | J,,cry An 0raz (), cn An-

n|k}, gdzie relacje podzielnosci

Zadanie 14 (BW). Znajdz U,,cw 0y Ans (e oy Ans gdzie dlan € N\ {0}
zbiory A,, to nastepujace przedziaty:



4. [-1-L 141

5. [-1++,1—4].
6. (—1,1-1).

7. (n—1 nJr%)

n’

8. [CL g 4 17

n

9. [ED" 94 LT

n

1 n 1/_1\n
10, [-H2C - O,

11. <—%,n+$}.
12. (0,n).
13. (—=1,n).

14. Upen(m—2,m+1).

Zadanie 15 (BW). Niech 4, = {B C N | n € B}. Znajdz |,y An oraz
Nhen An-
Zadanie 16 (BW). Niech A,, = {B € N | n ¢ B}. Znajdz | J,, .y An oraz
MNpen An-

Zadanie 17 (BW). Niech A,, = {B C N | B ma co najmniej n elementow }.
Znajdz | J,, oy An oraz (), o An-

W kolejnym zadaniu R[z] oznacza zbiér wielomianéw jednej zmiennej

o wspoéiczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 18 (BW). Niech dla p € R[z]| A, bedzie zbiorem {n € N | p(0) <
n} Zna]dZ UPER[Z] Ap, mpGR[w} Ap.

Zadanie 19 (ML). Znajdz (,cy An i U, ey An jesli



L Ay={z€R | z€[-1- ;,3]}

2. A4, ={z€R | z€[n,n+2]}

3. A, ={z R | :L’E[—l—kn%“,l—n%q”’
4. A, ={zeR | z€27™2"]}

5. Ap={zeR |ze(l- 11+ 2)}

Zadanie 20 (ML). Znajdz | J, . Az oraz (), Az jesli

z€B
L. B=QA,={yeR | |z -yl <3}
2. B=R, A, ={yeR | z+y>3}
3. B=7Z,A,={yeN | y+z €N}
4 B=R A, ={yeR | ly—z| =3}

Zadanie 21 (ML). Znajdz | J,, An i[),, An jesli

1L Ay={yeR | VkeN (y - 15| < &)}

2. Ay ={yeR | FkeR (ky—n=0)}

3. Ay ={y€R | Vk<n,keN (ye[k+1,n])}
4. A, ={yeR | Idk<nkeN (yelk+1,n])}
5 Ay={yeZ | 3qeQ (ly—n|<q}

6. Ap={yeZ | VkeN (jy—n|< )}

7. An={yeR | g€ Q (ly—dq| < 717}

8. Ap={yeR | y>0AVEEN (y <nFth}
9. Ap={yeR | y>0A3TkeN (y< 1)}

10. Ay ={yeR | y>0A3keN (y<Z5)}



Zadanie 22 (ML). Niech {A,, },en i {Bn }nen beda dwiema rodzinami zbio-
réw. Pokaz, ze jesli Vn € NA,, C B, to Z(U,, An) € Z(U,, Bn)-

Zadanie 23 (Dla chetnych; ML). Niech (a,) bedzie ograniczonym i zbiez-
nym ciggiem liczb rzeczywistych. Niech A, = {z ¢ R | z < a,}. Pokaz,
ze

1. jesli (an) jest rosnacy, to J,,ey An = {z € R | 2 < limy o0 an }

2. jesli (ay,) jest malejacy, to (),,eny An = {z € R | # <limy, o0 an}
Czy obydwa podpunkty pozostang prawdziwe dla dowolnego ciagu (a,,)?

W nastepnym zadaniu mozna uzywac wlasnoéci zupetnosci liczb rze-
czywistych w sensie Cauchy’ego: dla dowolnego ciggu liczb rzeczywistych
(an)ye takiego, ze dla dowolnego € istnieje takie IV, ze dla dowolnych n, m >
N

lan — am| < €
istnieje granica L € R, do ktdrej zbiega ciag (ay,).

Zadanie 24 (Dla chetnych, BW). Niech [ay,, b,] C R beda takimi przedziata-
mi, ze dla dowolnego n € N [ap+1, bpt1] C [an, by]. Udowodnij, ze przeciecie

m [an, bn]

neN

jest niepuste.

Zadanie 25 (Dla chetnych, BW). Niech (a,), bedzie dowolnym ciggiem
liczb rzeczywistych. Korzystajac z poprzedniego zadania pokaz, Ze istnieje
liczba rzeczywista, ktora nie jest wyrazem tego ciggu. Pokaz, Ze nie jest to
prawda w wypadku liczb catkowitych.

Teza poprzedniego zadania glosi, méwigc intuicyjnie, ze liczb rzeczywi-
stych jest wiecej niz naturalnych. Do tego glebokiego faktu wrécimy jeszcze

zapewne w ramach kursu z logiki i teorii mnogosci II.



3 Operacje napodwdjnie indeksowanych rodzinach zbio-
row
Zadanie 26 (BW). Niech A4, ,, = [- 2, 1] dlam,n € N\{0}. Znajdz Nimem 103y Unem o1 Amon-
Zadanie 27 (BW). Niech A, , = [m — 1, m + 2] dlam,n € N\ {0} Znajdz
Unem o} Mnem oy Amon-
Zadanie 28 (BW). Niech A,,,, = [, +™] dla m,n € N\ {0}. Znajdz
Unen(oy M goy Amins (e foy Unmem oy Amin-
Zadanie 29 (BW). Niech Ay, ;, = [-m, 7] dlam,n € N\{0}. Znajdz U,,,en (01 Nnem o3 Amon-
Zadanie 30 (BW). Niech A, = (¢ —¢,g+¢)dlag € Q,e € R,. Znajdz
Ugeo Neer, Age 0raz Neer, Ugeq Age-
Zadanie 31 (BW). Niech 4, , = {z € R | 2? < 2°—y*}. Znajdz ), cg U, er Az
oraz ﬂyeR Uzer Azy-
Zadanie 32 (BW). Dlap € Rlz],z € Rniech 4,, = {y € R | p(z) < y}.
Znajdz ﬂpER[z] User Ap,e Oraz Upe]R Nacr Apa-

Zadanie 33 (BW). Niech RN oznacza zbiér ciggéw nieskoriczonych o wyra-
zach rzeczywistych. Dla s € RN oraz n € Nniech A, = {t e RY | s, =
tr.dla dowolnego k < n}. Znajdz J,cpn (pen Asin 0raz U, e Nsern As,n-

Zadanie 34 (BW). Niech A,, dlan € N\ {0} bedzie zdefiniowane w nastepu-
jacy spos6b. Ay = (—7,—5) oraz A, = (0, 2)dlan > 1.Znajdz|J,, Nusm An-
Zadanie 35 (BW). Niech A, = (0,1 + (-1)"1) dlan € N\ {0}. Znajdz
Um nnzm An oraz nm Uan A”l

Zadanie 36 (BW). Niech 4, = (0+ 2,1+ 2) dlan € N\ {0}. Znajdz
ngm UmZn A’I’L'

Zadanie 37 (BW). Niech A; = (0+sint, 1+sint)dlat € R. Znajdz (g U, At
oraz J,cp UtZs A

Zadanie 38 (BW). Niech A; = [-1 — sint,1 + sint] dla ¢ € R. Znajdz
Nser Urzs At 0raz Uep N> At



Zadanie 39 (BW). Niech 4,,, = [-% — L ™| dlam,n € N\ {0}. Znajdz
MNnerw oy Unmen oy Am.n-
Zadanie 40 (BW). Niech A, ,, = (m — 1, m + 1) dlam,n € N\ {0}. Znajdz
MNimenyioy MNnem oy Amin-

4 Podstawowe wlasnosci funkcji, obrazy i przeciwo-

brazy

Zadanie 41 (BW). Sprawdz, czy ponizsze funkcje sa injekcjami, i czy sg sur-
jekcjami.

1. f:R—R, f(zr)=22+1.

2. f:R—=R, f(z)=2+3.

3. f:R= R, flz) =23 + 2+ 1.

4. f:N\{0,1} = N\ {0,1}, f(n) to najmniejsze takie k > 1, ze k|n.
5 f: 2(N) - 2N, f(X) = X U{0}.

6. f:R =R, f(x)=sinz + cosz.

7. f:R—HR,f(x:ﬁ).

Zadanie 42 (BW). Wyznacz nastepujace obrazy i przeciwobrazy.

1. f[[0,1]], gdzie f : R = R, f(z) = 2% + 1.

2. f[[0,3]], gdzie f : R = R, f(x) = 3(x — 1)2 + 2.

3. f710,3]], gdzie f : R — R, f(x) = 22% + 5z — 5.

4. 1o, %]], gdzie f : R — R, f(r) = sinz.

5. f[[0,2]\ {1}, gdzie f : R\ {1} = R, f(z) = =% + 3.

6. f7(=00,2]], f: R =R, f(z) = 735
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7. f7HB,+00)], f Ry = R, f(z) = Va2 +z + 1.

*Zadanie 43 (BW). Udowodnij, ze funkcja f : N x N — N zdefiniowana

wzorem
(n+k)(n+k+1)

fln, k) = 5 +n

jest bijekcja.

5 Injekcje i surjekcje, r6wnolicznos¢
Zadanie 44 (BW). Wskaz bijekcje miedzy nastepujacymi parami zbiorow:
1. Odcinek [0, 1] i odcinek [4, 5].
2. Odcinek [0,1] i odcinek [0, 3].
3. Odcinek [1, 2] i odcinek [3, 500].
4. Odcinek [a, b] i odcinek [c, d], gdzie a < borazc < dia,b,c,d € R.
5. Odcinek (0, 1) i pétprosta (0, +00).
6. Potprosta (0, +infty) i prosta (—oo, +00).
7. Odcinek [0, 1] i odcinek (0, 1).
Zadanie 45 (BW). Wskaz bijekcje miedzy #(N) a Z(N\ {0}).

Zadanie 46 (BW). Wskaz injekcje z #(N) w 27, gdzie 2" = {X C N |
N\ X jest nieskoriczony}.

Zadanie 47 (BW). Wskaz surjekcje ze zbioru 2" na &N, gdzie 2" = {X C
N | X jest nieskoriczony}.

Zadanie 48 (BW). Wskaz injekcje ze zbioru #(N) x Z(N) w zbiér #(N)
(zastanow sig, jak za pomoca jednego podzbioru liczb naturalnych zakodo-
waé dwa podzbiory liczb naturalnych).

Zadanie 49 (BW). Wskaz bijekcje miedzy Z(N), a {0, 1}V, gdzie {0, 1}
oznacza zbiér ciggéw nieskoriczonych o wyrazach 0, 1.
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Zadanie 50 (BW). Wskaz injekcje ze zbioru ciggéw skoriczonych o wyra-
zach 0, 1 w zbidr ciggéw nieskoriczonych o wyrazach 0, 1, ktére od pewnego
miejsca s stale rowne 0 lub stale réwne 1 (innymi stowy: ciaggéw zbieznych

o wyrazach 0, 1).

Zadanie 51 (BW). Wskaz injekcje ze zbioru ciggéw nieskoriczonych o wy-
razach naturalnych (czyli ze zbioru NY) w zbiér {0, 1} (zastanéw sig, jak
mozna zakodowa¢ np ciag (3, 17,6, 2017, 4, ... za pomocg ciggu samych zer
ijedynek).

Zadanie 52 (BW). Udowodnij, ze ztoZenie injekdji jest injekcja, ztoZenie sur-
jekgji jest surjekcja, a ztozenie bijekcji jest bijekcja.

Zadanie 53 (BW). Udowodnij, ze [0, 1] ~ {0, 1}}.
Zadanie 54 (BW). Udowodnij, ze Q ~ N.

Zadanie 55 (BW). Udowodnij, ze {0, 1} ~ NN
Zadanie 56 (BW). Udowodnij, ze NN ~ NV
Zadanie 57 (BW). Udowodnij, ze N x N~ N x N x N.
Zadanie 58 (BW). Udowodnij, ze R ~ RY.

Zadanie 59 (BW). Udowodnij, ze dla dowolnego n € N zbiory N i N \
{0,1,2,...,n} sa réwnoliczne.

Zadanie 60 (BW). Udowodnij, ze zbidr funkgji liniowych o wspétczynni-
kach wymiernych jest réwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych.

Zadanie 61 (BW). Udowodnij, Ze zbiér wielomianéw stopnia 3 o wspot-

czynnikach wymiernych jest réwnoliczny ze zbiorem liczb wymiernych.

Zadanie 62 (BW). Udowodnij, ze zbiér NV jest réwnoliczny ze zbiorem 2~ =
{s € NV | sjestrosnacy }.

Zadanie 63 (BW). Udowodnij, ze zbiér RY jest réwnoliczny ze zbiorem ¢y =
{a € RN | ajest zbiezny do 0}.
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Zadanie 64 (BW). Udowodnij, ze R ~ R2.

Zadanie 65 (BW). Udowodnij, ze zbiér {(z,y) € R? | z € [0,1] Ay € [0,1]}
jest réwnoliczny z R.

Zadanie 66 (BW). Udowodnij, ze zbiér & (N) jest réwnoliczny ze zbiorem
2 ={X € Z(N) | X jestnieskoniczony }.

Zadanie 67 (ML). Znajdz bijekcje pomiedzy zbiorami A, B jesli
1. A=1[1,3], B=[-2,-3|.
2. A= (4,17, B = [+, 9).
3. A= (e,m), B=(4,8).
4. A=(9,11),B=R.
5 A=R_,B=R.
6. A=(8,16),B=R_.
7. A=R.,B={zxeR | z <3}

8. A={C e Z(N) | C zawiera wylacznie liczby parzyste},
B ={C € Z(N) | C zawiera wylacznie liczby nieparzyste}.

9. A={CeZ(N) | 0eC},B={Ce Z(N) | 1eC}.

10. A={C e Z(N) | C jestnieskoriczony},
B ={C e Z(N) | N\ C jest nieskoriczony }.

11. A = {(an) € {0,1}V | jesli n jest parzyste, to a,, = 0},
B = {(ay) € {0,1}" | jedli n jest nieparzyste, to a,, = 0}.

12. A= {(z,y) eR? | 22 +y%> =1}, B=(0,1).
13. A={0,1}N, B = {1,2}\.

Zadanie 68 (ML). Znajdz bijekcje pomiedzy zbiorami [—1,1]N i [0, 2]Y (ele-
menty tych zbioréw to ciggi nieskoriczone o wyrazach ze zbioréw [—1,1] i
[0, 2] odpowiednio.)
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Zadanie 69 (ML). Udowodnij, ze istnieje injekcja f : {0, 1} — {2,3,4}.

Zadanie 70 (ML). Udowodnij, ze (0, 1] jest réwnoliczny z (0, 1).

Wskazowka: Przesledz dowdd tego, ze N jest réwnoliczny z N \ {0} po-
dany na wyktadzie.

*Zadanie 71 (ML). Pokaz, ze D? := {(z,y) € R? | 22 +y?® < 1} jest

réwnoliczny z R2.
Zadanie 72 (ML). Dla kazdego z ponizszych zbioréw zdecyduj czy jest row-
noliczny z N, czy R i przedstaw dowdéd, ze tak jest:
1. N?
2. R?
3. NN
4. NUN?
5. {{z,y) € R? | 22 +y? < 1} (kofo o promieniu 1)
6. [0,1]
7.Q0xQ
8. Q7
9. {0,1,2}©
10. [0,1] x [0,1]
11. [0,1] x N
12. Nx (Q x Z)
13. Nx R

14. (0,1)%
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15. {(a,) € 2V | a, = 1 dla nieskoniczenie wielu n}
16. {(an) € RN | (ay) jest ciggiem rosnacym}

17. *{(an) € NN | (a,) jest ciggiem nierosngcym}
18. {(an) € NN | (ay,) jest ciggiem rosngcym}

19. {(a,) € RY | limp, oo ay = 7}

20. *{f € R® | fjestciagta}

21. {ACN | N\ Ajest nieskoniczony }

22. Rx {0} uU{l} xR.

Zadanie 73 (ML). Udowodnij, ze

1. ZR ~ 2(R),

2. R ~ 2R,

3. (N9)” ~ R,

4. 2R x 2R ~ 2R
*Zadanie 74 (ML). Rozwazmy indeksowang rodzine zbioréw {A4;};c s taka,
ze

1. dla dowolnego j € J, A; C Rjest przedzialem (skoriczonej diugosci)

2. dladowolnych i # j, A, NA; =0

Pokaz, ze J ~ N.
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