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Zadanie* 1. Udowodnij, Zze zbiér macierzy n x n o wyznaczniku 1 jest rozma-
itoscig (jako podzbiér R™).

Udowodnij, ze mnozenie i odwracanie macierzy sa rézniczkowalne (jako
odwzorowania z R"* x R"* lub z R"" do R™").

Zadanie* 2. Udowodnij, ze zbiér macierzy ortogonalnych n x n o wyznaczniku
1 jest rozmaitoscig (jako podzbiér R™).

Udowodnij, ze mnozenie i odwracanie macierzy sa rézniczkowalne (jako
odwzorowania z R"” x R"" lub z R™ do R"2).

Miarg skoriczenie addytywna na ciele zbioréw .# nazywamy funkcje p :
F — R, taka, ze dla dowolnej rodziny zbioréw paramiroztgcznych A4,,..., A, €

F zachodzi réwnoé¢
p | U4 ) = U wa.
i<n i<n
(W szczegodlnosci, miara skoriczenie addytywna nie musi by¢ miarg).
Zadanie 3. Niech A bedzie dowolnym zbiorem nieskoriczonym. Udowodnij,

ze na & (A) istnieje miara skoriczenie addytywna taka, ze wszystkie singletony
majg miare 0, za$ A ma miare dodatnia.

Zadanie 4. Udowodnij, ze produkt zbioréw borelowskich jest zbiorem bore-
lowskim.

Od tej pory ,,miara” oznacza miare Lebesgue’a i wszystkie pojecia odnosza-
ce sie do miary odnosza sie do tej wladnie miary.
Zadanie 5. Definiujemy cigg zbioréw I,, C [0, 1]. W nastepujacy sposéb:

3k+1 3k+2
In= U ( n+l 7 3n ) :
e gntl 7 gntl

Definiujemy C' = [0,1] \ |J,,cn In (C to standardowy zbiér Cantora).

Udowodnij, ze C jest mierzalny i A(C') = 0.



Zadanie 6. Niech A C R" bedzie zbiorem mierzalnym. Udowodnij, Ze dla do-
wolnego e istnieje X' C R™ taki, ze K jest niezdegenerowanym n-wymiarowym

réownolegtodcianem i
p(K N A)

WE) S

Mowimy, ze A C R jest silnie miary zero, jesli dla dowolnego ciggu ¢, liczb
dodatnich istnieje rodzina odcinkéw I, taka, ze A(I,,) < €, oraz A C |, ey In-

Zadanie 7. Udowodnij, Ze istniejg podzbiory A C R, ktére sg miary zero, ale
nie sg silnie miary zero.

Zadanie 8. Definiujemy ciag zbioréw I,, C [0, 1]. W nastepujacy sposob:

L= U 3k+1+1 3k+2-1
n gn+1 ’ gn+1 :
k<3n—1

Definiujemy C' = [0, 1] \ U,,cn In-

Udowodnij, ze C jest homeomorficzny ze standardowym zbiorem Cantora,
ale A\(C) > 0.

Zadanie 9. Udowodnij, Ze istniejg roztagczne zbiory M, N C R takie, ze M jest
miary 0, N jest pierwszej kategorii Baire’a, i zachodzi réwnos$¢ R = M U N.

Zadanie 10. Wskaz, przyktad zbioru otwartego w R, ktérego brzeg ma miare
rézng od 0.

Zadanie 11. Udowodnij, Ze istnieje gesty nieprzeliczalny podzbiér R, ktéry ma
miare 0.

Zadanie 12. Pokaz, ze okrag {(z,y) € R? | 2% + y* = 1} ma miare 0.

Zadanie 13. Niech W = {(z,y) € R? | f(z) = y}, gdzie f jest funkcjq ciggla.
Wykaz, ze W ma miare 0.

Zadanie 14. Wykaz, ze produkt zbioréw miary 0 ma miare 0.



