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W tej notatce przedstawiamy rozwigzanie zadania pigtego z I serii zadan
domowych (zadanej na 12 III 2019 r).

Catos¢ rozwigzania oprzemy na dwaéch faktach pomocniczych. Po pierwsze,
jesli funkcja f spetnia zatozenia zadania, to jej pochodna ma pewng wtasnosé
(oznaczong gwiazdka). Po drugie, jesli funkcja ¢ ma wlasnosé x, to ¢’ tez ma
wlasnoéc «. Jesli spelnione sg oba lematy, dowodzi to tezy zadania, bo bedziemy
zada¢, by funkcja o wlasnosci * byla w szczeg6lnoéci nieograniczona. Trudno-
$cig zadania jest poprawne sformulowanie tej wlasnosci, tak zeby rzeczywiscie
dziedziczyta jg pochodna.

Gléwny problem, ktéry zauwazyliémy na dzisiejszych ¢wiczeniach spro-
wadza sie do tego: twierdzenie Lagrange’a pozwala mi kontrolowaé wartos¢
pochodnej pomiedzy dwoma punktami. Jesli wiec zatoze np. ze funkcja g ma
nieskonczenie wiele par argumentéw, ktére sg blisko siebie, a réznica ich war-
tosci jest duza, pozwala mi to tylko wywnioskowag, Ze jest nieskoriczenie wiele
punktéw, w ktérych ¢’ ma duzy modut, nie dowiemy sie¢ natomiast niczego o
istnieniu par punktéw, w ktérych ¢’ przyjmuje rézne wartosci.

Powiemy wiec, ze funkcja f : R — R ma wlasnos¢ « jesli f jest gtadka i
istnieje ¢ takie, ze:

¢ dla dowolnego dodatniego € < €, 1, dowolnych n, M, N > 01i dowolnego

néeN

e istniejg zg < ... < x, takie, ze |z;| > M oraz

o c < |iy1 — x| <2edlai=0,...,n;

o [f(wo)| > N;

o |f(z;)] <ndlai>O0.

Lemat 1. Zalézmy, ze g ma whasnosé . Wtedy g’ ma wlasnos¢ .



Dowdd. Niech € bedzie stalg z definicji wlasnosci * dla funkgji g. Ustalmy do-
wolne ¢€,7, M, N,n jak w sformutowaniu wlasnosci *. Znajdziemy 1, ..., z,,
ktére spetniajg wszystkie warunki wypisane w tym sformutowaniu. Skoro g
ma wlasnos¢ *, to istniejg yo < ... < ysn1 takie, ze:

lys| > M dlai=0,...,3n+1;

%e<|yi+1fyi|<edlai:0,...,3n+1;

l9(y0)| > N +n;

l9(yi)| < tnedlai > 0.

Na mocy twierdzenia Lagrange’a istniejg o, . . . , {3, takie, Ze:

Yo <& <Y1 < &1 < ... <Yzn < &3n < Y3nt1
oraz dla dowolnego i =0, . .., 3n zachodzi ré6wnos¢:

J(E) = g(yifl) — ggyi).
Yi+1 — Yi

To oznacza, ze:

/ ~|9(wo) — g(y1)
/(@) = \yl_yo
‘N—Fn—n

> >

Podobnie dla i > 0:

Yi+1 Yi
2ane

N

Nl

Wreszcie, jesli wybierzemy liczby xg = &y, 21 = &3, 22 = &6 .., Tp, = &3p, tO
beda dodatkowo spelnione nieréwnosci

€ < |xip1 — x| < 2e.

(Formalnie wynika to z nieréwnoéci tréjkata, natomiast jesli dla kogo$ ostatnia
nier6wno$¢ nie jest jasna, warto narysowac punkty &;, y; na prostej). O

Lemat 2. Zatézmy, Zze f : R — R jest funkcjg gtadkg i ma skoviczone granice w +oo
oraz w —oc. Jesli f' nie jest ograniczona, to f' ma wlasnosé .



Dowdd. Ustalmy dowolne ¢y < 1 oraz €,n, M, N,n jak w definicji wlasnosci .
Skoro f jest zbiezna w +o00 1w —o0, to istnieje takie M, ze dla dowolnych z, y >
M, zachodzi nier6wnosé

1
f(z) = fy)| < en-
Niech y, bedzie dowolnym punktem takim, ze yo > M, M oraz

f'(yo) > N.

Takie y, istnieje, bo f’ nie jest ograniczona, ale jako funkcja ciggla jest ograni-
czona na kazdym przedziale [— A, A].

Niech teraz y; = yo+ sedlai = 0,..., 3n+ 1. Innymi stowy: bierzemy 3n+2
liczb oddalonych od siebie o Le.

Na mocy twierdzenia Lagrange’a istnieja
Yo=28 <y1 <& <y2 <... <Ysn < E3n < Ysnil-

takie, zedlai=1,...,3n

|f(yiv1) — f(yi)]

If(&)l =
Yi+1 — Yi
< 2
3
= T].
Podobnie jak poprzednio, wybierajac zo = &, 1 = &3, ..., &r, = &3, Zapewnia-

my dodatkowo, ze spelnione bedg nieré6wnosci

€ < |xip1 — x| < 2e.



