
Topologia torusa

Wersja 16 styczeń 2013

Zadania z ♠ już sa↪ zrobione.

1) ♠Dowieść, że jeśli zwarta grupa G dzia la na przestrzeni Hausdorffa, to iloraz jest Hausdorffa.

2) ♠Sprawdzić, że sprze↪żenia torusa maksymalnego wype lniaja↪ grupe↪ dla G = U(n) lub G = SO(n).

3) ♠Czy sprze↪żenia torusa zespolonego maksymalnego wype lniaja↪ grupe↪ dla G = GL(n) lub = SL(n)? Czy
każdy element leży w jednoparametrowej podgrupie?

4) Sprawdzić, że U(n) jest ge↪ste w GL(n) z topologia↪ Zariskiego.

5) Sprawdzić, że SO(n) jest ge↪ste w SO(n,C) z topologia↪ Zariskiego.

6) Jakie sa↪ typy orbitowe dzia lania do la↪czonego SU(2) na algebrze Liego su(2)?

7) ♠Jakie sa↪ typy orbitowe dzia lania torusa maksymalnego w U(4) na grassmannianie

G2(C4) = U(4)/(U(2)× U(2))?

8) ♠Niech X be↪dzie G-przestrzenia↪, x0 punktem sta lym dzi lania, p : Y → X nakryciem oraz p(y0) = x0.
Skonstruować dzia lanie G na Y z punktem sta lym y0.

9) Niech E → B be↪dzie H wia↪zka↪ g lówna↪. Wykazać, że E ×H G→ B jest G wia↪zka↪ g lówna↪.

10) ♠Wykazać, że przekszta lcenie G-wia↪zek g lównych nad wspólna↪ baza↪ musi być izomorfizmem.

11) ♠Wykazać, że przekszta lcenie wia↪zek wektorowych nad wspólna↪ baza↪, które jest izomorfizmem na
w lóknach musi być izomorfizmem.

12) ♠Niech E,F → B be↪da↪ G-wia↪zkami g lównymi. Utożsamić G przekszta lcenia E → F zgodne nad B z
przekrojami wia↪zki (E ×X F )/G→ B, gdzie dzia lanie G na produkcie jest diagonalne.

13) ♠Wykazać, że relacja (≤) zawierania z dok ladnościa↪ do sprzeżenia dla podgrup zwartej grupy Lie jest
relacja↪ porza↪dku cze↪́sciowego.

14) Niech X ma tylko jeden typ orbitowy G/H. Wykazać, że X → X/G jest wia↪zka↪ stowarzyszona↪ z pewna
wia↪zka↪ g lówna↪ o grupie strukturalnej N(H)/H.

15) Niech X ma tylko jeden typ orbitowy G/H. Wykazać, że X ' G×N(H) X
H .

16) Niech X be↪dzie  lukowo spójna, G zwarta grupa Lie dzia la na X. Wykazać, że H1(X,Q)→ H1(X/G,Q)
jest epimorfizmem.

17) Wykazać, że dla grupy dyskretnej BG = K(G, 1).

18) ♠Wykazać, że dla grupy unitarnej BU(n) = Grassn(C∞).

19) ♠Przyporza↪dkowanie G 7→ BG jest funktorem Grupy Lie→ hTop.

20) Wykazać, że H∗G(X) nie zależy od modelu EG.
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21) Cia↪g dok ladny grup K → G→ H indukuje rozw lóknienie BK ↪→ BG→→ BH.

22) ♠Niech Xi = Gi+1, dk : Xi → Xi−1 rzutowanie polegaja↪ce na opuszczaniu k-tej sk ladowej (k =
0, 1, . . . i). Realizacje↪ geometryczna↪ definiujemy jako

|X•| =

⊔
i≥0

Xi ×∆i


/ ∼

(dk(a), b) ∼ (a, ∂k(b)) dla a ∈ Xi, b ∈ ∆i−1

gdzie ∂k : ∆i−1 ↪→ ∆i jest w lożeniem k-tej ściany w sympleksie. Wykazać, że |X•| jest ścia↪galna. Przedstawić
|X•|/G (iloraz przez dzia lanie diagonalne) jako realizacje↪ geometryczna↪ cia↪gu przestrzeni Y•.

23) Sprze↪żenie na grupie indukuje identyczność na H∗(BG) (dla grupy niekoniecznie spójnej).

24) ♠Jeśli grupa ma torsje↪, to nie ma skończeniewymiarowego modelu.

25) ♠Dla grupy skończonej H∗G(X; Q) ' H∗(X/G; Q)

26) Dla grupy skończonej H∗(X/G; Q) ' H∗(X; Q)G.

27) Znaleźć przekszta lcenia klasyfikuja↪ce dla pote↪gi wia↪zki tautologicznej (γn)⊗k → Pn (dla k ∈ Z) przyj-
muja↪c model BC∗ = P∞.

28) Opisać kohomologie przestrzeni flag Fn dla n = 2, 3, 4, podać wymiary w poszczególnych gradacjach,
opisać odzorowania indukowane na kohomologiach pomie↪dzy tymi przestrzeniami, oraz indukowane z odw-
zorowań do Pn−1 i do BT .

29) ♠Wykazać, że przy za lożeniach Tw. leray-Hirscha mamy opis kohomologii w lókna H∗(F ) =
H∗(E)⊗H∗(B) Z.

30) Obliczyć pierscień kohomologii grassmanianu Grask(Cn) = U(n)/(U(k)× U(n− k)).

31) ♠Roz lożyć przestrzeń flag Fn na n! komórek.

32) ♠Opisać orbity dzia lania Tr+n i Tr−n na Grassk(Cn).

33) ♠Udowodnić, że pierścień S−1H∗(BT ; Q) jest p laski nad H∗(BT ; Q) dla dowolnego systemu multip-
likatywnego.

34) Udowodnić, że teza Twierdzenia o lokalizacji zachodzi dla kohomologii o wspó lczynnikach ca lkowitych,
jeśli stabilizatory punktów sa↪ spójne.

35) ♠Opisać odwzorowania H∗T (X)→ H∗T (XT ) dla X = Pn z dzia laniem liniowym torusa.

36) Jeśli X jest ekwiwariantnie formalna, skończonego wymiaru, zwarta, to H∗(X) ' H∗(XT ) z za-
chowaniem gradacji modulo 2.

37) Wykazać, że mnożenie przez klase↪ zH1(T ) zadaje operacje↪H∗(X)→ H∗+1(X) (lubH∗(X)→ H∗−1(X))
Jeśli X jest ekwiwariantnie formalna, to ta operacia jest zerowa. Podać przyk lad, gdy ta operacja jest zerowa,
ale przestrzeń nie jest ekwiwariantnie formalna.

38) Przyk lad zastosowania: X rozmaitość algebraiczna rzutowa z dzia laniem C∗, C krzywa z samoprze-
cie↪ciem, która jest T -niezmiennicza, to C musi być zawarta w XT .

39) ♠Obliczyć kohomologie SO(n) modulo 2 torsja.
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Odpowiedź: H∗(S3 × S7 × S4m−1) gdy n = 2n+ 1 i H∗(S3 × S7 × S4m−3 × S2m−1) gdy n = 2n modulo 2
torsja.
Wsk: H∗(V2(Rn)) = H∗(S2n−3) dla n nieparzystych.

40) Niech P • be↪dzie przestrzenia↪ z gradacja↪, z zerowymi parzystymi sk ladnikami. Przypuśćmy, że mamy
rozw lóknienie F → E → B takie, że H∗(F ) = ΛP • oraz E jest ścia↪galne. Wykazać H∗(B) = Sym(P •[−1]).

41) Niech T = C∗ oraz P = P(V0 ⊕ V1), gdzie V0 ma trywiane dzia lanie T , a V1 dzia lanie przez mnożenie
skalarne. Obliczyć ctop(N(PT ))−1.

42) ♠Obliczyć
∫
α ∈ Z w grassmanianie Gras2(C4), dla α = c1(γ)4, c2(γ)c1(γ)2, oraz ca lki dla α =

c2(γ)c1(γ)3, c2(γ)2c1(γ), c1(γ)5, które należa↪ do H2
T (pt).

43) ♠To samo polecenie dla grassmanianu Lagranżowskiego LG(2) i dla α = c1(γ)3, c1(γ)c2(γ) oraz dla
α = c2(γ)c1(γ)2, c1(γ)4, c2(γ)2.

44) Torus T = (C∗)n+1 dzia la na Pn naturalnie. Zapisać klasy dualne [Pk] ∈ H
2(n−k)
T (Pn) za pomoca↪

1, h, h2, . . . hn i elementów H∗T (pt).

Problem: znaleźć sta le mnożenia cνλµ ∈ H
2(|λ|+|µ|−|ν|)
T (pt)

σλ · σµ =
∑
ν

cνλµσν

45) Wykazać cνλµ = 0 jesli λ 6⊂ ν lub µ 6⊂ ν

46) Wykazać: cµλµ = σλ|µ

47) Formu la Monka-Pieri:
σ(1) · σλ =

∑
σλ+ + σ(1)|λ · σλ,

gdzie λ+ powstaje z λ przez dodanie jednego pude lka.

48) ♠Niech A be↪dzie algebra↪ z gradacja↪, F ∈ Der
i(A), G ∈ Derj(A). Spradzic, że [F,G] ∈ Deri+j(A).

49) ♠Wypisać aksjomaty dg-algebry Lie oraz dg-modu lu i dg-algebry nad nad dg-algebra↪ Lie. Sprawdzić,
że dla G-rozmaitości Ω•(M) jest dg-algebra↪ na dg-algebra↪ Lie g[1]⊕ g.

50) ♠Niech G be↪dzie zwarta↪ spójna↪ grupa↪ Lie. Udowodnić, że
– Ω•(G)G = Λ•g∗ (G dzia la na sobie przez lewe przesunie↪cia)
– H∗(G) = (Λ•g∗)G (dzia lanie do la↪czone)
– (Λ•g∗)G = (Λ•g∗)g

– (Λ•g∗)G = (Λ•t∗)W

– H∗(BG) = Sym∗(t∗)W

51) Sprawdzić niezależność definicji skre↪tu Mathai-Quillena od wyboru bazy (punkt 13.5 wyk ladu).

52) Sprawdzić znaki w formu lach 13.6 dla torusa jednowymiarowego i udowodnic je dla torusa 2-
wymiarowego.
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