Topologia torusa

Wersja 16 styczen 2013
Zadania z # juz sa zrobione.

1) #Dowiesé, ze jesli zwarta grupa G dziala na przestrzeni Hausdorffa, to iloraz jest Hausdorffa.
2) #Sprawdzié, ze sprzezenia torusa maksymalnego wypehiaja grupe dla G = U(n) lub G = SO(n).

3) #Czy sprzezenia torusa zespolonego maksymalnego wypehiaja grupe dla G = GL(n) lub = SL(n)? Czy
kazdy element lezy w jednoparametrowej podgrupie?

4) Sprawdzié, ze U(n) jest geste w GL(n) z topologia Zariskiego.
5) Sprawdzié, ze SO(n) jest geste w SO(n, C) z topologia Zariskiego.
6) Jakie sa typy orbitowe dzialania dotaczonego SU(2) na algebrze Liego su(2)?

7) #Jakie sa typy orbitowe dzialania torusa maksymalnego w U(4) na grassmannianie

Ga(C) = UMW)/ (U(2) x U(2))?

8) #Niech X bedzie G-przestrzenia, xo punktem stalym dzitania, p : ¥ — X nakryciem oraz p(yo) = xo.
Skonstruowaé¢ dziatanie G na Y z punktem stalym yg.

9) Niech F — B bedzie H wiazka gléwna. Wykazaé, ze E x g G — B jest G wiazks gléwna,.
10) ®#Wykazaé, ze przeksztalcenie G-wiazek gléwnych nad wspdlna baza musi by¢ izomorfizmem.

11) ®#Wykazaé, ze przeksztalcenie wigzek wektorowych nad wspdlna baza, ktére jest izomorfizmem na
witéknach musi by¢ izomorfizmem.

12) #Niech E, F — B beda G-wiazkami gléwnymi. Utozsamié G przeksztalcenia E — F zgodne nad B z
przekrojami wiazki (E xx F')/G — B, gdzie dzialanie G na produkcie jest diagonalne.

13) ®#Wykazaé, ze relacja (<) zawierania z dokladnoscia do sprzezenia dla podgrup zwartej grupy Lie jest
relacja, porzadku czedciowego.

14) Niech X ma tylko jeden typ orbitowy G/H. Wykazaé, ze X — X /G jest wiazka stowarzyszona z pewna
wiazka gléwna o grupie strukturalnej N(H)/H.

15) Niech X ma tylko jeden typ orbitowy G/H. Wykazaé, ze X ~ G x y ) X .

16) Niech X bedzie lukowo spéjna, G zwarta grupa Lie dziala na X. Wykazaé, ze H*(X,Q) — H*(X/G, Q)
jest epimorfizmem.

17) Wykazaé, ze dla grupy dyskretnej BG = K (G, 1).
18) &#Wykazaé, ze dla grupy unitarnej BU(n) = Grass,(C>).
19) #Przyporzadkowanie G — BG jest funktorem Grupy Lie — hTop.

20) Wykazaé, ze H(X) nie zalezy od modelu EG.



21) Ciag doktadny grup K — G — H indukuje rozwtéknienie BK — BG —— BH.

)
22) #Niech X; = G'*! d* : X; — X, ; rzutowanie polegajace na opuszczaniu k-tej sktadowej (k =
0,1,...4). Realizacje geometryczng definiujemy jako

Xo| = [ | | X x A /~
i>0
(d*(a),b) ~ (a,d(b))  dlaae X;, be AL

gdzie Oy, : A7 — A? jest wlozeniem k-tej éciany w sympleksie. Wykazaé, ze | X,| jest éciagalna. Przedstawié
) P
| Xe|/G (iloraz przez dzialanie diagonalne) jako realizacje geometryczng ciagu przestrzeni Y,

23) Sprzezenie na grupie indukuje identycznosé na H*(BG) (dla grupy niekoniecznie spéjnej).
24) #Jedli grupa ma torsje, to nie ma skoniczeniewymiarowego modelu.
25) #Dla grupy skoiczonej H:(X; Q) ~ H*(X/G; Q)
26) Dla grupy skonczonej H*(X/G; Q) ~ H*(X; Q)“.

27) Znalezé przeksztalcenia klasyfikujace dla potegi wigzki tautologicznej (7,,)®* — P™ (dla k € Z) przyj-
mujac model BC* = P>,

28) Opisaé¢ kohomologie przestrzeni flag F,, dla n = 2,3, 4, poda¢ wymiary w poszczegdlnych gradacjach,
opisa¢ odzorowania indukowane na kohomologiach pomiedzy tymi przestrzeniami, oraz indukowane z odw-

zorowari do P"~1 i do BT.

29) #Wykazaé, ze przy zalozeniach Tw. leray-Hirscha mamy opis kohomologii wiékna H*(F) =

30) Obliczy¢ pierscieni kohomologii grassmanianu Grasg(C™) = U(n)/(U(k) x U(n — k)).
31) #Rozlozyé przestrzen flag F, na n! komérek.
32) #Opisaé orbity dziatania Tr;F i Tr; na Grass;(C™).

33) #Udowodnié, ze pierscienn S~H*(BT; Q) jest ptaski nad H*(BT; Q) dla dowolnego systemu multip-
likatywnego.

34) Udowodnié, ze teza Twierdzenia o lokalizacji zachodzi dla kohomologii o wspélezynnikach catkowitych,
jesli stabilizatory punktow sa spéjne.

35) #Opisa¢ odwzorowania H}(X) — H4(XT) dla X = P" 7 dzialaniem liniowym torusa.

36) Jesli X jest ekwiwariantnie formalna, skonczonego wymiaru, zwarta, to H*(X) ~ H*(XT) z za-
chowaniem gradacji modulo 2.

37) Wykazaé, ze mnozenie przez klase z H1 (T') zadaje operacje Hy(X) — H.11(X) (lub H*(X) — H* (X))
Jesli X jest ekwiwariantnie formalna, to ta operacia jest zerowa. Podaé przyktad, gdy ta operacja jest zerowa,
ale przestrzen nie jest ekwiwariantnie formalna.

38) Przyktad zastosowania: X rozmaito$¢ algebraiczna rzutowa z dziataniem C*, C' krzywa z samoprze-
cieciem, ktéra jest T-niezmiennicza, to C' musi byé zawarta w X 7.

39) #Obliczyé kohomologie SO(n) modulo 2 torsja.



Odpowiedz: H*(S3 x S7 x S4=1) gdy n =2n+ 11 H*(S? x S7 x §4m=3 x §2m~1) ¢dy n = 2n modulo 2
torsja.
Wsk: H*(Vo(R™)) = H*(5%"=3) dla n nieparzystych.

40) Niech P*® bedzie przestrzenia z gradacja, z zerowymi parzystymi skladnikami. Przypusémy, ze mamy
rozwidknienie F' — F — B takie, ze H*(F') = AP® oraz F jest Sciagalne. Wykazaé¢ H*(B) = Sym(P*[-1]).

41) Niech T'= C* oraz P = P(Vj @ V1), gdzie Vi ma trywiane dzialanie T', a V; dzialanie przez mnozenie
skalarne. Obliczy¢ ciop(N(PT)) 71

42) MObliczy¢ [« € Z w grassmanianie Grase(C?*), dla a = c1(7)*, c2(y)e1(v)?, oraz catki dla a =
c2(V)er ()3, e2(7)?c1(7), c1(y)5, ktére naleza do H2(pt).

43) &To samo polecenie dla grassmanianu Lagranzowskiego LG(2) i dla a = ¢1(7)3, c1(y)e2(y) oraz dla

a=ca(y)er(7)?, e()?, ea(y)?.

44) Torus T = (C*)"*! dziala na P™ naturalnie. Zapisaé¢ klasy dualne [P*] € H%(n_k)(P”) za pomoca,
L h,

h2,...h" i elementéw Hi(pt).

Problem: znalez¢ stale mnozenia cf , € H%(Mlﬂu‘flu‘)(pt)

_ v
O\ 0y = E CapuOv
v

45) Wykazaé c§, =0 jesli A ¢ v lub p ¢ v
46) Wykazac: ¢, = oy,
47) Formula Monka-Pieri:
0(1) "X = ZUA+ + oo
gdzie AT powstaje z \ przez dodanie jednego pudetka.
48) #Niech A bedzie algebra z gradacja, F' € Der'(A), G € Deri(A). Spradzic, ze [F,G] € Dertti(A).

49) 4Wypisaé aksjomaty dg-algebry Lie oraz dg-modutu i dg-algebry nad nad dg-algebra Lie. Sprawdzié,
ze dla G-rozmaitosci (M) jest dg-algebra na dg-algebra Lie g[1] @ g.

50) #Niech G bedzie zwarta spdjna grupa Lie. Udowodnié, ze
- 0*(G)% = A*g* (G dziala na sobie przez lewe przesuniecia)
— H*(G) = (A*g*)¢ (dziatanie dotaczone)

- (Ag") = (A*gh)E

_ (A'g*)G — (A't*)W

— H*(BG) = Sym*(t*)V

51) Sprawdzi¢ niezalezno$é¢ definicji skretu Mathai-Quillena od wyboru bazy (punkt 13.5 wykladu).

52) Sprawdzi¢ znaki w formulach 13.6 dla torusa jednowymiarowego i udowodnic je dla torusa 2-
wymiarowego.



