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Streszczenie

W poczatkowych rozdziatach niniejszej pracy przedstawione zostaly znane wyniki dotyczace
CW-rozktadu przestrzeni petli QG dla zwartej grupy Lie G. Przestrzen QG jest homotopijnie
réwnowazna przestrzeni {14;,G przeksztalcen zapisaujacych si¢ w postaci wielomianéw Lau-
renta. Kazde takie przeksztalcenie mozna utozsamiaé z pewna macierza o wspotczynnikach w
wielomianach Laurenta. W przypadku G' = U,, grupa §2,;,G posiada rozktad Bruhat konstru-
owany analogicznie jak dla grupy GL,(C). Okazuje sie, ze ten sam rozklad mozna otrzymaé
utozsamiajac (244G z podzbiorem pewnego nieskoniczonego Grassmannianu i stosujac rozklad
na komérki Schuberta. W ostatnim rozdziale przedstawiony jest gtéwny wynik tej pracy. Po-
dany jest dokladny opis przeksztalcen charakterystycznych CW-rozktadu €2,,SUs.

Stowa kluczowe

grupa petli, grupa Lie, grupa algebraiczna, CW-kompleks, rozktad Bruhat

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna

22E65 Infinite-dimensional Lie groups and their Lie algebras
14140 Other algebraic groups (geometric aspects)

Tytul pracy w jezyku angielskim

CW-structure of a space of loops on a Lie group






Spis tresci

Wstep . . . . e 5
1. Notacja i podstawowe pojecia . . . . . . . . . ... .. ... .. ... ... 7
2. Petle gladkie i algebraiczne na grupie algebraicznej . ... .. .. .. ... 11
2.1. Homotopijna réwnowazno$¢ QG i QGe . . . . . . . . .o oL 11
2.2. Przestrzen 44(G) jako podzbiér Grassmannianu . . . . . . . ... ... ... 12
3. Rozklad Bruhat Qu,U, . . . . .. ... ... ... 17
3.1. Rozklad Bruhat GL,(C) . . . . . . . ... .. ... 17
3.2. Rozklad Qgq,U, traktowanej jako GL,(Clz™1,2])/GL,(Cl2]) . . . . . o o .. 18
3.3. Rozklad Q4,U, traktowanej jako podzbiér Grassmannianu . . . .. ... .. 20
3.4. X" jako przestrzen bazowa U,-wiazki gtéwnej . . . . . . . .. ... L. 23
4. Struktura Qu,SUs . . . . .. 25
4.1. Model Q44SU, jako podzbiér X™ . . . . .. ... ... ... 25
4.2. Opis komoérek Q4,,SUz . .o o000 28
Bibliografia . . . . . . . .. 37






Wstep

Przestrzen wolnych petli AG na grupie Lie G to przestrzen funkcyjna wszystkich gtadkich
przeksztatcen z okregu S' w G. Na AG jest struktura grupy zadana przez mnozenie punktowe.
W AG mozna wyr6znié¢ podgrupe petli zwigzanych QG, tj. takich w € AG, ze w(1) = 1¢.

Przestrzenie petli sa najprostszymi przyktadami nieskonczenie wymiarowych grup Lie.
Naturalnym kontekstem, w ktorym sie¢ pojawiajg sa uproszczone modele kwantowych teorii
pola. Innym zastosowaniem grup petli jest badanie osobliwo$ci pewnych réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Nad tymi aspektami nie bedziemy sie jednak zatrzymywac.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ badaniem struktury QG z topologicznego punktu widze-
nia. Wiadomo (zobacz [Mil59]), ze przestrzen odwzorowan miedzy zwartymi rozmaitosciami
ma typ homotopijny CW-kompleksu. CW-rozktad przestrzeni QG dla zwartej, potprostej gru-
py G jest znany i zostal przedstawiony np. w [PS88]. Nie zostaly jednak podane dokladnie
przeksztalcenia charakterystyczne tego rozkladu. Autorzy opisali jedynie komérki i udowod-
nili, ze brzegi tych komérek leza w nizej wymiarowych szkieletach. Dla grupy G = SUs
przeksztalcenia charakterystyczne daja sie wypisaé¢ wzorami. Jest to glowny wynik opisany
W tej pracy.

Rozdziat 1 stuzy tylko ustaleniu notacji i podaniu elementarnych faktéw dotyczacych
przestrzeni petli. Definiujemy petle algebraiczne jako takie, ktére zapisuja sie w postaci wie-
lomianéw Laurenta.

Nty = {f € C=(51,G) | In f(2) = ZA} £ OR(E,6) = 4G,

Podobnie jak dla petli gladkich, w Ag,G mozemy wyrézni¢ podgrupe algebraicznych petli
zwigzanych.
QalgG = {f S AalgG | f(l) = 1G'} .

Dla G < U, przestrzenie A,;,G oraz §14,G tworzg grupy. Okazuje sie, ze m : AygG — QqyG
dane przez w(f) = f. f(1)7! jest trywialna G-wiazka glowna, wiec AgyG = G x Qq4G.

W rozdziale 2 przedstawione zostaly znane wyniki dotyczace homotopijnej réwnowaznosci
QG z podprzestrzenig ztozong z petli algebraicznych €,,G. Wiadomo, ze zwarta grupa Lie
G oraz jej kompleksyfikacja G¢ sa homotopijnie rownowazne. Wynika stad, ze réwniez QG i
QG sa homotopijnie réwnowazne. Podobnie AG ~ AG¢.

W §2.2 definiujemy model X" dla AgyU,. Niech H = L%*(S1,C") bedzie przestrzenia
Hilberta. Definiujemy

H, :zﬁ{qzﬂi}m7 j=1,...,n},
Gr(H)={WCH|3ImH,CWCH_,},
X":={WeGrH)|zWCW}.

Grupa Ag,U, dziala tranzytywnie na X" ze stabilizatorem zlozonym z petli stalych. Stad
AuigUn /Uy, =2 X", Dzialanie to rozszerza sie do dziatania kompleksyfikacji AqjyGLy(C).



Jesli Gc jest zespolong grupa algebraiczng, to grupe elementéw odwracalnych A,qGe
mozna utozsamiaé z G (Clz71, 2]). Okazuje sie, ze stabilizatorem dziatania GL,,(C[z71, z])
na X" jest podgrupa GL, (C[z]). Otrzymujemy w ten sposéb dyfeomorfizmy

QaigUn = AalgUn/Un =Xt = GLH(C[Z_la 2])/GLn(Cl2]) .

Na koniec rozdziatu 2 przytaczamy twierdzenie udowodnione w [PS88], ktére méwi, ze 4G
jest homotopijnie rownowazna z Q0G.

W rozdziale 3 konstruujemy CW-rozklad €2,,U, na dwa sposoby przytaczajac rozumo-
wania z [Pre80] oraz [PS88]. Przestrzen GL,(C[z™ 1, 2])/GL,(C[2]) = Qq,U, analogicznie jak
rozmaito$¢ flag GL, (C)/B (B to grupa macierzy gérnotrdojkatnych), posiada rozktad Bruhat.
Rozklad ten definiuje CW-struktur¢ przestrzeni €2,,G. Co ciekawe ten sam rozktad mozna
otrzymac stosujac do przestrzeni X", standardowe metody podzialu Grassmannianu Gr(H)
na komoérki Schuberta. Komoérki w tym rozkladzie sa indeksowane ciggami k = (k1, ..., ky).
Bedziemy je oznaczac przez €.

Na koniec rozdziatu 3 konstruujemy U,-wiazke gtowng V" — X" analogicznie jak si¢ to
robi dla zwyklego Grassmannianu. Przestrzen V™ jest pewnego rodzaju rozmaitoscig Stiefe-
la, zawierajaca uktady n ortonormalnych wektoréw (vy,...,v,) takich, ze (v;|zFv;) = 6}52.
Powstala wigzka jest izomorficzna z AyqUy, — Qq14Up, Wige w szczegdlnosci jest trywialna.

Opis komérek podany w rozdziale 3 pozwoli w rozdziale 4 skonstruowaé przeksztalcenia
charakterystyczne CW-rozktadu €,;,SUs. Modelem €2,,SU,, bedzie przestrzen

V= {WeX"|Vp (H,CW CH_,= dimW/H, =dimH_,/W)} .

Podobnie jak dla X" istnieje tranzytywne dzialanie A,;qSU, na Y™ ze stabilizatorem zawie-
rajagcym doktadnie petle stale. Komérki w rozkladzie Bruhat €,,,SU, sa takze komérkami
rozkladu Q4,U,. Beda to doktadnie te komorki €, ktérych indeksy £ sumuja sie do 0.
Dla €Q4;4SUs mamy zatem tylko komorki o indeksach postaci (p, —p) oraz (—p,p). Komérka
Q(p,—p) ma wymiar 4p — 2, a (_, ) ma wymiar 4p, wigc mamy po jednej komoérce w kazdym

wymiarze parzystym. Niech
le| <1, b=1/1— |C‘2 € R+} - AalgSUQ,

c —bz
e { (i )
a —b .
B:z{(b - ) la| <1, b=—y/1—|a|? €R }gAalgSUz.

Woéwezas A i B sa homeomorficzne z dyskiem dwuwymiarowym. Okazuje sie, ze obrazem
iloczynu 2p czynnikéw m(BA---BA) jest komérka Q(_, ), a obrazem (2p — 1) czynnikéw
T(ABA---BA) jest komérka 2, _,). Ponadto przeksztatcenia 1_p,py : (B X AP — Qq1ySU>
oraz g, _p) : A x (B x A)P~1 — Q4,SUs dane wzorami

w(—p,p) (Bh Ar, .. pr AP) - W(BlAl T BPAP) )
Vip,—p) (A1, B2, Ao ..., By 1, Ap1) = m(B1A1 - By 14,1)

sa homeomorfizmami na swoje obrazy oraz przedtuzaja si¢ w sposéb ciagly na domkniecia
swoich dziedzin. Przedluzenie 1y oznaczymy przez 1. Gléwny wynik tej pracy méwi, ze
obrazem 1)y, jest komorka (1, za$ brzeg dziedziny 1y jest przeksztalcany w nizej wymiarowe
komérki. W takim razie 1, sa przeksztalceniami charakterystycznymi CW-rozktadu Q4145Us.

Uwaga: warto zauwazy¢, ze przestrzenie QSU, i CP* nie sa homotopijnie réwnowazne.
Obie maja po jednej komoérce w kazdym wymiarze parzystym ale ich algebry kohomologii
réznig sie w strukturze multiplikatywne;.



Rozdzial 1

Notacja i1 podstawowe pojecia

W niniejszej pracy przez X = Y bedziemy oznaczaé¢ izmorfizm obiektéw w danej kategorii.
Jedli nie bedzie jasne o jakiej kategorii mowa, bedzie to wyraznie zaznaczone. Przez X =Y
bedziemy rozumieli identyczno$é dwoch obiektow. Jesli X i Y beda przestrzeniami topolo-
gicznymi, to X ~ Y bedzie oznacza¢ homotopijng rownowaznosé¢ X i Y.

Niech G bedzie grupa Lie, a X dowolna przestrzenia topologiczna. Przez map(X, G) be-
dziemy oznaczaé¢ przestrzen wszystkich ciagtych odwzorowan z X w G z topologia zwarto-
otwarta. Na map(X, G) mozna wprowadzié strukture grupy przez mnozenie punktowe. W przy-
padku gdy X = S przestrzeni map(S!, G) bedziemy nazywaé przestrzenig wolnych petli na G.
Przestrzen ta nie ma jednak pozadanych przez nas wlasnoéci. Wygodniej bedzie zajmowacé sie
homotopijnie réwnowazna przestrzenia C*° (S, G) wszystkich petli gtadkich, ktéra bedziemy
oznaczaé¢ AG. Oczywiscie AG tez ma strukture grupy. Ponadto jedli G jest zanurzona w CV,
to elementy AG sa jednostajnymi granicami swoich szeregéw Fouriera. Dla f € AG mozna
napisaé

fz) =) fiz'.

Okrag S! bedziemy traktowaé jako podzbiér liczb zespolonych C o module 1. Przez QG
oznaczymy przestrzen petli zwigzanych, czyli takich f € AG, ze f(1) = e, gdzie e € G jest
elementem neutralnym grupy. Petle zwiazane takze tworza grupe.

Jedli Gc jest podgrupa GL,(C), to mozemy rozwaza¢ podprzestrzenie Ay,Ge € AGc
oraz {1q,Gc C QG zlozone z petli, ktére zapisujg si¢ w postaci skoficzonych wielomianéw
Laurenta.

feAuGe = f(z)= ZAizi dla pewnych A; € My,x,(C),
f€Qu¢Ge <= f € AygGc oraz f(1)=1.

Jesli G jest podgrupg grupy unitarnej U, to f ~1 zapisuje si¢ jako (A* oznacza tu sprzezenie
hermitowskie, czyli A* = At)

Tl =) =) A" (1.1)
Mamy zatem strukture grupy na Aq G oraz €,,G.

W ogélnosci jesli G jest podgrupa G L, (C) to elementy AG¢ zapisujace sie jako wielomia-
ny Laurenta nie tworza grupy, gdyz element odwrotny do wielomianu Laurenta nie musi by¢



wielomianem Laurenta. W istocie elementy odwracalne AG¢ to dokladnie takie petle w, ze
det w jest odwracalny w pierscieniu C[z71, 2].
Zauwazmy, ze istnieje nastepujacy krétki ciag doktadny homomorfizméw grup

evy

0 QG AG

K-
C

G 0 (1.2)

gdzie evy to ewaluacja w jedynce, a ¢ to wlozenie na przeksztalcenia stale. Z istnienia prze-
kroju ¢ : G — QG wynika, ze QG = AG/G. Jedli G < U, to takie samo rozumowanie mozna
zastosowaé do AgyG i €q,G. Otrzymamy wtedy

QalgG & AalgG/G (13)

Jesli X 1Y sa rozmaitoSciami algebraicznymi, to przez alg(X,Y) bedziemy oznaczaé
przestrzen odwzorowan algebraicznych z X w Y. Przez C* oznaczamy grupe elementéw od-
wracalnych C. Jako rozmaito$é algebraiczna bedzie to podzbiér C? par (21, 22) spetniajacych
réwnanie z;zo = 1. Podobnie G L, (C) jako rozmaitosé¢ algebraiczna to podzbiér critl opisany
przez

GL,(C) = {(zl,...,an,d) € C™H | det(z, ..., 22)d = 1} .

Dokladnie tak samo opisuje sie GL,(R) jesli R jest dowolnym pierscieniem. Jesli na
przyktad R = C[z71,2], to GL,(R) sktada sie z przeksztalcen f : (C\ {0}) — GL,(C)
takich, ze zaréwno f jak i f~! zapisuja sie jako wielomiany Laurenta.

Fakt 1.0.1 Jesli Gec < GL,(C) jest zespolong grupg algebraiczng, to
alg(C*,G¢) = Ge(Clz7 1, 2]) . (1.4)

Dowéd: Jedli f : C* — C™*! jest wielomianem zmiennych (21, z2), to f mozna zapisaé
w postaci macierzowe;j

N
fz1,22) = D (Ai i)z = ((fii (21, 22)) e - (21, 22))
i=0
Po obcigciu do C* elementy ((fij)nm ) d) spelniaja réwnania G, zatem podstawiajac (21, z2) =

(271, 2) otrzymamy
((ms2),, de2)) € GelCl 2l

Z drugiej strony majac ((fij(z))nm ) d(z)) € G¢(Clz71, 2]) tatwo skonstruowaé wielomian

f:C?— C+L, Przykladowo mozna to zrobi¢ zastepujac w f;; i w d wystapienia 2t przez 24
dla i < 0, a przez 25 dla i > 0. O

Wnhiosek 1.0.2 Elementy odwracalne w AqqGe to doktadnie te petle, ktére sq obcigcia-
mi przeksztalcen f € alg(C*,Gc) do okregu jednostkowego. Zbior elementéw odwracalnych
w NaigGe mozna zatem utozsamiaé z Ge(Clz71, 2]).

Niech C oznacza sfer¢ Riemanna. Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze G¢(C[z]) odpowiadaja
takim petlom, ktére rozszerzaja sie do funkcji holomorficznych na C, zaé G¢(C[z~!]) petlom,
ktore rozszerzaja si¢ do funkcji holomorficznych na C \ {0}.



Czesto wygodnie bedzie postugiwaé sie zbiorem wszystkich szeregéw postaci

o
E a; 2",

it=—m

ktéry oznaczymy przez C[z~!, 2]]. Zauwazmy, ze C[z71, z]] jest po prostu cialem utamkéw
pierécienia Cl[z]].

Zbiory RT i R™ to liczby rzeczywiste dodatnie bez zera i ujemne bez zera odpowiednio.
Podobnie NT oznaczaé¢ bedzie zbiér liczb naturalnych réznych od 0.

Na koniec, dla ustalenia notacji, podamy definicje kilku podstawowych grup Lie. Niech
0 I
-1 0
rza o wspoOlczynnikach w C lub H, to przez A* oznaczaé bedziemy macierz transponowanag
i sprzezona, czyli A?. Mamy nastepujace grupy zwarte:

H oznacza algebre¢ kwaternionéw, a J,, = € Mspxon(C). Jesli A jest macie-

U,:={9€GL,(C|g*¢g=1},
SUp :={g €Uy, | detg=1},
Spn={9 € GLy(H) | g"g = I} ,
SO, = {g € GLy(R) | detg=1,9'g = f}

oraz ich kompleksyfikacje:

Ln(C) :={g € GLn(C) | detg =1},

Ln(C) :={g € GLy(C) | detg =1},
Spn((c) = {g € SLZn((C ‘ gtJn ng = Jn,n} )
SO, (C) := {g € SL,(C) | g¢' = 1}






Rozdziatl 2

Petle gltadkie 1 algebraiczne na
grupie algebraicznej

Gléwnym celem tego rozdziatu jest przypomnienie znanych wynikéw dotyczacych homotopij-
nej rownowaznosci przestrzeni petli gtadkich i przestrzeni petli algebraicznych na grupie Lie.
Przytoczymy tu tylko twierdzenia odwotujac sie do bibliografii i nie podajac pelnych dowo-
dow. Pokazemy najpierw, ze homotopijnie nie ma réznicy, czy bedziemy zajmowac sie petlami
na grupie zwartej czy na jej kompleksyfikacji. Nastepnie oméwimy model dla ,,G bedacy
podzbiorem pewnego Grassmannianu i podamy twierdzenie o réwnowaznosci QG i €4,G.

2.1. Homotopijna réwnowaznos¢ QG i QG¢

W dalszym toku rozwazan G¢ bedzie zawsze jedna z klasycznych, liniowych grup algebraicz-
nych (np. GL,(C), SL,(C), SO,(C), Sp,(C)) zas G jej maksymalna zwarta podgrupa (np.
Uy, SU,, SO, (R), Spy,). Odpowiednio przez gc bedziemy oznaczaé algebre Lie G, za$ przez
g algebre Lie G.

Jesli G jest pélprosta to posiada tzw. rozktad Cartana. Niech B : gc X gc — C bedzie
forma Killinga algebry gc. Inwolucje 6 : gc — gc taka, ze forma

By(X,Y) := —B(X,0Y)

jest catkowicie dodatnio okreslona, bedziemy nazywaé inwolucjg Cartana. Ogblnie wiadomo,
ze dla kazdej pétprostej, zespolonej algebry Lie istnieje inwolucja Cartana. Rozklad gc = t®&p
na podprzestrzenie wlasne 6 o wartosciach wtasnych +1 i —1 odpowiednio, bedziemy nazywac
rozktadem Cartana algebry Lie ge. Jedli zatozymy dodatkowo, ze G¢ ma skonczone centrum,
to podgrupa K < G¢ odpowiadajaca algebrze t bedzie maksymalna, zwartg podgrupa Ge.
Twierdzenie o rozkladzie Cartana mowi, ze przeksztalcenie

K xp— Gc,
(k, X)— kexp X

jest dyfeomorfizmem. Wynika stad w szczegdlnosci, ze G¢ jest homotopijnie réwnowazna z K.
Doktadniejsze omdwienie tego tematu mozna znalezé w [Kna96] w rozdziale VI §2 i §3.

Grupy SL,(C), SO, (C) oraz Sp,(C) sa polproste i maja skoficzone centra. Grupa G L,,(C)
jest dyfeomorficzna z produktem SL,(C) x C*, wiec jest homotopijnie réwnowazna z prze-
strzenia SU, x S' = U,.

11



Pokazali$my, ze G¢c ~ G. Wynika stad od razu, ze przestrzenie map(X, G) i map(X, G¢)
oraz map, (X, G) i map, (X, G¢) sa homotopijnie réwnowazne dla dowolnej przestrzeni topo-
logicznej X, czyli w szczegdlnosci AG ~ AGc oraz QG ~ QGc. Z ,homotopijnego punktu
widzenia” nie ma zatem réznicy czy bedziemy zajmowacé sie¢ petlami na G czy na Gc.

2.2. Przestrzen ,,(G) jako podzbiér Grassmannianu

Niech H = L?(S*,C™). Wybierzmy baze ortonormalna H = lin{z%¢; | i € Z, j = 1...n},
gdzie {¢; | 7 = 1...n} to standardowa baza C". Oznaczmy przez H,, podprzestrzen rozpieta
przez {ziej |i>m, j =1...n}. Inaczej méwiac, elementami H,, sa szeregi postaci Y52 a;2,
gdzie a; € C". Zauwazmy, ze mnozenie przez z* jest izometria w H dla kazdego k, oraz
ze zFHy = Hj,.

Przez Gr(H) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich podprzestrzeni W C H takich, dla
ktérych istnieje m € Z, ze H,, € W C H_,,. Kazda taka podprzestrzen W moze by¢
traktowana jako element zwyktego Grassmannianu Gr(H_,,/H,,) = Gr(C*™™). Mozna wiec
skonstruowaé system prosty

pt = Gr(Ho/Hy) — Gr(H_1/Hy) — Gr(H_3/H3) — Gr(H_3/Hs) < - -

i wprowadzi¢ topologie granicy prostej na Gr(H).

Jesli G < Up, to AgiyG jest grupa i mamy oczywiste dziatanie Aqy(G) na H przez mnoze-
nie punktowe. Dokladniej, jesli v € Agy(G)iv € H, to (yv)(2) = v(2)v(2). To dzialanie indu-
kuje tez dzialanie Ay,G na Gr(H). Jesli W € Gr(H) i W = lin{v;} to yW = lin{yv;}. Latwo
zobaczy¢, ze takie dzialanie jest dobrze zdefiniowane, czyli ze YW € Gr(H). Rozpatrywane
przez nas grupy zwarte sa oczywiscie podgrupami U,. Ogdlnie z twierdzenia Petera- Weyla
([CSMO95], czesé 11, Twierdzenie 9.4) wynika, ze kazda zwarta grupe Lie mozna traktowaé
jako podgrupe Uy, dla pewnego k. Zajmiemy si¢ teraz opisem £24,U,.

Definicja 2.2.1
X" ={WeGr(H) | z2WCW}.

Okazuje si¢, ze X™ jest dobrym modelem dla €24,U, o czym méwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.2 ([Pre80], Twierdzenie 3.1) Grupa AU, dziala tranzytywnie na X'™.
Stabilizatorem Hy przy tym dzialaniu jest podgrupa petli statych, stqd

X" =2 AUy /U, .

Przytoczymy teraz dowdd powyzszego twierdzenia tak jak zostal on przeprowadzony
w [Pre80]. Szczegdly dowodu beda przydatne w dalszej czesci tej pracy.

Niech W € X™. Przez W © zW oznacza¢ bedziemy ortogonalne dopelnienie zWW w W.
Niech 2 € S'. Przez ev, : W © zW — C" oznaczaé bedziemy ewaluacje w z, czyli

eve(f) = f(2).

Lemat 2.2.3 ([Pre80], Lemat 3.2) Dia kaidego x € S* przeksztalcenie ev, jest izomorfi-
zmem i izometrig. W szczegdlnosci W & zW = C".

Dowdd lematu 2.2.3: Pokazemy najpierw, ze ev, jest epimorfizmem. Niech m € N bedzie
takie, ze H,, C W C H_,,. Mnozenie przez zP jest izometrig liniowag w H, wiec

eV (W © 2W) = evy (ZPW © 2PTIW). (2.1)
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Zauwazmy, ze
WoPW=Wo::W)a(:Wo2W)a...o (P W e LW).
Zatézmy, ze ev, : W & zW — C" nie jest epimorfizmem. Wéwczas

eve (W © 22" W) = ev,(W © 2W) 4 evp(2W © 2°W) + ... + ev, (22"W © 22 W)

2l evy,(W © zW).

Zatem ev, : W © 2?1 — C™ tez nie jest epimorfizmem. Otrzymujemy sprzecznoéé, gdyz

H,eH,+1 CWe 22 A evy  Hyy © H,, 11 — C" oczywiscie jest epimorfizmem.
Poniewaz H,, CW C H_,,, wiec Hyp,41 C 2W C H_,, 1. Zatem W & zW C H_,, oraz

W o zW L Hptr. Stad W o zW jest co najwyzej 2(m + 1)n wymiarowa. Niech {vy,...,on}

bedzie baza ortonormalna W © zW. Kazdy z wektoréw v; zapisuje sie jako

vi(z) = Z Vir 2"
T
gdzie v; sa wektorami w C". W takim razie

(op(@)|or(x)) =D (vgr|ors) 2"

.8

_ Zp: P (Z: <vkr!vl(r+p)>>

= pr (vgl2Po) g = 52.
p
Dostajemy ||w||? = [|w(z)|? dla kazdego w € W © 2W. Stad ev, : W © zW — C" jest
izometria, zatem jest mono, czyli dim(W & W) = n. Il

Dowéd 2.2.2: Niech f € AyyU,, woéwezas f mozna przedstawié jako

m
f(Z) = Z AZ'ZZ .

i=—m

W takim razie .
flz) = Z Arz70,

1=—m
Niech W € X", wtedy istnieje p takie, ze H, C W C H_,. Zauwazmy, ze Hp,,, C fWW C
H_,_,,. Ponadto z(fW) = f(zW), wiec z(fW) C fW. Zatem dzialanie Ay U, na X" jest
dobrze okreslone. Pokazemy, ze jest ono tranzytywne i ze stabilizatorem Hy jest podgrupa
petli statych.

Jedli f nalezy do stabilizatora Hy, to fHq = Hy = f~'Hy. Jesli fHy = Hy, to f musi by¢
postaci f(z) = S A;2* oraz jesli f~'Hy = Hy, to f~1(z) = X0, A¥z~% Zatem A; = 0
dla i # 0. Utozsamiajac petle state z elementami U,,, mozemy napisaé f € U,.

Pozostaje pokazaé, ze dzialanie jest tranzytywne. Z lematu 2.2.3 wiemy, ze evy jest izo-
metrig. Niech v; = evy 1(@-), gdzie €1,...,€, to baza standardowa C™. Poniewaz ev; byla
izometria, wiec vy, ..., v, tworza baze¢ ortonormalnag W o zW. Polézmy

| |
fw(z) = v1|(z) vn’(z)
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W kazdym punkcie z € S! mozemy napisaé fy () = (ev,(v1),...,ev,(v,)). Poniewaz vy, ..., v,
jest baza ortonormalng W © zW, a ev, jest izometria, wiec fi(z) € U, dla kazdego z € S*.
W takim razie fir € AgigUy,, a nawet fyy € QqiUs,.

Wiemy, ze Hy = lin{z/¢; | j €N, i =1,...,n}, wiec

fHo=Tn{f(’e;) | jeN, i=1,...,n}

=Tin{Z/f(e) |jEN, i=1,...,n}
=lin{z/v; | j €N, i=1,...,n} =W.

Tym samym pokazali$my, ze dzialanie Ay ,U, na X" jest tranzytywne. g

Whniosek 2.2.4 Stosujg réownanie 1.8 otrzymujemy
X" = QU

Niech Mc oznacza grupe elementéw odwracalnych w Ag g (G Ly, (C)). Z wniosku 1.0.2 wyni-
ka, ze Mc = GL,(C[z71, 2]). Jasne jest, ze AygU, jest podgrupa w Mc oraz, ze Mc rozszerza
dziatanie AyoU, na H i na Gr(H). Dziatanie to jest zatem tranzytywne. Stabilizatorem Hy
jest w tym przypadku podgrupa

P = {f € Mc | f(2) :iAiziiAo € GLn((C)} .

1=0

Inaczej méwiac f € P wtedy i tylko wtedy gdy f rozszerza si¢ do funkcji holomorficznej
na dysku jednostkowym f: D — M, «,(C) i f(0) € GL,(C). Zauwazmy, ze

P =GL,(C[z]).
Whniosek 2.2.5 ([Pre80], Wniosek 3.3)
Mc/P = X" = AalgUn/Un = QalgUn.

Na mocy twierdzenie Petera-Weyla dowolng grupe zwartag G mozna zrealizowaé jako pod-
grupe U, ([CSM95], czesé 11, Twierdzenie 9.4), wiec wykorzystujac powyzszy wniosek mozna
Qa1G utozsami¢ z pewnym podzbiorem X". W ksigzce [PS88] §8.6 zostalo opisane podobne
utozsamienie.

Niech G bedzie zwarta, polprosta grupa Lie, a g jej algebra Lie, zas G¢ i gc niech beda
kompleksyfikacjami G oraz g odpowiednio. Niech H® = L?(S!, g¢). Mamy wtedy dziatanie
AugGc na HY przez reprezentacje dolaczong. Doktadniej, jesli v € Ay,Ge i f € HY, to
(vf)(2) = Ady(;)f(2). Dla u,v € H® definiujemy tez nawias Lie przez mnozenie punktowe

[, 0)(2) = [u(2),v(2)].

Definicja 2.2.6 ([PS88], Definicja 8.6.1) Przez X? bedziemy oznaczaé¢ podzbiér Gr(H?9)
sktadajacy sie z takich W C H®, ze

e IV CW,

o« W= zW,

o IV jest zamknieta na branie nawiasu Lie.
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Twierdzenie 2.2.7 ([PS88], Twierdzenie 8.6.2) Dzialanie AqyGc na Gr(H9) zachowu-
je X8, czyli jest dobrze okreslone na X9. Jesli G ma trywialne centrum, to przyporzgdkowanie
v+ vHy definiuje dyfeomorfizm QqqG — X8.

Uwaga 2.2.8 Niech G bedzie zwartq, potprostq grupg Lie z trywialnym centrum. Z twier-
dzenia Petera-Weyla taka grupa jest podgrupg pewnego U,. W takim razie Q4G < Q14U 1
mozna znaleZé podzbior Z C X" odpowiadajgcy QqqG. W ogdlnosci nie ma Zadnego powodu,
by Z bylo toisame z X%, mimo Ze obydwie przestrzenie sq dyfeomorficzne z Q414G

Twierdzenie 2.2.9 ([PS88], Stwierdzenie 8.6.6) WioZenie QG — QG jest homoto-
PYNG rOwWNOWainosciq.

Uwaga 2.2.10 Jesli G jest zwarta i pétprosta (np. SUy,) to jej centrum Z musi byé podgrupg
skoriczong. Twierdzenie 2.2.7 mowi, ze X9 =2 Quy(G/Z). Zauwaimy, ie G — G/Z jest
skonczonym nakryciem. Ogdlnie dla kazdego skonczonego nakrycia p : E — B wiadomo,
Ze petle $ciggalne w B odpowiadajg petlom Sciggalnym w E. Niech (QFE)o, (2B)o oznaczajg
sktadowe spdjnosci petli stalych. Wtedy (QE)o = (QB)o. W takim razie

(Xg)o = (Qalg(G/Z))o = (Q(G/Z))O = (QG)O = (QalgG)o

Poniewaz Qq,G jest grupq, wiec wszystkie pozostate sktadowe spdjnosci muszq byé dyfeomor-

ficzne 2 (QagG),,-

Dla nas szczegélnie interesujacy bedzie model X" przestrzeni €4,U,,, dlatego poswiecili-
$my mu wiecej miejsca w tym rozdziale.
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Rozdziat 3

Rozklad Bruhat (), ,Uy

Celem tego rozdziatu jest oméwienie analogii miedzy przestrzenig petli €24;4U,,, a rozmaito-
Scig flag GL,,(C)/B. Na poczatek przedstawimy pobieznie rozkltad Bruhat rozmaitosci flag.
Doktadniejszy opis tego rozkladu i dowody twierdzen mozna znalezé w [CSMO95], czesé 11 §4.
Nastepnie przeprowadzimy niemalze identyczng konstrukcje dla €,;,U,, traktowanej jako prze-
strzen ilorazowa G L, (C[z 1, 2])/G L, (C[z]). Potem wyprowadzimy ten sam rozktad korzysta-
jac z utozsamienia €4,,U,, = X™. Na koniec przedstawimy X" jako przestrzen bazowg pewnej
U,-wiazki gltéwnej analogicznie jak si¢ to robi dla Grassmannianu.

3.1. Rozktad Bruhat GL,(C)

Definicja 3.1.1 Powiemy, ze macierz w € GL,(C) jest w zredukowanej postaci eszelonowej
jesli

e kazda kolumna czytana od géry do dotu konczy sie jedynka, ponizej ktérej sa zera,

o kazdy wiersz czytany od lewej do prawej konczy sie jedynka, na prawo od ktérej sa zera.

Przyktad 3.1.2

O O = *
— >t O X
o O O
SO = O O

Niech N < GL,(C) oznacza podgrupe macierzy gérnotréjkatnych z jedynkami na przekat-
nej, B < GL,(C) podgrupe macierzy gérnotréjkatnych, a S, < GL,(C) podgrupe macierzy
permutacji.

Kazda macierz g € GL,(C) mozna doprowadzi¢ do zredukowanej postaci eszelonowej przy
pomocy dwbch rodzajéw operacji:

e pomnozenie kolumny przez skalar,
e dodanie do kolumny jakiej$ kolumny stojacej na lewo przemnozonej przez skalar.

Taki operacje odpowiadaja mnozeniu macierzy g przez macierz goérnotréjkatna b € B z prawej
strony. Zatem ¢ = wb dla pewnej macierzy w w zredukowanej postaci eszelonowej. Kazda
taka macierz w jest illoczynem m = nw, gdzie n € N, a m € S,,. Doktadniej, jesli i-ta kolumna
macierzy w konczy sie jedynka w miejscu 7;, to 7 musi realizowaé¢ permutacje (m1,...,m,).
W ten sposéb pokazalidmy
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Twierdzenie 3.1.3 ([CSM95], cze$é II, Twierdzenie 4.4) Dowolna macierz g € GL,(C)
daje si¢ przedstawi¢ w postaci iloczynu g = nmb, dlan € N, be B im € S,.

Dowodzi sie tez, ze m w powyzszym rozkltadzie jest wyznaczona jednoznacznie. Niech N bedzie
podgrupa G L, (C) macierzy dolnotréjkatnych z jedynkami na przekatnej i niech

Ny = NnaNx 1.

Mozna pokazaé, ze jesli zazadamy by n € Ny, to caly rozkltad ¢ = nnb bedzie wyznaczony
jednoznacznie. W takim razie orbita 7B € GL,(C)/B przy dzialaniu N z lewej strony na
GL,(C)/B jest homeomorficzna z N;. Niech [, oznacza dlugo$é¢ permutacji m, czyli

lr = card{(¢,7) | i < j,m > mj} .

Wartosé I to dokladnie ilos¢é wolnych miejsc w macierzy w oznaczonych gwiazdka (). Stad
N, = Cl i mozemy sformutowaé

Twierdzenie 3.1.4 (rozklad Bruhat) Grupa GL,(C) rozklada sie na n! komdrek

GLn(C)= | | N=B.
ﬂ'ESn

Przy czym NwB = Clr,

Dodatkowo wiadomo, ze podany rozklad zadaje strukture CW-kompleksu na rozmaitosci
flag GL,(C)/B. Wiadomo takze, ze podobny rozklad istnieje dla kazdej reduktywnej (ang.
reductive) grupy G nad dowolnym cialem. Wéwczas B jest podgrupa Borela, a role S,, pelni
grupa Weyla G. Wiecej na ten temat mozna znalezé w [Kna96].

3.2. Rozklad Q,,U, traktowanej jako GL,(C[z"!, z])/GL,(C|[z])

Whiosek 2.2.5 méwil, ze Qq U, & Mc/P = GL,(C[z71, 2])/GL,(C[z]). Przypomnijmy, ze
przez C[z71, 2]] oznaczaliémy ciato utamkéw C[[z]]. Wprowadzmy oznaczenia

Mc = GLy(Clz"Y,2]),  P:=GLn(C[[2]]).

Na poczatek pokazemy algorytm wyboru reprezentantéw warstw dla M /P. Potem okaze sie,
ze Mc/P = Mc/P.

Niech g € M¢. Elementami tej macierzy sa szeregi Laurenta zawierajace tylko skonczenie
wiele ujemnych poteg z. Kazdy taki szereg mozna zapisaé¢ w postaci 2~ "q(z), gdzie ¢ € P
i ¢(0) # 0. Wybierzmy element macierzy o najwigkszym m. Jesli jest wigcej takich elementow,
wybierzemy ten, ktéry stoi najwyzej (o najmniejszym numerze wiersza macierzy). Jesli nadal
jest wiecej niz jeden wybér, wybieramy ktérykolwiek. Domnazajac przez coé z P z prawej
strony mozemy zamieni¢ kolumne, w ktorej znajduje sie¢ wybrany element z pierwsza kolumna.

* koo %
melql(z) * * .
egP.

* * “ .. *

W ten sposéb w pierwszej kolumnie, patrzac z géry na dél, najpierw sa jakie$ szeregi po-
staci D%, 11 a;2', potem nasz wybrany element z~™1q;(z), a ponizej jakie$ szeregi postaci
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%0, @iz'. Poniewaz q1(0) # 0, wiee ¢ jest odwracalny w C[[z]]. Pomnézmy pierwsza ko-

lumne przez q; L

* * *
27 % * o
. egP.

* * *

W wierszu na prawo od z7"™! sa tylko szeregi zaczynajace si¢ od wyzszych niz —mj poteg z.
Mozemy zatem wyzerowaé te miejsca domnazajac przez pewien element z P z prawej strony.

* * *
z7™ 0 0 _
. € gP.

* * *

Mozna teraz ponownie wybra¢ element macierzy zaczynajacy sie od najmniejszej potegi z
i powtorzy¢ cala procedure. Jesli powtérzymy te procedure n razy, dostaniemy

* z7mz 0 ... 0
z~m™ o o0 -- 0 _
cgP (3.1)
* * ok e zTMm
gdzie my > mo > --- = m,. Wykonujac operacje na kolumnach mozna w kazdym wierszu

zlikwidowaé¢ wyzsze potegi z na lewo od wybranego miejsca. Otrzymujemy ostatecznie

—mo—1 )
Z a;z" z~ M2 0 . 0
i=—mi1+1
z~ 0 0 e 0 _
g = . . . . . €gP. (3:2)
—my—1 —mp—1 —mp—1
Z b2t Z ;2! Z dizt . oz
I=—m1 i=—my i=—ms3

Rozwazmy przeksztalcenie ¥ : Mc/P — Mc¢ /P dane przez 9(gP) = gP. Dla kazdej macierzy
g € gP znalezliémy g € M zawierajaca tylko skoficzone sumy i taka, ze 9(gP) = gP = gP.
Zatem 9 jest ,na”. Niech g,h € Mc i zaléimy, ze gP = 9(gP) = 9(hP) = hP. Wtedy
h=lg € P ale wiemy takze, ze h™'lg € M. Zauwazmy, ze Mc N P = P, wiec h™'g € P.
W takim razie hP = gP co pokazuje, ze 9 jest réznowartosciowe. Mamy wiec bijekcje miedzy
/P i Mc/P.

Mnozenie macierzy g € Mc z lewej przez co$ z P odpowiada braniu kombinacji linio-
wych kolumn macierzy ze wspolczynnikami z C[z]. W takim razie w warstwie gP jest tylko
jedna macierz w postaci 3.2. Mamy zatem jednoznaczny sposéb na wybér reprezentantéow
warstw Mc/P.

Niech B < P bedzie zdefiniowana jako

m
B .= {Z A2’ | Aj € Myxn(C), Ag jest dolnotréjk@tna} .
i=0
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Rozpatrzmy dzialanie grupy B na Mc/P z lewej strony. Reprezentant orbity BgP bedzie
mial postac

0 LML 0
™0 0
(3.3)
0 0 0 zmm

Kazdemu wykladnikowi —m; w tej macierzy mozemy przyporzadkowaé numer wiersza j;
w ktérym on wystepuje. Wtedy orbity dzialania B na Mc/P beda indeksowane zbiorami par
postaci {(—=m1,J1),-..,(—=mn, jn)}. Porzadkujac taki zbiér wzgledem drugiej wspélrzedne;
(numeru wiersza) otrzymamy indeksowanie orbit ciagami k = (k1,..., k), gdzie k; = —m;;,.
Macierz postaci 3.3 bedziemy oznacza¢ przez A, a orbite

Q== B\ P.

Oczywiste jest, ze Ugezn i = Mc /P. Zauwazmy, ze €, jest homeomorficzne z Cl, gdzie Iy
to sumaryczna ilo§¢ wspdleczynnikéw wystepujacych w macierzy postaci 3.2. Nietrudno poli-

czyé, ze
e =Y |ki — kj| — v(k) (3.4)
1<J

gdzie v(k) to ilos¢ takich par i < j, ze k; > k.

3.3. Rozktad ,,U, traktowanej jako podzbiér Grassmannianu

Ten sam rozklad €,,U, jaki zostal przedstawiony w poprzednim paragrafie jest opisany
w [Pre80] oraz [PS88] lecz zostal osiagniety innym sposobem. Przedstawimy teraz ten sposéb.
Polega on na zastosowaniu do przestrzeni X" standardowych metod rozktadu Grassmannianu
na komérki Schuberta opisanych np. w [MS74].

Przypomnijmy, ze Qq U, = X", gdzie X" = {W € Gr(H) | zW C W}. Przy defi-
niowaniu niektérych poje¢ wygodniej bedzie postugiwac sig przestrzenia H= L?(S',C) niz
H = L*(S',C"). Ustalmy wiec izomorfizm-izometri¢ miedzy H i H. Wektorowi bazowe-
mu ;27 € H przyporzadkujemu wektor 2+~ ¢ H. Bedziemy tez pisaé H,, na oznaczenie
podprzestrzeni rozpietej przez {z' | i > m} (uwaga: przy opisanym wyzej izomorfizmie H,,
odpowiada Hy,, a nie na ﬁIm) Przestrzen X" jako podzbiér Gr(ﬁ ) opisuje si¢ teraz warun-
kiem X" = {W € Gr(H) | 2"W C W}.

Definicja 3.3.1 Niech
N
f=> firen.
-N
Korangg' f nazwiemy najmniejsza liczbe k taka, ze fi # 0. Bedziemy ja oznaczaé przez

corank f.

Niech
SW = {s € Z | W zawiera element korangi s} .

Poniewaz istnieje takie m, ze H, CW C ﬁ_m, wiec SV jest ograniczony z dotu i zawiera
wszystkie liczby naturalne od pewnego miejsca. Mozna to wyrazié¢ piszac

card(S" +N) < 0o (3.5)

W ksigzce [PS88] uzywane jest pojecie ,,co-order”.
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Poniewaz z"W C W, wiec
SW 4ncsv. (3.6)

Niech S}V = SW\ (SW + n). Zauwazmy, ze

1. card S}Y < n poniewaz jesli | € SV, to I +mn ¢ SV dlam € Z\ {0}, wiec w SIV jest
co najwyzej po jednej liczbie z kazdej klasy modulo n,

2. Yk € {0,...,n—1} 3l € SV (k =I(mod n)) poniewaz inaczej liczby postaci mn + k
dla m € N nie nalezatyby do SV, wiec S = N bylby nieskonczony.

Pokazaliémy, ze S}V zawiera dokladnie n liczb catkowitych — po jednej w kazdej klasie mo-
dulo n. Porzadkujac zbiér SV mozna go zapisa¢ w postaci

SW = {nki,nky+1,...,nk,+n—1}. (3.7)

Dla dowolnej n-tki liczb catkowitych k = (k1, ka, . . ., k) niech SE oznacza taki podzbiér Z,
ze Sf = {nky,nks +1,...,nk, +n — 1}. Oznaczmy

X = {Wexm| sV =gk,

Twierdzenie 3.3.2 ([PS88], Twierdzenie 8.4.5) Dla dowolnego k przestrzen X}, jest ho-
meomorficzna z Ck, gdzie ly, jest zdefiniowane wzorem 3.4. Ponadto

| ] A =am.

kezn

Dowéd mozna znalezé w [PS88].

Elementy SV to miejsca ,skokéw” wymiaréw przestrzeni H; N W. Jesli W € X}, to za-
wiera wektory vy, ..., v, zaczynajace sie (wzgledem naturalnego uporzadkowania bazy H)
w miejscach €121, €225, ..., €,2" i takie, ze przestrzen lin{z'v; | i €N, j =1...n} jest
liniowo gesta w W.

Przyklad 3.3.3 n =3, m =2, k= (1,2, -2), W = lin{z%vy, 27vy, 2v3 | i,5,1 € N}

272 z71 20 2! 22
€1 € €]€ € €l€ € €€ € € | € € €
v = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ayp az ag a4 as Qg
vo =0 0 010 0 Ooj0 O O0O]0O0 O O 0 b b
v3=|0 0 ec|c2 3 ecg|cs5 g cr|cg Cg Cip|C11 Cl2 C13

Mamy Ho C W C H_,. Biorac kombinacje liniowe (by¢ moze nieskoficzone) wektoréw z'v;
mozna znalezé wektory wy, ws, ws postaci

272 Zil ZO Zl 22
€1 €9 €3 | €1 €9 €3 | €] €2 €3 | €1 €9 €3 | € €2 €3
w=|0 0 0j0 O 0|0 O Of1 ~ O0}]0 O 0|0 (3.8)
wg=|0 O 0jO0 O O|jO O OO0 O O}jO 1 O0/|0---
wp={0 0 1]x % 0 * 0]0 = 0[O0 O O0]O0---

takie, ze W = lin{z'wi, 2/ws, 2lws | i,4,1 € N}. Tloé¢ gwiazdek (%) w powyzszej tabelce
wyznacza wymiar komoérki Xy. Ze wzoru 3.4 tatwo policzy¢, ze [, = 6. Kolejnos¢ wektorow
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w; zmieniliSmy tak by kolejne wektory zaczynaly sie coraz dalej. Wpiszmy je w kolumny
macierzy

2 l4x 2z 0
xz U dntxz * 22 | € GL,(C[z71, 7).
z72 0 0

OtrzymaliSmy reprezentacj¢ pewnego elementu 2 w postaci 3.2.

Zauwazmy, ze wektory wi, we, wg w przykladnie 3.3.3 byly wyznaczone jednoznacznie.
Ogodlnie jedli W € A}, to istnieje dokladnie jeden uktad wektoréw wi,...,w, w postaci 3.8.
Woéwczas W = lin{zjw; | j € N}.

Definicja 3.3.4 Niech k = (k1,...,k,) oraz W € &j. Niech ¢ € S, bedzie permutacja
porzadkujaca indeks k, czyli ks, < ko, < -+ < ko,,. Uklad wektoréw (wq,...,w,) bedziemy
nazywal bazq charakterystyczng W jesli

1. pierwszy niezerowy wspoélczynnik w; stoi przy egizk

sie jako

i ijeSt réWny 1 Zalem Wy Zapisuje
(2) = € Zka-
w'L( ) g; v Ty

2. dla kazdych 1 < i < 7 < n i kazdego | € N mamy

(wjl! (e, ")) = 0.

Dla dowolnego indeksu k istnieje doktadnie jedna permutacja o € S, ktéra porzadkuje
ten indeks niemalejaco i zachowuje kolejno$é powtarzajacych sie elementéw. Niech 7 = o1,
Wtedy ks, < --- < kg, oraz jedli istnieja 0 < 7 < j < n takie, ze k; = kj, to ; < 73.
Whiszmy wektory bazy charakterystycznej wy, ..., w, w kolumny macierzy Ay . Niech A},
bedzie macierzg otrzymana z Ay przez poprzestawianie wierszy zgodnie z permutacja o.

- 51 - - 501
Aw = = Al = .

- gn - - €Un -
Macierz A}, jest dolnotréjkatna, wiec det Ay, = []2%. Stad det Ay = (sgno) [T 2%,

Definicja 3.3.5 Permutacje o bedziemy nazywaé permutacjg charakterstyczng indeksu k.
Zauwazmy, ze operacje wykonywane w przyktadzie 3.3.3 na wektorach vy, vs, v3, by dostaé
wektory w1, we, ws odpowiadaty dokltadnie operacjom opisanym w §3.2 by przejsé od macierzy

g € Mc¢ do macierzy g € M. Okazuje sie, ze opisane rozklady Qg,U, i X™ odpowiadaja
sobie wzajemnie.

Stwierdzenie 3.3.6 Homeomorfizm F : Mc/P — X" zadany przez F(fP) = fHy zacho-
wuje rozktady obydwu przestrzeni, tzn.

fPEQE <~ fHoGXE.
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Dowdd: (=) Niech fP € Q. Wykorzystujac opisany w §3.2 algorytm, mozna znalezé
reprezentanta f’ warstwy fP w postaci 3.2. Potézmy w; = f'(¢;). Poniewaz Hy = lin{z/¢; | j €
N, i =1,...,n}, wiec

f'Hy =Tin{f'(z¢;) | j€N, i=1,...,n}
=Tlin{/f'(¢) | jEN, i=1,...,n}
=Tlin{z/w; | j €N, i=1,...,n}.
Uktad wektoréw wy, ..., w, jest postaci 3.8, wiec

S Ho = {n(corankw;) + (i — 1) | i=1,...,n} = SE.

Stad f'Hy € X, czyli takze fHy € X

(<) Jedli fHy € A}, to znajdziemy baze charakterstyczna fHp. Oznaczmy wektory tej
bazy przez wi, ..., wy,. Niech f/(z) = (w1, ..., w,) € Mc. Wowczas f'Hy = fHy. Poniewaz F
jest homeomorfizmem, otrzymujemy fP = f'P. Macierz f’ jest postaci 3.2, wiec f'P € Q. O

Przypomnijmy, ze W © zW oznaczalo ortogonalne dopetnienie zW w W. Zauwazmy,
ze znaleziona powyzej baza nie jest baza ortogonalna. Nie jest tez bazg W © zW. W pra-
cy [Pre80] znalazl si¢ drobny blad. Jest tam (w uwagach po wniosku 3.3) napisane, ze zbiér
SW dostajemy badajac przeciecia W © zW kolejno z przestrzeniami H;. Nie jest to prawda.

Przyklad 3.3.7 n =2, m =1, W © zW = lin{wy, wa}, SV = {-2,3}, k= (-1,1)

ﬁ 2'72 2'71 ZO Zl 2'2 23
H 612’_1 622’_1 612’0 6220 €12 €22
wy) = 1 0 0 -1 0 0
Wy = 0 0 1 0 0 1

Badajac przeciecia lin{wq,we} N H; wykryjemy ,skoki” wymiaru w miejscach 0 oraz —2.
Zgodnie z uwaga Pressley’a powinni$émy wiec przypisa¢ W zbiér {—2,0}. Wiemy jednak, ze
SW ={-2,3}.

3.4. X" jako przestrzen bazowa U,-wigzki gléwnej

Lemat 2.2.3 méwi, ze W © zW = C". Jesli {v1,...,v,} jest baza ortonormalna W & zW,
to W = lin{z%v; | i € N, j = 1...n}. Jest zatem wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy przestrzeniami W © zW oraz W. Zauwazmy, ze wektory bazy {vi,...,v,} musza
spetia¢ warunki (2*v;|v;) = 0 dla kazdych i,j € {1,...,n} oraz kazdego k € N*.

Definicja 3.4.1 Niech 5g oznacza delte Kroneckera. Definiujemy przestrzen
V' i={(v1,. . va) € H | Yk €N Vi, j (Fo,fo) = 5100}
Skonstruujemy teraz przeksztalcenie p : V" — X" Jesli v = (v1,...,v,) € V", to
p(v) =Iin{z/v; | i=1...n, j € N}. (3.9)

JesliW = p(v), to {v1,...,v,} jest baza ortonormalng W& zW. Widknem p nad W sa wszyst-
kie bazy ortonormalne W o zW. Niech v = (vy,...,v,) € V™. Ustawmy wektory z v w kolum-
nach macierzy Ay. Z lematu 2.2.3 wiemy, ze ewaluacja w dowolnym punkcie S* jest izometria
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zadajacy izomorfizm W © zW oraz C", wigc Ay € AgyU,. Rozwazmy teraz dzialanie grupy
U, na Ay przez mnozenie punktowe z prawej strony. Niech g € U,

(Avg)(2) = Av(2)g -

Oczywiscie Avg € AygUy. Zapiszmy Ayg w postaci sumy

mﬁxa—<zymﬁg—§]&wg

7

gdzie A; € M, xn(C). Widaé, ze kolumny macierzy Ayg sa kombinacjami liniowymi kolumn
Ay, wiec rozpinaja ta sama przestrzen W © zW. Korzystajac ponownie z lematu 2.2.3 otrzy-
mamy, ze kolumny macierzy A, g tworza uklad ortonormalny. W takim razie kolumny A,g
sg elementami V" i mamy dobrze zdefiniowane dzialanie U, na V". Zadaliémy w ten sposéb
strukture U,-wigzki gléwnej na p : V" — X",

Zauwazmy, ze przyporzadkowanie v +— A, zadaje zanurzenie V" — Ay U,. Wezmy
teraz element v € Ay U,. Mozna go zapisa¢ w postaci macierzowej wyrézniajac kolumny
v = (v1,...,vn). Wiemy, ze (v;(2)|v;(2)) = 5{ dla kazdego z € S'. W takim razie

CFuiloy) = [ wtly)dw = [ ot sldw = s}
Pokazali$my, ze (vi,...,v,) € V", czyli V" = Ag U,. Otrzymujemy przemienny diagram:
9
yr ? AalgUn

P |

X" %) QalgU'n

gdzie
29(V): ")
p(v) =lin{z/v; | i=1...n, j €N},
n(W) = (evy H(er),...,ev; ep)) dlaev : W e 2W — C",
m(y) =y

Poniewaz Ay Uy, — 44U, bylo wigzky trywialng, a powyzszy diagram jest przemienny, wigc
V" — X tez jest wiazka trywialng oraz (¥, n) zadaje izomorfizmem U,-wiazek gléwnych.
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Rozdziatl 4

Struktura £},;,5U>

Zajmiemy sie teraz blizej przestrzenia petli na SUs. Najpierw opiszemy podprzestrzen Y" C
X" odpowiadajaca qySU, C 44U,. Nastepnie przejdziemy do badania €24;,SUs. Prze-
strzen ta ma po jednej komoérce w kazdym parzystym wymiarze. Komérke 2n-wymiarowa
sparametryzujemy produktem n dyskéw D?. Na koniec pokazemy, ze te parametryzacje prze-
dtuzaja sie do ciaglych przeksztatcen na domknieciach swoich dziedzin i w ten sposéb definiuja
przeksztalcenia charakterystyczne CW-rozkladu €24, S5Us.

4.1. Model Q,,SU, jako podzbi6ér X"

W §3.2 pokazaliémy, ze kazdemu W € X™ mozna przyporzadkowaé indeks k = (k1,...,ky).
Zbior wszystkich W o danym indeksie £ oznaczaliSmy przez Xj.

Lemat 4.1.1 Zaléimy, ze W € X}, oraz H, CW C H_,,. Wtedy

Y k=0 < dmW/H,=dimH_,/W .

1

Dowdéd: Niech w,...,w, bedzie baza charakterystyczna W, a ¢ permutacja charakte-
rystyczna k tak jak to bylo zdefiniowane w §3.3. Niech 7 = o~ 1, wtedy w,, zaczyna si¢ w
miejscu €;2%.

W, =2hi 4.

Zauwazmy, ze dla j > p — k; wektor z/w; lezy w H,. Poniewaz W = lin{z/w; | j € N}, wiec
W/szlin{zjwin li=1,...,n; 0<j <p—ki} .

Stad wymiar W/H, wyraza si¢ wzorem
n n
dimW/Hp = Z(p - k‘l) =np — Zk’ .
i=1 i=1
Poniewaz H, C W C H_,,, wiec wymiar H_,/W jest réwny
n n
dim H_,/W = dim H_,/H, — dim W/H, =2np —np+ > ki =np+ > _k;.
i=1 i=1
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W takim razie

dimH_,/W = dimW/H, <= np+> ki=np—Y ki < > ki =0.
=1 =1 =1

0

W paragrafie §3.3 pokazalidmy, ze jesli wi,...,w, jest bazg charakterystyczna W, to
umieszczajac wektory w; w kolumnach macierzy Ay otrzymamy macierz w postaci 3.2. Po-
nadto det Ay = (sgno)[]2¥, gdzie o to permutacja charakterystyczna k. Rozwazania te
dowodza nastepujacego lematu.

Lemat 4.1.2 Niech W € X),. Wtedy

Zkiz() <~ det Ay =sgno.

()

Do zdefiniowania dobrego modelu €2,,,SU,, bedziemy potrzebowali jeszcze jednego lematu.
Przypomnijmy, ze A\, oznaczalto petle w U, postaci 3.3, a € byto zdefiniowane jako BA.P.

Lemat 4.1.3 Jesli f € Qq4U, = Mc/P oraz fP € Qy, to f jest homotopijna z Aj.

Dowdd: Jesli fP € (), to fP przedstawia si¢ jako fP = bA,P dla pewnego b € B. Jesli
istnieje Sciezka w Mc/P laczaca fP z AP, to po przejsciu przez homeomorfizm Mc/P =
Qq1gUy Sciezka ta bedzie taczy¢ f z A\, w Qq4Uy. Wystarczy zatem pokazaé, ze B jest tukowo
spdjne. Niech b € B, wéwczas mamy $ciezke w B

tb((1—1t)z)  (te€]0,1],z €8

laczaca b z pewna macierza dolnotréjkatna b(0) € GL,(C). Macierze dolnotréjkatne tworza
tukowo spdjny podzbiér GL,(C), wiec B jest takze lukowo spdjne. O

Lemat 4.1.4 Przestrzen Qqu,U, ma Z skladowych spéjnosci. Ponadto jesli f € € oraz
k=ki+---+kpn to petla [ jest homotopijna z A, p,.. 0)-

Dowdéd: Jesli f i g leza w tej samej sktadowej spojnosci Q24U to det f i det g sa homoto-
pijne, wiec maja ten sam stopiefi topologiczny. Dla kazdego k € Z istnieje f € Qq,U), taka, ze
det f ma stopien k. Mozemy na przyklad wzigé macierz diagonalna f(z) = diag(2*,1,...,1).
Zatem €)4,U, ma co najmniej Z spéjnych sktadowych. Pozostaje stwierdzi¢, ze jesli det f i
det g maja ten sam stopien topologiczny, to sa homotopijne przez petle algebraiczne. Niech
f € Q. Z lematu 4.1.3 wiemy, ze f jest homotopijne z \;. Pokazemy, ze \j jest homotopijne
7 Ny, gdzie k' = (k1 + kn, ko, ..., kn_1,0). Skonstruujemy homotopie ¢ — w'. Niech w' bedzie

t

macierza (wij)an roznigca si¢ od macierzy diagonalnej Ay w nastepujacych miejscach

whi(z) = (1 —t)2" 4t the W (2) = \Jt(1 —t) (2P TR — 2Ry

whi(z) =t =)z —1), Wl (2)=(1—t)F" +¢t.

nn

Petle w' leza w Q44U dla kazdego t. Powtarzajac te konstrukeje n razy otrzymamy homotopie
miedzy A i A(0,...0), gdzie £ = k1 + -+ ky. O
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Uwaga 4.1.5 Powyzszy dowod mozna tez przeprowadzi¢ korzystajgc z twierdzenia 2.2.9. Z
istnienia rozwidknienia

SU,— U, -2 g1 (4.1)
wynika istnienie homotopijnego rozwloknienia
QSU, U, 9% 05t~ 7. (4.2)

Wiadomo, ze m1(U,) = Z, wiec 7o(QU,) = m1(Uy,) = Z. Podobnie mo(Q2SU,,) = m1(SU,) = 0,
wiec QSU, jest spdjna. Zatem z istnienia homotopijnego rozwidknienia 4.2 wynika, ze spoj-
ne sktadowe QU,, sq indeksowane stopniem topologicznym wyznacznika. Z twierdzenia 2.2.9
wiemy, ze QUy, 1 Qq4U, sg homotopijnie réwnowazine, wige spojne sktadowe q4,U, takie sq
indeksowane stopniem wyznacznika.

Lemat 4.1.6 Niech f : S — S! bedzie przeksztalceniem algebraicznym (tzn. wielomianem
Laurenta). Jedli f jest stopnia topologicznego k, to f(z) = cz* dla pewnego c € S*.

Dowdd: Funkcje f mozna przedstawié¢ jako

f(z) = 2""p(2)

gdzie p jest pewnym wielomianem.

Funkcje p mozemy traktowaé jako przeksztalcenie C — C. Mozna tak wybraé k, by p(0) # 0.
Zauwazmy, ze

=1 = 1=|fG)] =l lp) = p)] = ps)CS".

Niech
N .
p(z) = Zaizl )

1=0

Zauwazmy, ze dla |z| = 1 mamy p(z~!) = p(z). Niech g(z) = p(2)p
)

) (z71). Wowczas g jest
meromorficzne (jest pewna funkcja wymiernag). Ponadto

z|l=1 = g¢g(z)=1.

Widzimy, ze g jest stale na okregu jednostkowym, wiec musi byé state na calym C, czyli
g = 1. Jesli tylko p nie jest funkcja stala, to p(27!) — oo dla |z| — 0. Zatem p(z) — 0 dla
|z| — 01 stad p(0) = 0 co stoi w sprzecznosci z zalozeniem, ze p(0) # 0. W takim razie p
musi by¢ funkcja stala, i stad p tez musi by¢ state. W takim razie p(z) = c oraz f(z) = cz*.

Pokazaliémy, ze jedyne przeksztalcenia algebraiczne zachowujace okrag jednostkowy to
funkcje postaci f(z) = cz¥, a takie przeksztatcenia sq wyznaczone przez swéj stopien topolo-

giczny. U
Definicja 4.1.7
Yr={WeX"|VpH, CWCH ,=dmW/H,=dimH_,/W)} .

Przestrzen V" bedzie nam shuzy¢ jako model €24,,SU,,. Méwi o tym nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 4.1.8
SL,(Clz1,2])/SLu(Cl2]) = V" 2 Ay SU,/SU,, =2 Qa1 SU,, -
Dowdd: Bedziemy postepowaé jak w dowodzie 2.2.2. Pokazemy, ze
V"= AagSUL/SU,, .

Istnienie pozostalych homeomorfizméw wynika analogicznie jak w §2.2.
Rozpatrzmy dziatanie Aq; Uy, na X™ (zdefiniowane w §2.2) ograniczone do AqSU,,. Niech
W e Y™ Z lematow 4.1.2 oraz 4.1.1 wynika, ze

We)Y" < det Ay =sgno.

Niech f € AyySU,. Macierz Ay mozna traktowac jako element GL,(C[z71, 2]). Poniewaz
f z definicji zapisuje si¢ jako suma f = 3 A;2%, gdzie A; € My, x,(C), wiec mamy naturalne
dzialanie f na Ay dane przez mnozenie macierzy. Dla pokazania, ze dziatanie A,4SU, na
X" zachowuje podzbior Y"* C X", wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego W € V" zachodzi
réownos¢ Ay = fAw. Istotnie jedli wy,. .., w, jest bazg charakterystyczng W, to

| | \ |
Apw = | fwr -+ fw, | =f| w1 - wy | =fAw.
| | \ |

W takim razie det Apy = det(fAw) = det f det Ay = sgno, wiec fIW € Y".

Pozostaje wykazaé, ze rozpatrywane dzialanie jest tranzytywne. Niech W € Y™ oraz
v; = evyHe;) dlai = 1,...,n. Uklad wektoréw v1,...,v, tworzy baze ortonormalna W &
zW. Definiujemy fiy(z) = (vi(2),...,v,(2)). Wiemy juz, ze fir € QqgUy. Trzeba jeszcze
wykazaé, ze det(fw) = 1. Wiemy, ze fiy(1) = I, wiec det fiy(1) = 1. Wiemy ponadto, ze
det fyr jest algebraicznym przeksztalceniem S' — S', wiec z lematu 4.1.6 musi by¢ postaci
(det fy)(2) = 2* dla pewnego k € Z. Poniewaz fyyHy =W € X, wiec ze stwierdzenia 3.3.6,
JwP € Q. W takim razie z lematu 4.1.3 fy lezy w tej samej spdjnej sktadowej 244Uy, co Ag.
Z lematu 4.1.4 wynika, ze det fyy ma ten sam stopiefi topologiczny co det A, = zF1++hn =1,
czyli fyr ma stopien 0. Zatem (det fy) = 1, czyli fiy € Qq1gSU,. O

4.2. Opis komérek €,,5U;

Zajmiemy si¢ teraz rozktadem komérkowym €244 SUs. Poniewaz indeksy k& komoérek muszg sie
sumowac¢ do zera, wiec mamy w tym przypadku po jednej komoérce w kazdym wymiarze
zespolonym, tj. Q) = pt, Q1) = C, Q1) = C? itd. Ogélnie Qm,—m) = C?m=1 oraz
Qmm) = C?m, Niech p : V> — X2 bedzie przeksztalceniem zdefiniowanym wzorem 3.9.
Oznaczmy ) := Y? C X2. Ponadto niech U := p~1()) C V2. Z definicji U zawiera bazy
ortonormalne przestrzeni W © zW dla W € ). Dla spéjnosci oznaczen niech Yy, := X} dla
k sumujacego si¢ do zera. Przeciwobraz komorki )i, C ) przy p bedziemy oznaczaé przez
Uy, = p~ ' (Vi)
Analogicznie jak w §3.4 mamy przemienny diagram:

U2 AatgSUs . (4.3)
Pk

Y —s QuySUs
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Kazda macierz A € A,ySUs ma postac

Niech v = < 1) ) Whprowadzmy oznaczenie

9(2)
V___< —g(2) )
0= .
e

Kazdy element (v1,v2) € U musi spelniaé¢ vo = 01, ma zatem postaé¢ (v,v). Zauwazmy, ze
dla par postaci (v1,v2) = (v,0) zachodzi (z*vy|ve) = 0 oraz (zFvs|vi) = 0 dla dowolnego k.
Niech H' := lin{z%¢; | j € Z,i = 1,2}, a & bedzie delta Kroneckera. Mozemy teraz poda¢
bezpoéredni opis przestrzeni U.

U={(v,5) € H' x H'| ("v]v) = 5} } . (4.5)
Niech f(2) = Y a;2' oraz g(2) = Y ciz;. Wtedy f(2) = a2 za§ —g(z) = 3. —¢_;2". W ta-
kim razie jesli A € Q(_p, ) 1 jest dana wzorem 4.4, to odpowiadajaca jej baza ortonormalna
(v,0) € U musi wygladaé tak

H | e1z7™ ez ™ 61Z7m+1 Engerl e elzm’1 ngmfl €12™  eg2™
v = A—m C—m A—m+1 C—m+1 T am—1 Cm—1 am Cm
0= —Cpy am, —Cm—1 (m—1 | —Com+41l Gyl | —Com G—pm

gdzie a_,, # 0. Niech

a; —C_;

R J J
Aj = JRR )

J —J

Wtedy A =3 A;27. Korzystajac z tego, ze det A = 1 mozemy napisaé

m 2m
1 =det A = det ( Z Ajzj) = det (zm ZAj_mzj)

j=—m =0

om 2m
= 272m det (Z A]—mzj) = 272m (det A_m + Z szj)

j=0 j=1
gdzie §; sa pewnymi liczbami zespolonymi. Zatem
22" =det A + - .

Poréwnujac wspdtezynniki wielomianéw otrzymujemu det A_,, = 0. Zauwazmy, ze zachodzi
réwnosé det A_,,, = det A,,.

Whniosek 4.2.1
detA_,, =0=4det A4,,.
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Niech W = p(v,0). Wtedy W & zW = lin{v,v}. Poniewaz det 4,, = 0, wiec rzad A,, jest
réowny 1, czyli kolumny A, sa liniowo zalezne. W takim razie istnieje liczba r € C taka, ze

(@, Cm) + r(—C—m, G—m) = (0,0).

Niech u = v + ro. Wtedy u jest postaci (uwaga: a;, ¢; oznaczaja teraz jakie§ inne liczby niz
poprzednio):

H ‘ €127 €9zT™ ‘ €1zl gyl ‘ ‘ €12m L eyl ‘ €12™  €egz™
u=| a_m  Com | Gmpl Comgt || Gme1 Cmer | O 0
Mozemy zalozy¢, ze ||u|| = 1. Poniewaz u € W & zW, wiec (u, @) € U i ma postaé
H|e1z7™ ez ™ 6127m+1 €2me+1 <o Elszl Egszl €12 €2™
u=1| a_m Cem T— Comel | | Gme1 Crm—1 0 0 (4.6)
U= 0 0 —Cm—1 Am—1 | mC—m+1 A—m+1 | —C—m  OQ—m

gdzie a_,, # 0. Jedli zazadamy dodtakowo, by a_,, € R*, to baza (u, %) bedzie wyznaczona
jednoznacznie. Wybér takiej bazy definiuje nam ciagla iniekcje

8(=m,m) * Y(=mm) = U—mm) -

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ gdy A € Q, ), czyli W € Vi _p)-
Wtedy znajdziemy baze W & zW postaci

H|e1z7™ ez ™ 6127m+1 62Z7m+1 oo 61zm71 Egszl €12™  e2™
U= 0 C_m G—mt1 Comtl |- Am—1 Cm—1 0 0 (4.7)
U= 0 0 —Cm—1 Am—1 | =C—m41  G—m41 | —C—m 0

gdzie c_,, # 0. Jedli zazadamy, by c_,, € RT, to znéw taka baza bedzie wyznaczona jedno-
znacznie. Definiuje nam to ciagly iniekcje

8(m,—m) * Yim,—m) = Upm,—m) -

W ten spos6b dla kazdej komoérki Yy, znalezlismy przekrdj p : U — Y nad ta komoérks. Umiemy
zatem podnosié¢ kazda komorke z osobna.

Motywacja dalszych rozwazan jest wynik opisany w pracy [Bot58]. Nich K bedzie spdjna
i zwarta grupa Lie, s : S' — K homomorfizmem grup. Przez K, oznaczymy centralizator
obrazu s w K, a przez K® przestrzen ilorazowa K/K,. Rozwazmy przeksztalcenie K — QK
dane wzorem z +— [z +— xs(2)z~1s71(2)]. Jest ono state na Ky, wiec indukuje przeksztalcenie
g° : K* — QK. Homologie H,(2K) tworza tzw. pierScien Pontryagina, gdzie mnozenie jest
indukowane przez mnozenie w grupie QK. Przy pewnych dodatkowych zalozeniach o s, Bott
udowodnil, ze obraz g5 : H,(K*) — H,(QK) generuje caly pierécien H,(QK). Niech K* :=
9°(K?®). Wynik Botta pozwala przypuszczad, ze kazdy element QK daje si¢ przedstawié, jako
iloczyn elementéw z K°. Podazymy tym tropem, choé¢ nie bedziemy sie sztywno trzymac
opisanej tu procedury.

Wiemy juz, ze €4,,SU2 ma po jednej komérce w kazdym parzystym wymiarze. Przyjrzymy
sie blizej komorce 2-wymiarowej i 4-wymiarowej oraz iloczynom elementéw tych komérek.
Niech (u,u) € Uy, -1y bedzie postaci 4.7.

H ‘ €271 €9z ‘ €120 €929 ‘ €1zl egz!
u=| 0 b | ¢ d ] 0 0
a=] 0 0 |-d e |-b 0



gdzie b € RT. Z réwnania 4.5 wynika, ze v musi spelnia¢ réwnanie (zu|u) = 0, czyli bd = 0. Po-
niewaz zalozylismy, ze b € R*, wiec d = 0. Przechodzac przez homeomorfizm U SN Aa1gSU2

C

otrzymujemy macierz
—bz
(o ). »

Daje nam to opis podniesienia komérki ©(; _qy do AgySUs.

le| <1, b:\/l—]cPERJF}.

Definicja 4.2.2
A:=9 (8(1,—1) (37(1,_1))) - { ( bzc_l _EBZ )

Niech teraz (u,u) € U(—1,1) bedzie postaci 4.6.

H 612’71 622’71 612:0 622’0 €12 €22
u = a b c d 0 0
a=| 0 0 | —d c | b @

gdzie a € RT. Ponadto musi by¢ spetnione réwnanie (zu|u) = 0, czyli aé+bd = 0. Przechodzac
przez homeomorfizm 9 otrzymujemy macierz

az" V' 4¢ —bz—d
( bzl+d az+ec |- (4.9)

Niestety iloczyn macierzy pochodzacych z A nie jest postaci 4.9. Dokladniej, iloczyn dwédch
macierzy postaci 4.8 nadal jest postaci 4.8 i lezy w 2-wymiarowej komoérce. Zauwazmy jednak,

ze kazda macierz postaci 4.9 spelniajaca ac + bd = 0 mozna przedstawié¢ jako iloczyn
v =6 a =Bz )\ [ -z t+ay —yBz—as
o "\ A8 +ad 6Bz +ay
(4.10)

T Bz~ @
o azl+c¢ —bz—d
"\ bzt+d az+e )

Woéwczas
ac + bd = —0[a7y +5Bad = 0.
Stosunek [a : b] jest taki sam jak stosunek [—§ : 7]. Jedli zalozymy, ze § € R™, [y[> + 5] = 1
oraz ze a # 0, to znajac a i b bedziemy mogli odzyska¢ v i §. Mianowicie
3 -1

b
jedli—- =€ to Ny=-—— =
a V1+I[E? VI+ €2

Pokazalidémy, ze majac a, b, ¢ i d takie, ze a # 0 oraz ac¢ + bd = 0 mozemy odzyskaé¢ caly

rozktad 4.10. Bedzie on jednoznaczny jesli zalozymy dodatkowo, ze § € R™.

({3 )

Definicja 4.2.3

la| <1, b=—4/1—lal? ER} :
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Jasne jest, ze przestrzenie A i B sa homeomorficzne z dyskiem dwuwymiarowym D?. Poza
tym mamy naturalne wlozenia tych przestrzeni w Aq;SUs.

oa: A— AalgSUQ,
ﬁ B — AalgSU2 .

Zdefiniujmy przeksztalcenia

QS(*p,p) : (B X A)p — AalgSUQ,
¢(p,—p) A X (B X A)p_l — AalgSUQ

wzorami

¢(—p,p) (Bla Ala BRI Bp’ Ap) = B(Bl)a(Al) e ﬁ(Bp)a(Ap) )
¢(p,—p) (Al, BQ, AQ, PPN Bp, Ap) = a(Ao)B(Bl)a(Al) tee ﬂ(Bn)a(An) .

W dalszych rozwazaniach bedziemy traktowac¢ A i B jako podprzestrzenie Ay, SUs i zapo-
mnimy o przeksztatceniach a i 3.

Definicja 4.2.4 Niech

_ —9(2)
M = ( g(z> (z) > S AalgSUQ.

Powiemy, ze M jest typu BA jesli
f(z)=azP 4. P g(z)=bzPl4...4d? orazacRT, peN.
Powiemy, ze M jest typu A jesli
f()=azP+- 4¢P g(z)=bzP ... 4d? orazbeR", peN.

Zauwazmy, ze kazda macierz M € A jest typu A. Niech 7 bedzie zdefiniowane jak w 4.3.
Jedli M jest typu A, to m(M) € Q, _py, a jesli M jest typu BA, to 7(M) € Q_, ). Macierze
typu BA odpowiadajg elementom U postaci 4.6, a macierze typu A elementom postaci 4.7.
Wykazalismy, juz ze kazda komoérke )V, C Y mozna podnies¢ do U wybierajac uklad wektoréw
postaci 4.6 lub 4.7.

Whiosek 4.2.5 Niech w € Q41,SUs. Wéwczas we widknie w1 (w) jest tylko jedna macierz
typu A lub typu BA.

Lemat 4.2.6
Jesli M € AalgSUQ jest macierzq typu BA, to istnieje dokladnie ]edna macierz B € B taka,

ie M = BM oraz M jest typu A. Ponadto jesli m(M) € Q_pp)s to (M M) € Qp,—p)
Jesli M € ANyigSUs jest maczerzq typu A oraz M ¢ A, to istnieje dokladnie jedna macierz

A <€ .A taka, ze M = AM oraz M jest typu BA. Ponadto jesli T(M) € Qpi1,—p-1), to

Dowdd: Niech M bedzie typu BA taka, ze (M) € Q_pp)-
o f(z) —g(z) \ _ [ azP4--+ c2P~l _dyptl P ' .
M= ( 9(z) Fz) )\ bz P4 dePTt P 4 P gdzie a € R™.
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Niech v € C, 0 € R™ beda takie, ze |7|2 + 16| = 1 oraz FJa + 6b = 0. Innymi stowy mamy

réwnosé stosunkéw [b: a] = —[7 : §]. Powyzsze warunki definiuja liczby « i 0 jednoznacznie.
Niech B _
(v =0 a_ (7 9
B_<5 7)63 B _<_57>.
gy o9 A9+ _ [ (Fat+ob)zP 4 (et od)Fh L
—0f +vg dg+~f (=6a+b)z7P + -+ (—c + vd)zP~? '

Wiemy, ze Ja = —db oraz § € R™ i a € RT. W takim razie corank(¥f + dg) > —p. Ponadto
- _ _ o o)
—6a+7b=—0a+7b=a"' (~0a®+7Jab) = a~" (~da® — 3bb) = —= (a® + b?) € RF .

a

Wynika stad, ze M:=B'M jest typu A oraz W(M) € Q(p,—p)- Macierz B byla wyznaczona
jednoznacznie przez stosunek [—4 : 7). To koficzy dowdd pierwszej czesci lematu.

Druga czes¢ dowodu bedzie wymagaé glebszej analizy macierzy typu A. Niech M bedzie
typu A taka, ze (M) € Qi1 _p—1)-

M= fz) —g(2) \ _ a_pz P 4+ aps? —bpz 7P — o —b_p 2P T
"\ gx) flz) )\ bz P by2P apz P+ Fa_p2? '
gdzie b_,_; € RT. Odpowiadajaca tej macierzy baza (u, ) € U ma postaé
Z_p_l Z_p ce . Zp_l Zp Zp+1
U= 0 b_p_1|a—p b_p|-- ap—1 bp—1 ap by 0 0
U = 0 0 —bp Qp | -+ —b,p+1 Q_py1 —b,p G—p —b,p,1 0

Wektor u musi spetnia¢ réwnania (z*u|u) = 0 dla kazdego k € NT.
(P ulu)y =b_p 1b,=0 = b,=0.

Niech a € C, 3 € R beda takie, ze |a|*> + |3|> = 1 oraz ab_,_1 — Ba_, = 0. Innymi slowy
mamy réwno$é stosunkéw [a_, : b_,_1] = [a : []. Powyzsze warunki definiuja liczby o i
jednoznacznie. Niech

. Q —Bz -1 _ a Bz
A_<ﬁzl - >€A, Al_(—ﬁzl a).

~ i af+pBzg —ag+paf
M:=4 M_<—6zlf+ozg ﬁz1g+af>‘

Uwzgledniajac réwnosci b, = 0 oraz —fBa_p, + ab_,_1 = 0 otrzymujemy

af + Bzg = (@a_p+ Bb_p1)z"P + -+ (qay + Bby-1)2
B f+ag = (—Ba—pi1 +ab_p)z P + -+ (—PBay + aby_1)2P .

Wiemy, ze b, 8 € Rt oraz Ba_, = ab_,_1, wiec

a@a_p+pBb_p 1 =0p"" (aﬁa,p + BQb,p,l) = b_g_l (|a!2 + ﬁQ) eRt.
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Macierzy M odpowiada pewna baza (v,¥) € U. Niech & := @a; + Bb;_1 oraz (; := —Pa;+1 +
ab;. Baza (v, 0) zapisuje sie jako

Z_p_l Z_p e Zp_l Zp Zp+1
v= g*p C*P e ‘fp*l Cpfl gp 0 0 0
U= 0 Ep | | Copr1 Spri| —Cp Ep| OO

Jedlibysmy wiedzieli, ze &, = 0, to M bylaby typu BA oraz W(M) € Q_pp)- Wiemy, ze
&_p € RT w szezegblnodei €, # 0. Jesli &, # 0 to wtedy

det(% _;_p>7é0

—-Pp

co stoi w sprzeczno$ci z wnioskiem 4.2.1. W takim razie §, = 0 i macierz M jest typu BA.
Macierz A jest wyznaczona jednoznacznie przez stosunek wspotczynnikow [a_p, : b_p—q]. O

Twierdzenie 4.2.7
Jesli M jest macierzq typu BA, m(M) € Q_pp) orazp > 1, lo istnieje jednoznaczna repre-
zentacja M w postaci iloczynu

M = B1A, -+ ByA, (4.11)

gdzie A; € A, B; € B
Jedli M jest macierzq typu A, m(M) € Q, _py oraz p > 1, to istnieje jednoznaczna reprezen-
tacja M w postact iloczynu

M = A1ByAy --- B,A, (4.12)

gdzie A; € A, B; € B

Dowdéd: Indukcja ze wzgledu na wymiar komérki, w ktérej lezy w(M). Zakladalidmy, ze
p > 1, wigc indukcje zaczynamy od komoérki 2-wymiarowej 2 _qy. Jesli w(M) € Q _yy, to
M € A, wiec M juz jest w postaci 4.12. Zalézmy, ze M jest typu A i lezy w podniesieniu
(4p + 2)-wymiarowej komérki, czyli m(M) € Qqq1,_p_1). Z lematu 4.2.6 wynika, ze istnieje
jednoznaczny rozktad M = AM dla A € A oraz F(M ) € Q_pp)- Z zalozenia indukcyjnego

M mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci 4.11. Podobnie postepujemy gdy M jest typu

BA i m(M) € Q. Wtedy z lematu 4.2.6 mamy jednoznaczny rozklad M = BM, gdzie

BeB, a W(M ) € Qp—1,—p+1)- Z zalozenia indukcyjnego M mozna jednoznacznie przedstawié

w postaci 4.12. ]
Dla skrécenia zapisu wprowadzmy oznaczenia

@om(_p,p) = (B X .A)p, Qom(pj_p) =A x (B X A)p_l . (4.13)

Whniosek 4.2.8 Niech
Y = mo P : Domy, — Qe SUs .

Obrazem iy, jest €. Ponadto vy, sq ciggtymi bijekcjami na swoje obrazy.

Dowéd: Twierdzenie 4.2.7 méwi, ze ¢, sa réznowartodciowe oraz, ze obrazem ¢y, sg wszystkie
macierze typu A lub typu BA lezace w przeciwobrazie W_I(QE). W takim razie v jest
,ha” Q. Z wniosku 4.2.5 wynika, ze w kazdym wioéknie jest tylko jedna macierz typu A lub
typu BA, wigc v, sa réoznowartosciowe. ([l

Przestrzenie A oraz B sa podzbiorami A,ySUs, wigc mozna je domknaé w Ay g SUs.
Przeksztalcenia ¢ sa zdefiniowane przez mnozenie pewnej ilosci elementéw z Ay SUz i w
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naturalny sposéb rozszerzaja si¢ na domknigcia swoich dziedzin. Zatem vy, tez rozszerzaja sie
na domkniecia swoich dziedzin.

EE : Qomk — QalgSUQ .

W brzegu A tak samo jak i w brzegu B znajduja sie macierze diagonalne.

p::m:@g:{(é 0) ‘ |cr=1}.

DA=AD oraz DB=DBD.

Lemat 4.2.9

Dowdd: Niech A € A, B € B oraz D € D. Znajdziemy takie A’ € A oraz B’ € B, by
DA = A'D7! oraz DB = B'D~'. Pol6zmy

;o [ c 0 a —bz c 0\ ([ cta —bz

A'_DAD_<O c)(bz_l a )(0 c>_<bz_1 c2a>€A
;o [ c 0 a —b c 0\ _ 2a —b
B'DBD<O c><b a)(O c><b c2a>€B'

Takie definicje od razu daja B'D~! = DB oraz A’D~! = DA. O
Niech QU) oznacza j-wymiarowy szkielet Qq1gSUs, czyli

oraz

Q) = J{% [ 1 <} -
Lemat 4.2.10 Obciecie @E do 0Domy, definiuje przeksztalcenie
ODomy, = ST QUe—1)

Dowdéd: Musimy pokazad, ze obraz brzegu 9Domy, przy 1, lezy w komérkach wymiaru co naj-
wyzej I, — 1. Niech A; € A, Bj € Bdlai,j=1,...,p. Niektére z macierzy A;, B; moga by¢
diagonalne. Te, ktore nie sa diagonalne muszg leze¢ we wnetrzu A lub we wnetrzu B. Zal6zmy,
ze co najmniej jedna z A;, B; jest diagonalna. Wtedy (B, A1,...,Bp, Ap) € 8m(_p7p). 7Z le-
matu 4.2.9 wiemy, ze wszystkie diagonalne macierze wystepujace w iloczynie B1A; --- ByA,
mozemy przesunaé w prawo otrzymujac

BiA;---ByA, = B{ A} -+ B;A;D
gdzie ¢ < p oraz
DeD, BieBU{I}, BieBdaj=2,..,q, AiecAdlai=1,...,q.
Jedli tylko By # I, to ¢ < p. JeSli B} = I, to moze si¢ zdarzyé, ze ¢ = p ale iloczyn po
prawe]j stronie réwnosci i tak bedzie krétszy niz ten po lewej. Zaldzmy, ze B} # 1, wiec
q < p. Wtedy ¥,y (B1,A1,...,Bp, Ap) = m(B1A1--- ByAp) = m(B1A] - ByA,D). Po-
niewaz 7 jest rzutowaniem AqSUs — AggSUz/SUs, a D € SU, jest petla stala, wiec
m(B1A} -+ Bl A, D) = n(B} A} --- BjAy). Stad
J(—p,p) (Bla Ala ceey Bp7 Ap) - ¢(—q,q) (BiAll e Bt/]A:]) :
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Z wniosku 4.2.8 wiemy, ze obrazem ¥(_ o) jest €(_, o). Poniewaz ¢ < p, wigc wymiar {_
jest mniejszy niz {(_y, .
Jesli B =1, to ¢ < p i otrzymujemy

E(—p,p) (Bl) Ala s 7BP7 AP) = ¢(q—1,—q+1) (AllBéAIQ e B(/]A:]) € Q(q—l,—q—l—l) .

9,9)

Ponownie wymiar ,_1 _,11) jest mniejszy niz [(_, ). Identyczne rozumowanie stosuje sig
do ¥y, —p)- -

Pokazalismy juz w 4.2.8, ze 1y, zadaja ciggte bijekcje Domy, — ). Ponadto z lematu 4.2.10
wynika, ze obraz brzegu 0©om; ma puste przecigcie z obrazem wnetrza Domy,.

P (0Domy) N g (Domy) = 0.

Udowodnimy teraz prosty topologiczny fakt, z ktérego wynika, Ze 1)y jest homeomorfizmem
na swdj obraz.

Stwierdzenie 4.2.11 Niech X bedzie dowolng przestrzeniq topologiczng, K przestrzenig
zwartg, U C K otwartym podzbiorem, zas ¢ : K — X cigglym odwzorowaniem. Oznacz-
my przez ¢ : U — @(U) obciecie @ do U. Zaléimy, ze @ spelnia warunki:

1. ¢:U — p(U) jest bijekcjq,
2. p(K\U)NpU) = 0.
Wowczas ¢ : U — @(U) jest homeomorfizmem.

Dowdd: Poniewaz ¢ jest ciagte i réznowartosciowe, wigc wystarczy pokazaé, ze jest otwarte.
Poniewaz ¢ jest bijekcja, wiec jest otwarte wtedy i tylko wtedy gdy jest domkniete. Pokazemy,
ze jest domknigte. Domknigte podzbiory U to przecigcia domknigtych podzbiorow K z U,
wige jesli F' C U jest domknigty, to istnieje FCK domkniety i taki, ze FNU = F. Zbior
F C K jest domknietym podzbiorem zbioru zwartego, wiec jest zwarty. Zatem @(F ) CX
tez jest zwarty jako ciagly obraz zbioru zwartego, czyli jest domkniety w X. Zauwazmy, ze
F\FCK\U oraz F C U, wiec

P(E) =B(F\ F)Up(F).

(symbol U oznacza sume roztaczna) gdyz @(K \ U) N p(U) = 0. W takim razie

p(F) =2(F)Ne(U).

Zbiér B(F) byl domkniety w X, wicc o(F) jest domkniety w ¢(U) wprost z definicji topologii
podprzestrzeni. O

Whiosek 4.2.12 Odwzorowanie vy, : Domy, — €, jest homeomorfizmem.

Przypomnijmy, ze przez Q) oznaczaliémy j-wymiarowy szkielet Qq1gSUs. Przestrzen

Domy, jest homeomorficzna z DY, W takim razie dla kazdej komorki €2, znalezliSmy cig-

2l

gle przeksztalcenie d)k — q14S5U3 speliajace

1. obciecie do wnetrza dysku EE 21, zadaje homeomorfizm D=, Q,

b

2. obcigcie do brzegu dysku 1y, |, 2, zadaje przeksztalcenie §2e~t—— Q1)

o

Whniosek 4.2.13 Odwzorowania EE zadajq przeksztatcenia charakterystyczne CW-rozkladu
przestrzeni Qq19SUs.
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