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Streszczenie

Udowadniamy, ze przestrzernn odwzorowan wymiernych z jednowymiarowej do n-wymiarowej
zespolonej przestrzeni rzutowej jest dobrym homotopijnym przyblizeniem przestrzeni wszyst-
kich odwzorowan ciagtych miedzy tymi przestrzeniami (twierdzenie G. Segala). W tym celu
wykorzystujemy specjalnie skonstruowane ,posrednie” przestrzenie odwzorowan i badamy ich
topologie. Okazuje sie, ze pozwalaja one poprawnie zastosowaé technike wprowadzona przez
Mostovoy’a przy nieudanej prébie przeanalizowania przypadku odwzorowan z dowolnej zespo-
lonej przestrzeni rzutowe;j.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Jezeli X 1Y sa przestrzeniami topologicznymi z dodatkows struktura (liniowa, rozniczkowa,
zespolona, algebraiczna...), to mozna zapytac, czy przestrzen wszystkich odwzorowan cigglych
Map(X,Y) i jej podprzestrzen ztozona z odwzorowan zachowujacych wybrana strukture sa
do siebie topologicznie podobne. W tej pracy interesowaé¢ nas bedzie homotopijna réwno-
waznosé tych przestrzeni. Oto trywialny przyktad: jezeli U i V' sa przestrzeniami liniowo-
topologicznymi nad R lub C to wtozenie Hom(U, V') < Map(U, V) jest homotopijng réwno-
waznoscia (po prostu dlatego, ze zarowno Hom(U, V) jak i Map(U, V) sa §ciagalne). O wiele
ciekawsze jest rozwazanie struktury rézniczkowej: mozna pokazaé¢, ze jesli M i N sg rozma-
itosciami rézniczkowymi, to wlozenie Map™> (M, N) — Map(M,N) jest staba homotopijna
réwnowaznoscia.

Sprawy komplikuja sie po przejsciu do rozmaitoéci zespolonych, ktérych struktura jest
duzo bardziej ,sztywna” od struktury rozniczkowej rzeczywistej. Gromov ([Gro89]) udowod-
nit tzw.  h-principle”, ktéra stwierdza, ze dla pewnych klas rozmaitosci zespolonych X i Y
wlozenie Hol(X,Y) — Map(X,Y) jest homotopijna rownowaznoscia. Intuicyjnie (nie wda-
jac sie w szczegoly) mozna powiedzied, ze jedno z zatozen twierdzenia Gromova wymaga, aby
rozmaito$é X miata ,duzo” funkcji holomorficznych. Taki warunek spelniaja np. domkniete
podrozmaitogci w CV, ale nie rozmaitosci rzutowe, ktére nie maja funkcji holomorficznych
réznych od statych.

Dochodzimy w ten sposob do interesujacego nas w tej pracy przypadku wlozenia

Hol(CP™,CP") — Map(CP™, CP")

Co bylo?

Pierwszy krok w kierunku analizy tego przypadku miat miejsce jeszcze przed wynikami Gro-
mova:

Twierdzenie ([Seg79]) Wiozenie
Holy(CP', CP") «— Mapy(CP,CP")
jest homotopijng réwnowaznoscig do wymiaru (2n — 1)d. *
Podstawowa cecha twierdzenia Segala i pokrewnych twierdzeri polega na tym, ze wymiar,

do ktorego wlozenie indukuje izomorfizm grup homotopii (ew. homologii) rosnie wraz ze
stopniem d. Wlasnosé taka uzyskuje sie w procesie odpowiednio dobranej stabilizacji.

!Litera d oznacza stopieri odwzorowania. Po niezbedne formalne definicje odsytamy do podrozdziatu 2.1.



Twierdzenie Segala doczekato sie licznych uogélnien na przypadek wlozen H ol((CIP’l, Y)—
Map(CP'Y) dla réznych bardziej skomplikowanych zespolonych rozmaitosci rzutowych Y
(np. Grassmanianéw, rozmaitosci flag). We wszystkich tych wersjach przestrzenia poczatkowa
jest CP!. Segal postulowal, ze analogiczny wynik powinien by¢ osiagalny takze dla wyzej
wymiarowych przestrzeni poczatkowych. Takie uogélnienie zaproponowal Mostovoy:

Uogolnienie ([Mos06]) Wiozenie
Holy(CP™, CP") — Mapy(CP™, CP")

jest homotopijng rownowaznodcig do wymiaru

(2n—2m+1)([%j+1)—1

gdy m < n i homologiczng réwnowaznoscig w tych samych wymiarach, gdy m < n.

Co bedzie?

Dowéd uogdlnienia, zaprezentowany przez Mostovoy’a, zawiera jednak szereg btedéw, dostrze-
zonych przez A.Kozlowskiego oraz autora niniejszej pracy. W toku prac niektore z nich udato
sie naprawi¢, jednak w stopniu nie do konca satysfakcjonujacym. Na obecnym etapie wpro-
wadzone poprawki pozwalaja ,odzyska¢” z rozumowania Mostovoy’a dowdd nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie 1 Dian > 3 i d > 2 kazde z wlozen
Hol}(CP', CP") — Map};(CP', CP") i Holy(CP*, CP") — Mapy(CP', CP")

jest homotopijng rownowaznoscig do wymiaru

D(n, d) :T(L%J F1)(n—2) 1

gdzie T'(x) oznacza najmniejszq liczbe parzystq wiekszqg lub réwng x.

ktore jest ostabiona wersja tw. Segala (otrzymujemy zatem jego alternatywny dowod).

Uwaga. Przypadek d = 1 zostal rozpatrzony w pracy [KoY03] i to dla dowolnych m i n.
Analogiczny wynik zachodzi wowczas do wymiaru D'(m,n, 1) = 4n — 4m.

W rozdziale 2 zgromadzone sa wszystkie niezbedne definicje, a dowdd twierdzenia jest
zredukowany do dowodéw dwoéch innych faktow, ktére sa zamieszczone w rozdziatach 3 i
4. Rozdzial 5 ma charakter poréwnawczy — zestawiamy w nim réznice pomiedzy dowodem
twierdzenia 1 a rozumowaniem z pracy [Mos06] i wskazujemy bledy w tym rozumowaniu.
Dodatek jest rozszerzeniem rozdzialu 3 — zawarty w nim wynik dotyczy przypadku ogdlnego
(dowolna przestrzen poczatkowa CP™) i nie ma bezposredniego zastosowania w dowodzie.

Tam, gdzie to tylko mozliwe, bedziemy stosowaé definicje, oznaczenia i dowodzié¢ lematy
majace sens w przypadku ogélnym, to znaczy dla przeksztatcen CP™ — CP" przy dowolnych
m < n. Nie utrudnia to §ledzenia dowodu, a wrecz przeciwnie — umozliwia bardziej przejrzysta
prezentacje, pozwalajaca Czytelnikowi zidentyfikowaé krytyczne punkty, w ktorych ingeruja
poszczegblne zatozenia. Liczby m i n nie beda pojawiaé¢ sie w notacji — traktujemy je jako
ustalone.
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Rozdzial 2

Definicje 1 zarys dowodu

W tym rozdziale zdefiniujemy podstawowe pojecia zwiazane z przestrzeniami odwzorowarn

cPm™ — CP™.

2.1. Przestrzenie odwzorowan

Stopniem (topologicznym) odwzorowania f : CP™ — CP" nazywamy liczbe d, ktora repre-
zentuje przeksztalcenie indukowane:

Z ~ Hy(CP™) L5 Hy(CPM) ~ 7

Przez Mapya(CP™,CP") oznaczamy sktadowa przestrzeni Map(CP™, CP"), ztozona z prze-
ksztalcen stopnia d.

Przeksztatcenie f : CP™ — CP" nazywamy wymiernym stopnia d, jesli mozna je zapisaé
W postaci:

f(zo: o i zm)) = [fo(20y -y 2m) t oot fu(205- ooy 2m)] (*)

gdzie kazde f; jest wielomianem jednorodnym stopnia d o wspoétczynnikach w C. Jesli tak
jest, to wielomiany f; nie moga mie¢ wspélnego nietrywialnego zera!. Przestrzenn wszystkich
przeksztatcen wymiernych stopnia d oznaczamy Ratq(CP™, CP").

Rozszerzymy teraz pojecie wielomianu jednorodnego stopnia d. Wielomianem typu (p, q)
(w skrocie (p, q)-wielomianem) nazywamy kombinacje liniowa jednomianéw postaci

Zi1Rig * et Zip . ZjIZj2 el qu
gdzie i1,...,0p,j1,...,Jq € {0,...,m}. Z kolei A-(p, q)-wielomianem nazywamy kombinacje
liniowa jednomianéw postaci:
Zj1Rj1RjoRgg " e " ququ C Ry Ry et Zipfq

w ktorych kazdemu wystapieniu zmiennej ,antyholomorficznej” Zp odpowiada pewne wy-
stapienie zmiennej ,holomomorficznej” z;.2 Oczywiscie kazdy A-(p, q)-wielomian jest (p,q)-

wielomianem.
'Kazdy wielomian jednorodny ma trywialne miejsce zerowe (0, ...,0).
“Mozna powiedzie¢, ze (p, q)-wielomiany sa funkcjami wielomianowymi zmiennych z; i Z (i = 0,...,m),

podczas gdy A-(p, q)-wielomiany sg funkcjami wielomianowymi zmiennych z; oraz |2 |>.



Przez analogie do przeksztatcenn wymiernych definiujemy (p, q)-przeksztatcenia i A-(p, q)-
przeksztatcenia f . CP™ — CP" zadajac, aby funkcje f; w reprezentacji (*) byly, od-
powiednio, (p,q)-wielomianami lub A-(p, ¢)-wielomianami. Przestrzenie wszystkich (p,q)-
przeksztalcen i A-(p, q)-przeksztatceni oznaczamy, odpowiednio, przez Rat, ,(CP™, CP") oraz
ARat, 4(CP™, CP").

Definicja (p, q)-przeksztalcen rozszerza definicje przeksztatcen wymiernych stopnia d: jak
wida¢ Ratqo = Raty. Mozna sprawdzi¢, ze kazde (p, q)-przeksztalcenie jest stopnia topolo-
gicznego d = p — q. Zachodza nastepujace inkluzje:

Ratd = Ratd’o C Ratd+1,1 C C UqZO Ratdﬂ’q C Mapd
I I U U I (+%)
Raty = ARatgy C ARatgin C C quo ARatgyrqq C  Mapq
Wyjasnienia wymagaja jedynie inkluzje ,poziome”. Kazde (p, q)-przeksztatcenie
f=1fo:...: fn] jest jednoczesnie (p + 1,q + 1)-przeksztatceniem, gdyz mozna go zapisaé w
postaci:
m m
f(zo: - i zm]) = [fo(ZU,...,zm)-ZziZ: coot fn(20y -0y 2Zm) ZZZZ]
i=0 i=0

Ta sama operacja (domnozenie wspotrzednych przez > zZ;) zachowuje wlasno$é bycia A-
(p, q)-wielomianem, wiec wyznacza inkluzje takze w dolnym rzedzie diagramu.

Kazde przeksztalcenie holomorficzne przestrzeni rzutowych jest wymierne ([GrH78, roz-
dziat 1.3]) i odwrotnie: Holi(CP™,CP") = Ratqy(CP™,CP"), zatem badanie przestrzeni od-
wzorowan holomorficznych sprowadza sie do badania przestrzeni odwzorowan wymiernych.

W kazdej przestrzeni rzutowej wybierzmy punkt wyrézniony * = [1 : 0 : ... : 0]. Je-
zeli przez Spc oznaczymy dowolng z przestrzeni Mapg, Ratgq, Ratp, i ARat, 4, to mozemy
zdefiniowaé przestrzen:

Spc* ={f € Spc: f(x) ==}
ztozona z odwzorowan zachowujacych punkt bazowy. Dla przestrzeni Spc* maja miejsce
zawierania analogiczne do (**).

2.2. Reprezentacje wielomianowe

Reprezentacjg wielomianowg odwzorowania nazywamy krotke wyznaczajacych je wielomia-
néw.? Z uwagi na dowolnosé wyboru statej multiplikatywnej reprezentacja (p, q)-odwzorowania
za pomoca krotki (p, ¢)-wielomianow nie jest jednoznaczna:

Veeor [fo:.t fo] =lcfor.. cfi]

Jednakze jesli (p, q)-odwzorowanie f spetnia warunek f(x) = %, to isinieje reprezentacja
f=1fo:...: fn] wktorej wspotczynnik przy z0PZp? jest rowny 1 w wielomianie fy, zas 0 w
pozostatych wielomianach f;, ¢« > 1. Kazda taka reprezentacje nazwiemy unormowang. To
samo dotyczy A-(p, q¢)-odwzorowan.

Niech V), bedzie przestrzenia liniows wszystkich A-(p, ¢)-wielomianéw w ktorych wspot-
czynnik przy zoPzo? jest rowny 0 oraz niech

Wha = (20°207 4+ Vp,g) & Vpg ® ... & Vpg
—

n

3Samotnie wystepujace stowo ,wielomian” moze oznaczaé¢, w zaleznosci od kontekstu, wielomiany typu
(d,0), (p,q) lub A-(p, q). Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumieri.
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m-‘,—q) (m+d

Wymiary tych przestrzeni oznaczmy przez ny,, = dimcVpq = ( ; p ) — 1 oraz Np4 =

dimcWp,g = (n+ 1)npq.

Definiujemy ARat; , jako zbior tych krotek (fo, ..., fn) € Wp 4, ktére nie maja wspolnych
nietrywialnych zer. Mamy naturalne odwzorowanie

A 1+ Tpa *
ARat;’q — ARat%q

(for-oesfn) — [for- ot fal

ktore na mocy wczesdniejszych uwag jest epimorfizmem.

Niech teraz f € Raty ,. Rozwazmy najwigksze k, dla ktorego f € Rat_, .- Reprezenta-
cja unormowana f jako (p—k, g—k)-odwzorowania jest jednoznaczna: dwie takie reprezentacje
mialtyby wspolny czynnik, co oznaczatoby, ze f jest (p — k', ¢ — k')-odwzorowaniem dla pew-
nego k' > k, wbrew definicji k. Te jedyng reprezentacje unormowang (fo, ..., f,) nazywamy
reprezentacja minimalng. Wszystkie (p, g)-reprezentacje f sa postaci

(fohvafnh)

dla pewnego (k, k)-wielomianu h bez nietrywialnego zera.

Przyktad: (3,2)-odwzorowanie f: CP! — CP! dane wzorem

f([z0 : 21]) = [z03%2 + 3202217021 : 202212071 + 207122021 + 320212712 + 3213712]
jest w istocie (2, 1)-odwzorowaniem o minimalnej reprezentacji
F([20 : 21]) = [20%%0 : 202171 + 21°71])
a kazda unormowana (3, 2)-reprezentacja f jest postaci
f([z0 : 21]) = [20%%0 - h(20, 21) : (202171 + 21271) - (20, 21)]
dla pewnego (1, 1)-wielomianu h(zg, z1) = 20%0 + a20Z1 + bz1Z0 + cz1Z1 bez nietrywialnego
zera.

2.3. Dowdd twierdzenia 1

Przedstawimy teraz dowdd twierdzenia 1. Mamy diagram przemienny:

ARat,, =5 ARar,,, =25
lmo lﬂd“’l
Raty = ARat), C ARaty, C o € UgpoARaty,,, C Mapj
ktérego podstawowym budulcem jest kwadrat:
| | Tpt1a+1

ARaty, , C ARaty 441

11



Lemat A (Stabilizacja) Jeslim =1, n >3 i (p,q) # (1,0), to przeksztatcenie

ARaty o = ARaty 41y

jest homologiczng réwnowaznoscig do wymiaru D(n,d) (gdzie d =p — q).

Dowé6d tego lematu podamy w rozdziale 4. O

2 2

Lemat B (Sciqgalnosc wlokien) Dia dowolnych m,n,p,q wtékna przeksztatcenia m, 4 sq
sciggalne.

Dowéd tego lematu podamy w rozdziale 3. (|
7 lematu B pragniemy wyciagna¢ nastepujacy:
Wniosek Przeksztatcenie w4 jest homotopijng réwnowaznosciq.

Niestety, nie jest prawda, ze kazda surjekcja o $ciggalnych witéknach jest homotopijna
rownowaznosdcia. Tym niemniej argument taki pojawial sie juz w podobnych kontekstach
([Mos01]) i wydaje sig, ze w tym konkretnym przypadku jest to prawda, ze wzgledu na do-
datkowe wlasnosci przeksztalcenia 7y, 4 1 przestrzeni ARat,, . Przyjmijmy zatem prawdziwosé
tego wniosku (ktory, scigle rzecz biorac, jest jeszcze hipoteza).

Wobec tego, przy zalozeniach lematu A kazde z wlozed ARaty, — ARaty .y, ;1 jest
homologiczng rownowaznoscig do wymiaru D(n, d) (d = p—q), a zatem takze wlozenie Rat}; —
U g>0 ARaty, ma t¢ wiasnosé (korzystamy z przemiennosci homologii z granicami prostymi).
Do tego mamy:

Twierdzenie (Czgs$¢ stabilna) Dla m = 1 wlozenie J,5o ARaty, , , — Mapj jest stabg
homotopijng réwnowaznoscig.

Dowé6d. Twierdzenie to, w wersji dla m = 1 i wlozenia Uq>0 Ratfl+q g Map}; jest tredcia

Proposition 3 w [Mos06]. Tym niemniej, wszystkie pojawiajace si¢ tam odwzorowania sa w
istocie A-odwzorowaniami, zatem dowdd przenosi sie bez zmian na obecny przypadek. g

7 dotychczasowych przestanek wnosimy, ze dla m =1, n > 31 d > 2 wlozenie Rat}; —
M ap}; jest homologiczng réwnowaznoscig do wymiaru D(n,d). Co wigcej, mamy nastepujacy:

Fakt. Dla m =1 in > 2 przestrzenie Rat}, 1 Map}; sq jednospdjne.
Dowo6d. Mamy m(Map);) = 71 (Q*CP") = 73(CP") = 0 dla n > 2. Z kolei przestrzen Rat}

jest homeomorficzna z przestrzenia ARat} ), ktorej dopelnieniem w Wyq jest zbior krotek
wielomianéw majacych wspolne nietrywialne zero:

2a=A{(fo,.-, fn) € Wao : Joecpm fi(z) = 0}

Rozwazmy ,rozmaito$¢ incydencji” Zy C 34 x CP™:
Zq={(fos---, fn,2) : fj(2) =0 dla kazdego j =0,...,n}

12



Jest to zespolony zbiér algebraiczny wymiaru Ny, +m — (n + 1). Jego obrazem przy rzuto-
waniu Zg — Wy (ktore jest przeksztalceniem algebraicznym) jest ¥3. Wymiar tego zbioru
wynosi zatem co najwyzej N, + m — (n+ 1), a zatem jego kowymiar zespolony w Wy to
co najmniej n —m + 1 = n > 2. Dopelnienie takiego zbioru w przestrzeni afinicznej jest
jednospdjne. O

Na mocy twierdzenia Whiteheada wnioskujemy wiec, ze w interesujacym nas przypadku
izomorfizm grup homologii pociaga izomorfizm grup homotopii, co koniczy dowédd twierdzenia 1
dla odwzorowar zachowujacych punkt wyrézniony.

Warunek zachowywania punktu bazowego ma charakter techniczny i tatwo sie od niego
uwolni¢, stosujac automorfizm CP", ktory przeprowadza * na dowolny inny wybrany punkt
*'. Dowod twierdzenia 1 dla odwzorowari swobodnych otrzymujemy teraz, stosujac lemat o

pieciu do pordéwnania dhugich ciagéw doktadnych grup homotopii rozwtéknien:

Mapy, — Mapg &, cpr
J J I

Raty — Raty =5 CP"

Dolny ciag jest rozwloknieniem, a nawet wiazka lokalnie trywialna. Dowéd tego faktu
mozna znalez¢ w [AKYO07].

Powotujac sie, w czesci stabilnej, na wynik z pracy [Mos06], zredukowalismy dow6d Twier-
dzenia 1 do dowodu lematéw A i B. Kazdemu z nich poswiecony jest jeden z nastepnych
rozdziatow.
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Rozdzial 3

-,

Sciggalnosé widkna

Ten rozdzial poswiecony jest dowodowi lematu B z rozdziatu 2.3:

Lemat B (Sciagalnosé wiékien) Dia dowolnych m,n,p,q wtékna przeksztatcenia
AD % P *
ARaty . — ARat, ,

(an-uafn)—’[fO;H-:fn}

sq Sciggalne.
Rozpoczniemy od lematéw kombinatorycznych:

Lemat 3.1 Jesli P jest (p,q)-wielomianem, zas Q jest (p,q')-wielomianem i iloczyn P - Q
jest A-wielomianem, to zachodzi jeden z warunkow:

1) P iQ sq A-wielomianami

2) jeden z wielomiandw jest podzielny przez kazdq zmienng z;, ktéra psuje warunek A w
drugim wielomianie

(Méwimy, ze zmienna z; psuje warunek A w wielomianie, jesli w ktéryms z jego sktadnikéw
Z; wystepuje w potedze wyzszej niz z;.)

Dowdd. Wybierzmy dowolny indeks i € {0,...,m}. Kazdy (p, q)-jednomian ma postac

Ziazizﬂ . H zjajz*]ﬂj
J#
Wartos¢ v = o — 8 nazwiemy z;-przewyzszeniem jednomianu. Niech vp 1 vg beda najmniej-
szymi z;-przewyzszeniami jednomianéw w wielomianach P i @), odpowiednio, oraz niech P’
i @' beda sumami tych jednomianow w P i Q, ktorych z;-przewyzszenia wynoszg dokladnie
vp i 7. Nloczyn P’ - Q' sktada si¢ wylacznie z jednomianéw o z;-przewyzszeniu yp + g i na
mocy zalozenia o minimalnosci wszystkie pozostate sktadniki wielomianu P - @) maja wiek-
sze z;-przewyzszenia. Skoro P-Q) jest A-wielomianem, to yp+7g > 0, a stad juz wynika teza.[]

Lemat 3.2 Jesli fo, ..., fn sa (p, q)-wielomianami bez nietrywialnego wspdlnego zera, a h jest
(p', ¢')-wielomianem bez nietrywialnego zera, oraz fo-h, ..., fn-h sqg A-wielomianami, to takze
fo, -y fn 1 h sg A-wielomianams.
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Dowdéd. Stosujemy lemat 3.1: gdyby ktérys z f; nie byl A-wielomianem, to h bytby
podzielny przez pewna zmienng z;, a zatem mialtby nietrywialne zero. Z kolei gdyby h nie byt
A-wielomianem, to wszystkie f; byloby podzielne przez t¢ zmienng z;, ktéra psuje warunek
A w wielomianie h, a zatem mialyby nietrywialne wspolne zero. W obu przypadkach uzysku-
jemy sprzecznosé, co konczy dowdd. ([l

Przestrzen ARaty, , ma wstepujaca filtracje:

0 C ARat,_,oC ARaty, .1, C...C ARat, 1, ; C ARaty,

Zbadamy typ homeomorficzny witékna ;( f) dla f € ARat? a\ARat; ;4 4

p—d,q—
W tym celu zdefiniujmy nastepujaca przestrzen:

Definicja 3.3 Przez F% oznaczamy przestrzen wszystkich wielomiandw jednorodnych stopnia
d zmiennych xg, . .., Tm o wspétczynnikach w C, w ktérych wspétczynnik przy xo? jest réwny
1 i ktdre nie majq zer w zbiorze (R>o)™ 1\ {(0,...,0)} c C™+L.

Lemat 3.4 Jesli f € ARat;_dg_d \ ARat;_d_Lq_d_l to W];;(f) jest homeomorficzne z F2.

Dowdd. Wybierzmy reprezentacje unormowana, f = [fo : ... : fn], ktorej sktadowe
53, A—Q), q)-wielomianami. Pokazemy, ze jest to reprezentacja minimalna f. Istotnie, jesli
f=1[fo:...: fa] jest reprezentacja minimalna, to (fo,..., fn)-h = (fo,-.., fn) dla pewnego

wielomianu h. Na mocy lematu 3.2 zaréwno f; jak i h sa A-wielomianami, a zatem deg(h) = 0
(bo inaczej f € ARat;_, .z dla pewnego d' > d) oraz (ze wzgledu na unormowanie) fi=fi
dlai=0,...,n.

Wszystkie A-(p, ¢)-reprezentacje f (czyli elementy W;;(f)) sa postaci (fo,..., fn) - h dla
takich (d, d)-wielomianoéw h, dla ktorych wynikowa krotka sktada sie z A-(p, ¢)-wielomianow.
Z lematu 3.2 wynika, ze w takim razie h musi by¢ A-wielomianem, a unormowanie wymusza,
aby wspo6tczynnik przy zngJd w h wynosil 1. PokazaliSmy zatem, ze 7, ; (f) jest homeomor-
ficzne z przestrzenia A-(d, d)-wielomianéw unormowanych nie majacych nietrywialnych zer.

Podstawienie z; = 2% = |2;|> wyznacza homeomorfizm tej przestrzeni z przestrzenia F¢.[]

Uwaga. Udowodniliémy w istocie nieco wiecej, a mianowicie, ze nad kazda z r6znic
ARat;_dyq_d\ARat;_d_qu_d_l przeksztatcenie m,, jest wigzka trywialng z wioknem ng
Wroémy do Wniosku ze strony 12. Mozna zapytaé, czy to wzmocnienie (istnienie filtracji bazy
podzbiorami domknietymi, takiego ze nad réznicami kolejnych cztonéw przeksztalcenie jest
wiazka trywialng ze §ciagalnym wioknem) implikuje, ze 7, 4 jest homotopijng réwnowaznoscia.
Niestety, to jeszcze nie wystarcza. Oto przyktad: niech I = [0,1] za§ I’ = [0,1). Mamy
przeksztatcenie I’ — IV S' polegajace na ,zawinieciu wolnego korica’

L h
; N

Stosowna filtracja w obrazie to § € I € IV S'. Nad kazda z réznic kolejnych cztonéw
filtracji przeksztatcenie ¢ jest homeomorfizmem.

Do zakonczenia dowodu lematu B w przypadku m = 1 wystarczy wykazaé:

Stwierdzenie 3.5 Przestrzeri F{! jest §ciggalna.
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Dowo6d. Wielomian postaci
d d—1 d
zy+arxy w1+ ..+ agx] = (vo —aixr) - ... (To — agrr)

mozna utozsamiaé¢ ze zbiorem z powtoérzeniami {ai,...,aq}. Taki wielomian ma miejsce
zerowe (zg,x1) € R0\ {(0,0)} wtedy i tylko wtedy, gdy a; € R>o dla pewnego i. Wobec
tego:

Fd >~ §p4(C\ Rsg) = SPYC) = C? ~ %
gdzie SPY(X) = X?/%; oznacza d-krotny produkt symetryczny przestrzeni X, tzn. prze-

strzen wszystkich d-elementowych podzbioréw z powtérzeniami przestrzeni X. Przestrzenie

C i C\ R>o sa homeomorficzne, zag homeomorfizm C? = SPY(C) jest wyznaczony przez
przeksztatcenie, ktére wielomianowi unormowanemu stopnia d przypisuje multizbiér jego pier-
wiastkow. Patrz takze [Hat02, rozdzial 4.K]. O

Sciggalnog¢ przestrzeni ng dla m > 2 nie jest potrzebna do dowodu twierdzenia 1, ale
wynik ten jest na tyle ciekawy, ze przedstawimy go w Dodatku.
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Rozdzial 4

Stabilizacja

W tym rozdziale dowodzimy lemat A z rozdziatu 2.3:

Lemat A (Stabilizacja) Jeslim =1, n >3 i (p,q) # (1,0) to przeksztatcenie

2 AR

*
ARatg , p+1,g+1

jest homologiczng réwnowaznoscig do wymiaru D(n,d) (gdzie d =p — q).

Dowdd tego lematu przebiega wedtug pomystu z rozdziatu 4 pracy [Mos06].

4.1. Informacje o rezolwencie symplicjalnej

Informacje o rezolwentach symplicjalnych' mozna znalezé¢ w rozdziale 3 pracy [Mos06] oraz
w ksiazce [Vas94|. Ponizej podamy skrot informacji dotyczacych najwazniejszego dla nas
przypadku rezolwenty symplicjalnej rzutu.

Niech Z C A x R i niech 7 : Z — A bedzie obcieciem do Z kanonicznego rzutowania.
Przypusémy, ze 7 jest surjekcja. Rezolwenta symplicjalng Z wzgledem 7 nazywamy przestrzen

8 = {(a,z) € A x RNV .2 € COTL’U<7T_1(G)>}

powstala przez uwypuklenie kazdego wiokna 7—!(a) w RN, Przestrzei Z° ma wstepujaca
filtracje
0WcZyc...cz”

ktoérej r-ty szkielet
Z, ={(a,z) € Ax RN : z € conv(xy,...,x,) dla pewnych z1,...,z, € 7 1(a)}

powstaje przez rozpiecie w kazdym wléknie wszystkich r-wierzchotkowych symplekséw o
wierzchotkach w Z. (W szczegolnosci Z; = Z).

Jedli kazdych r réznych punktow w kazdym wioknie 77 1(a) jest afinicznie niezaleznych
(tzn. rozpina niezdegenerowany sympleks) to rezolwente nazywamy niezdegenerowang. Jesli
wlokna przeksztalcenia 7 nie sa skoniczone, to rezolwenta musi by¢ zdegenerowana. W takim
przypadku mozna skonstruowac abstrakcyjna rezolwent¢ niezdegenerowang 2 A wraz z homo-
topijna réwnowaznoscia Z8 — Z%, ktora jest homeomorfizmem w tych poziomach filtracji,

'ang. simplicial resolutions
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w ktorych rezolwenta Z2 jest niezdegenerowana. Ponadto dowolne przeksztalcenie dwoch
przestrzeni indukuje w kanoniczny sposéb przeksztatcenie ich niezdegenerowanych rezolwent.
Przeksztalcenie m : Z — A ma naturalne rozszerzenie 7 : Z2 — A, ktérego wtokna sa
wypukte, a wiec $ciggalne. W sytuacji rozwazanej w tym rozdziale Z i A bedg zbiorami se-
mialgebraicznymi, a przeksztatcenie m bedzie epimorfizmem — wéwczas ze sciagalnosci wiokien
wynika, ze rozszerzone przeksztalcenie 7 : Z® — A jest homotopijng rownowaznoscia.

4.2. Kroétka dygresja algebroliniowa

Lemat 4.1 Jesli vy,...,v, € CN sq liniowo niezalezne nad R, to mozna z nich wybraé co
najmniej [ 5] wektorow liniowo niezaleznych nad C. Oszacowanie to jest optymalne.

Dowéd. Przypusémy, ze wybralismy juz & < [§] — 1 liniowo niezaleznych wektorow

Vi, .,v;,. Rozpinaja one przestrzen liniows wymiaru zespolonego k, w ktoérej leze¢ moze
co najwyzej 2k < r wektorow v; (ze wzgledu na ich niezaleznosé nad R). Wobec tego ist-
nieje wektor v;, , liniowo niezalezny od dotychczasowych i rozumowanie mozna indukcyjnie
kontynuowac. ([l

4.3. Rezolwenta symplicjalna Vassilieva

Od tego momentu rozpatrujemy wylacznie przypadek m = 1, czyli ograniczamy sie do
A-(p, q)-wielomianéw dwoch zmiennych zg i 2.

Niech ¥, = Wp 4 \ ARat;, , oznacza zbior tych (n +1)-krotek (fo, ..., fn) wielomianow z
W, 4, ktére maja wspolne miejsce zerowe (29, 21) # (0,0). W takim miejscu zerowym z; # 0,
poniewaz fo(20,0) = 20PZp? # 0. Mozna zatem zalozy¢, ze to wspolne miejsce zerowe ma
wspolrzedne (zp, 1).

Rozwazmy ,rozmaitos¢ incydencji” Z,, C ¥, 4 x C:

Zpqg=1{(fo,-- s fn,2) 1 fj(2,1) =0 dla kazdego j =0,...,n}

wraz z rzutowaniem Z, ; — X, 4.
Niech v, 4 : C — C"»¢ bedzie dane wzorem:

_ d =, 5.2 = d+1 4,49 549,9+1 —=q ,p—1
Upg(2) = (1,2,...,2% 22,227, ..., 22077, L 2929, 2900 L RI2PTT)

Wyjasnijmy, jak powstaje to odwzorowanie: rozwazamy wszystkie A-(p,q)-jednomiany
stanowiace baze przestrzeni V), , i ewaluujemy je w punkcie (z,1).
Przeksztalcenie v, ; ma wlasnosc:

Lemat 4.2 Jesli z1,. ..,z € C sq parami rézne’

, to:
a) dlar < d wektory vao(21),...,va0(z) € C? sq liniowo niezaleine

a) dlar <d+1,p—qg=di(p,q) # (d,0) wektory vp4(z1),...,Vpq(2) € C'9 sq liniowo
niezalezne

Dowéd. Poczatkowymi wspotrzednymi wektora 1, 4(2) sa odpowiednio:

*Uwaga na kolizje oznaczen: dotychczas symbole z; oznaczaly wspotrzedne jednego punktu w CP™, a teraz
oznaczaja réozne punkty w C.
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a) 1727"'7Zd—1 dla (p7Q):(d70)

b) 1,2,...,2¢ dla (p,q) # (d,0)

Dla r parami r6znych liczb z1, ..., 2, wyznacznik Vandermonde’a:
1 z ... er—l
1 2z ... 221"71
=G -2
1 z PR <
e Zp

jest niezerowy. Biorac odpowiednio r = d (punkt a)) i r = d + 1 (punkt b)) otrzymujemy, ze
w macierzy zlozonej ze wspotrzednych wektorow v 4(2z;) (i = 1,...,7) istnieje minor r x r o
niezerowym wyznaczniku, co konczy dowdd. O

W szczegolnosci, jesli (p,q) # (1,0), to przeksztalcenie v, 4 jest réznowartosciowe (czego
nie mozna powiedzie¢ o v g, ktérego caly obraz jest jednym punktem 1 € ch.
Przy pomocy zanurzenia

1 . Mp,q
id X Vpg: Zpg— WpegxC

traktujemy Z,, jako podprzestrzei w ¥, , x C"»4, wyposazong w rzutowanie Zp,, — ¥ 4.
Rozwazmy rezolwente¢ symplicjalng Z, , wzgledem tego rzutowania. Mozna ja opisa¢ jawnym
wzorem:

Ypg X C1 D Z2 =1 (fo,.. ., fasy) 1y € conv{vpy(2) : fi(2,1) =0dlaj=0,...,n} }

tzn. nad kazda krotka wielomianéw mamy otoczke wypukly obrazu wspélnych miejsc zero-
wych tych wielomianow przy v, 4. Jednoczesnie r-ty szkielet filtracji tej rezolwenty jest dany
przez:
Zr ={(fo,- - fny) 1 Yy E€conv(vpg(1),...,0pq(2))
dla pewnych z1,..., 2, € C takich, ze fj(z;,1) =0}
Podamy teraz kilka dalszych wtasnosci wlozenia v, 4 i rezolwenty Z A

Lemat 4.3 Zachodzi nieréwnoscé:

, r
dimg (2, \ Zr1) < 3 — 1+ 2(Npy — [2](n+ 1)
Dowod. Poniewaz Z,. \ Z,_1 C int(Z,), zatem punkt w Z, \ Z,_1 jest wyznaczony przez
wybor:

o 7 liczb z1,..., 2, € C, ktorych obrazy przy v, , sa w polozeniu ogdlnym
e punktu y, lezacego we wnetrzu otoczki wypuktej tych obrazow

e ukladu (n + 1) wielomianéw z W), 4, znikajacych jednoczes$nie we wszystkich punktach
(zi,1),i=1,...,7.

Wektory v, sa liniowo niezalezne nad R (bo sa w polozeniu ogélnym, a ich ostatnia wspot-

rzedng jest 1), wiec mozna z nich wybra¢ [§] wektorow liniowo nienaleznych nad C (lemat
4.1). Wspotrzedne tych wektoréw sa doktadnie jednomianami wystepujacymi w réwnaniach

postaci
fi(zi,1) =0
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a zatem dla kazdego j uktad réwnan na wspotczynniki wielomianu f; znikajacego w punktach
(2i,1),7=1,...,r zawiera co najmniej [ 5| réwnan liniowo niezaleznych. Zespolony kowymiar
przestrzeni wielomianéw o ktorej mowa w punkcie 3) wynosi wiec co najmniej

1+ 1)

Reasumujac, dimg(Z, \ Z,—1) <2r+ (r — 1) + 2(Npq — [5](n +1)). O

Lemat 4.4 Jeslir < L%J, to przestrzen Z,\ Z,_1 jest homeomorficzna z rzeczywistq wigzkg
wektorowq nad przestrzeniq konfiguracyjng Cy(C) z widknem wymiaru

2(Npg—r(n+1))+(r—1)
Co wigcej, jesli (p,q) = (d,0), to ta sama teza zachodzi dla r < d.

Dowéd. Niech najpierw (p,q) # (d,0). Z lematu 4.2 wiemy, ze kazde d + 1 wektoréw
w obrazie v}, 4 jest liniowo niezaleznych nad C, a wigc tym bardziej ich korice rozpinajg nie-
zdegenerowany sympleks. Wobec tego dla r < L%J kazde dwa r-wierzchotkowe sympleksy
rozpigte na punktach w obrazie v, ;, majg roztaczne wnetrza. Mamy zatem odwzorowanie

Zy \ Ly — CT((C)

ktore krotce (fo, ..., fn,y) € Z, \ Z,—1 przypisuje wierzchotki (jedynego) sympleksu, do kto-
rego wnetrza nalezy y. Wierzcholki te sa postaci vp4(21),...,Vpq(2r), gdzie fj(z;) = 0 dla
wszystkich i, j. Kazdy uktad

fj(Zi,l) :0, 1= 1,...,1"

jest uktadem liniowo niezaleznych réwnan na wspolczynniki wielomianu f; (co wynika z li-
niowej niezaleznosci wektoréw v 4(z;), poréwnaj dowod lematu 4.3). Wobec tego wlokno
rzutowania Z, \ Z,—1 — C;(C) jest nad kazdym punktem produktem przestrzeni wielomia-
now, kowymiaru zespolonego r(n+1) w W), , z wnetrzem niezdegenerowanego sympleksu o 7
wierzchotkach. Stad teza.

Przypadek (p,q) = (d,0) jest prostszy. Uklad wielomianéw stopnia d ma co najwyzej
d wspolnych pierwiastkow postaci (z,1), a ich obrazy przy v, , rozpinaja niezdegenerowany
sympleks. Odwzorowanie Z,\ Z,_1 — C,(C) mozna zatem zdefiniowa¢ dla wszystkich r < d.
Dalsza cze$é¢ rozumowania przebiega analogicznie. 0

4.4. Ciag spektralny

Skonstruujemy teraz ciag spektralny zbiezny do H.(ARat; ) i poréwnamy go z analogicznym

ciagiem dla H.(ARaty ., .. 1), co zakoticzy dowod lematu A. Przypominamy, ze pozostajemy

przy zalozeniach m =1, n > 31 (p,q) # (1,0). Przez X bedziemy oznaczaé jednopunktowe
uzwarcenie przestrzeni X.

Przeksztalcenie
> 2%

Wp»q WerLqul

zachowuje rozbicie Wy, , = %, ;U ARaty, . Zbior %, 4 jest domknigty w W) 4, wige z dualnosci
Aleksandera mamy izomorfizm

H,(ARaty ) = H*Nra™m71(5, )
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Przeksztalcenie 22 — Yp,q jest rownowaznodciag na mocy uwagi konczacej podrozdzial
4.1 (jest to przeksztalcenie semialgebraiczne o $ciggalnych wioknach). Jest ono ponadto
przeksztatceniem wlasciwym (zbior zer kazdej krotki wielomianow z W), 4 Jest zwarty w CP! \

{*}), a zatem przedluza sie przeksztalcenia jednopunktowych uzwarcen 758 qu, ktore
takze jest homotopijng rownowaznoscia (z tego samego powodu). Stad:

H2Npq r— 1(qu) H2Np1qfrfl(§E)

Wstepujaca filtracja Z (r >0, gdzie ZQ jest dodanym punktem uzwarcajacym) przestrzeni
ZA indukuje kohomologiczny ciag spektralny E|° = H’“JFS(E;7 Zy—1). Wlozenie Zr1 — 2,
jest korozwloknieniem (jest to wlozenie domknietego podzbioru semialgebraicznego), wiec
mamy:

EY* =H""(Z,, Z, 1) = H (2, Zy—1) = H ™ (Z, \ Zr_1)

Ciag ten jest zbiezny do H”+S(EK) = Hyn, ,—(r+s)—1(ARats ).

7, poprzedniego rozdzialu wnioskujemy, ze:

o E"=0dlar+s>3r—1+2(Npq—[5](n+1)), czyligdy s > 2N, 4 —2([5](n+1) —7)

(lemat 4.3)

o E7Y = HeHH2 (4D =2Nog(C,(C)) dla r < %] (na mocy lematu 4.4 i izomorfizmu
Thoma).

Stosujac podstawienie (r,s) := (—r,2N,, — s — 1) otrzymujemy ciag spektralny E;"° =
H,ys(ARaty ), z rozniczka typu (—t,t — 1), majacy nastepujace wlasnosci:

e £,°=0dlar>0

o B = {2Noatr=s=Y(z\ Z, ) dlar >0

e B/ =0dlas<2([5](n+1)—r),r>0

o B = Hr(H)=s(C(C)) dla 0 < r < | 2EL]
Uwaga. W istocie w pasie 0 < r < LdHJ jest o wiele wiecej miejsc zerowych. Mamy

bowiem E; " = H?"(+1)=5(C.(C)) = 0 dla 2r(n + 1) — s > 2r, czyli gdy s < 2rn.

S

Tablica E]*.
Niezacienione elementy sa zerowe.
Czarny kwadrat ma wspotrzedne

( =T +1), TS + D -1) ).

2n

0o
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Na mocy wezesniejszych uwag zachowanie ciagu dla r +s < T(| %] + 1)(n — 2) (tzn.
pod linia przerywanga) nie zalezy od p i q. Pozostaje uzasadni¢, ze rozwazane przeksztalcenie
indukuje w tym zakresie izomorfizm ciagow spektralnych Epg i EJ7, .. Argument ten
wymaga przejscia do rezolwenty niezdegenerowanej, przebiega jak w [Mos06] (szczegoty mozna
znalez¢ w [AKYO07]) i przedstawimy go w skrocie.

Przeksztatcenie i : W) 4 DL p+1,¢+1 zachowuje rozbicie W), , = 3, ;U ARaty . Niech
N = Npi1,g+1 — Npq- Przeksztalcenie 7 indukuje otwarte zanurzenie:

N 7
Ypg X C7 = Ypi1g41

W takiej sytuacji mamy przeksztatcenie indukowane w kohomologiach o zwartych nosnikach:

—

HY(S)e x CV) 55 HY(Spi1011)

Jednoczesnie H!(%,, x CN) = Hl(in\q A SN = HZ_2N(E/J;1). Z naturalnosci dualnosci
Alexandera mamy diagram przemienny:

Hy(ARat} ) LN Hy,(ARat;,  ,11)
1= 1=

S/ —

H2Nea k= 1(5, ) s H2Neran kol (g )

Do zakoriczenia dowodu wystarczy zatem zbada¢ przeksztalcenie indukowane 7*. Prze-
ksztalcenie i’ przedtuza sie do przeksztalcenia zachowujacego filtracje niezdegenerowanych

rezolwent symplicjalnych ZDA; — ZA Mamy wiec diagram:

p+1l,q+1°

JA  ILEE A

Zp,q Zp+1,q+1
A A

Zp7q Zp+1,q+1

Indukowany przez gorne przeksztatcenie morfizm ciagow spektralnych Epg — E)Y) 1y

jest izomorfizmem dla - < L%J (na mocy jawnego opisu elementéw w tym pasie — lemat
4.4). Takze projekcja Z2A — Z2 jest homeomorfizmem do L%J—go szkieletu filtracji (co
wynika z lematu 4.2), a dla r +s < T(|%L] + 1)(n — 2),—r > [Z] indukuje zerowe
przeksztatcenie elementow ciagow spektralnych. W zakresie r + s < T'( L%J + 1)(n — 2)
mozemy zatem skonstruowaé¢ z powyzszego diagramu przeksztatcenie ciagéw spektralnych

Epg — E;’_il g+1 bedace izomorfizmem.
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Rozdzial 5
Uwagi

W tym rozdziale omawiamy pomylki w pracy [Mos06], sposoby ich naprawienia oraz roznice
pomiedzy rozumowaniem przedstawionym w [Mos06| a dowodem Twierdzenia 1.

5.1. ARat vs. Rat

W oryginalnym rozumowaniu autor pracy [Mos06| wykorzystuje przestrzenie (p, ¢)-odwzorowan
Rat, 4. Rodzi to problem przy dowodzie lematu B (dostrzezony przez A. Kozlowskiego), bo

wioknami przeksztalcenia m),, sa przestrzenie (d, d)-wielomianéw bez nietrywialnych zer, o

ktérych nie udato sie dotychczas udowodnié, ze sg §ciagalne. Wiokna te nie sg tez wypukte,

co postuluje autor [Mos06], poniewaz mowimy o wielomianach o wartosciach zespolonych, a

nie rzeczywistych. Przestrzen A-(p, ¢)-wielomiandéw ma o wiele mniejszy wymiar i jej wprowa-

dzenie pozwolilo uprosci¢ zagadnienie i wykazaé¢ $ciggalnosé wtokna odwzorowania m, 4. (Te

wyniki mozna z pewnoscia uznaé za jedyne ,optymistyczne” osiggniecia niniejszej pracy)

5.2. Cvs. R

Dowodzac analogon lematu 4.3, autor pracy [Mos06| skorzystatl z faktu, ze jesli punkty
Upg(21)s ..., Vpq(2r) sa wierzcholkami niezdegenerowanego sympleksu, to warunki f(z;) = 0
(1t = 1,...,7) stanowia uktad r niezaleznych réwnan na wspotczynniki (p, q)-wielomianu f.

Dzieki temu otrzymal mocniejsza nierownosé (ktora podajemy w przypadku dowolnego m):
dimr(Zy \ Zyr—1) <2(Npg—r(n+1))+2mr+r—1

Tymczasem z wtasnoéci rozpinania sympleksu wynika jedynie liniowa niezalezno$é wektorow
Vp.q(2i) nad R (bo wszystkie maja ostatnia wspolrzedna 1), a to nie gwarantuje niezaleznosci
nad C réwnan na wspoédlczynniki wielomianu. Poprawny dowéd lematu wymaga przejscia z R
do C, co dwukrotnie pogarsza ,jako$¢” oszacowania w lemacie. (Dalsza analiza wykazuje, ze
oslabia to sile calego argumentu do przypadku m < 7.)

Co wiecej, odwzorowanie v, , w pracy [Mos06]| nie jest zdefiniowane poprawnie: nie po-
winny w nim wystepowac wspotrzedne odpowiadajace jednomianom stopnia doktadnie (p, q),
ktore naleza do ustalonej czedci wielomian6w. Rodzi to pdzniej dalsze drobne niescistosci, a
co wiecej dowod (niestusznie) zaczyna obejmowaé przypadek d = 1.
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5.3. Map* vs. Map?

Rozumowanie w pracy [Mos06| nie dotyczy wlozenia Rat), < Map}, ale wlozenia Rat —
Map¥, gdzie

Spc? ={f € Spc: flepm—1 = g}
gdzie CP™~! jest podprzestrzenia opisang rownaniem z, = 0, a g : CP™~! — CP™ jest
dowolnym ustalonym odwzorowaniem. W miejsce odwzorowan ,punktowanych” wystepuja
zatem odwzorowania ,,0 ustalonym obcieciu”.

Rozwazanie odwzorowari punktowanych jest koncepcyjnie prostsze, ale nie pozwala prze-
prowadzi¢ dowodu w przypadku ogélnym (CP" — CP"), bo zbiorem mozliwych wspélnych
zer krotki wielomianéw z 3, , jest przestrzen CP™ \ {x}, ktora nie dopuszcza algebraicznego
wlozenia w przestrzen afiniczng, analogicznego do v}, 4. Tymczasem w przypadku odwzoro-
wari o ustalonym obcieciu potencjalne zera naleza do CP™\ CP™ ! = C™. Zwracamy uwage,
7e dla m = 1 przestrzenie Spc? i Spc* pokrywaja sie dla g : CPY — CP" danego wzorem
g() = *.

Wprowadzone przez nas A-(p, q)-odwzorowania pozwolityby ,obstuzy¢” czesciowy dowdd

w przypadku ogolnym, gdyby nie to, Ze przestrzen reprezentacji wielomianowych Ratp 4 (dla
g € Raty) zostata w pracy [Mos06] blednie zdefiniowana. Mianowicie, autor stwierdza, ze
kazdy element f € Ratj, ma (p,q)-reprezentacje [fo : ... : fa] 0 tej wlasnosci, ze kazdy z
wielomianéw
fi(ZO> cee sy Zm—1, 0)

jest rowny pewnemu ustalonemu z gory wielomianowi g; takiemu, ze [gg : ... : g;| stanowi
(p, q)-reprezentacje obciecia f|opm-1 = g. Nie jest to prawda dla m > 2i (p,q) # (d,0).
Rozwazmy na przyktad odwzorowanie

g=[22+23: 254222 22 +32%]: CP! — CP?
oraz ustalmy jego (3, 1)-reprezentacje:
9=190 91 92] = [(26 + 20)(20% + 2171) : (2§ +227)(20%0 + 2171) = (25 + 321) (2070 + 2171)]
Wezmy teraz odwzorowanie f € Ratgjl dane wzorem:
I =[(z5+20) (00 +b2121)+257 « (5+227) (020+52121)+257 « (55+327) (0%0+52121)+45 7]

Odwzorowanie to nie ma reprezentacji, ktorej sktadowe, po podstawieniu zo = 0 redukowatyby
sie do ustalonych wczedniej wielomianéw g;.

W takim razie odwzorowanie Ratj, , — Rat} , nie jest ;na”, co uniemozliwia udowodnienie
lematu B.

Sytuacje mozna probowaé¢ naprawi¢, definiujac jako Raty 4 przestrzen tych (n + 1)-krotek
(p, q)-wielomian6w, ktore na i-tej wspolrzednej maja wielomian postaci

fi(ZO, RN Zm) = gi(ZO, ceey Zm—l) . h(Z(), ceey Zm—l) + ki(207 ceey Zm)

gdzie h jest (wspélnym dla calej krotki) (g, ¢)-wielomianem, za$ k; sa wielomianami, ktorych
kazdy jednomian zalezy od z,, lub Zz,,. Niestety, nie jest wowczas prawda, ze wszystkie nie-
trywialne wspoélne zera krotki (fo, ..., f) lezg poza wyréznionym CP™~! — moze sie bowiem
zdarzyé¢, ze nietrywialne zero ma wielomian h. I temu mozna zaradzié¢, dopuszczajac jedynie
wielomiany h, ktore nie majg nietrywialnych zer. Po przejsciu do A-odwzorowan wiedzieliby-
$my, ze ich przestrzen jest $ciggalna (dowod w Dodatku), ale nie jest to przestrzen afiniczna,
a jedynie jej otwarty podzbiér, co stawia pod znakiem zapytania mozliwo$é wykorzystania
dualnosci Alexandera. Tak czy owak, problem ten nadal pozostaje otwarty.
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5.4. Po co (p,q)?

Zauwazmy, ze problemy zasygnalizowane w podrozdziatach 5.1 i 5.3 nie wystepuja w przy-
padku (p,q) = (d,0) dla zadnego m: reprezentacje wielomianowe sg jednoznaczne (takze dla
odwzorowan z Ratio) a przeksztalcenie 740 jest homeomorfizmem. Ciag spektralny E™?,
analogiczny do ciagu z podrozdzialu 4.4, istnieje zatem i w tych przypadkach. Pozwala to
mysleé¢ o przeprowadzeniu dowodu uogélnienia Mostovoy’a poprzez pordéwnanie tego ciggu
spektralnego z ciagiem spektralnym zbieznym do H,(Maps(CP™, CP")) opisanym w [Vas94],
z catkowitym pominieciem (p, ¢)-odwzorowan. Ten punkt widzenia moze zostaé rozwiniety w
przyszlosci.

5.5. Kilka stéw o przypadku rzeczywistym

W przypadku rzeczywistym (tzn. dla odwzorowarnn RP" — RP") wiele opisanych tu proble-
moéw znika. Mamy naturalne wlozenia:

L
Raty —— Ratgio

Kwestia sciggalnosci wtokien nie budzi watpliwosci, bo sa one przestrzeniami wielomianéw
rzeczywistych o wartosciach dodatnich, a wiec sa wypukle. Takze i tu problemem jest na-
tomiast kwestia wielomianowych reprezentacji odwzorowar z Rat) (patrz podrozdziat 5.3).
W przypadku rzeczywistym mozna za to analizowa¢ opisanymi tu metodami bezposrednio
przestrzen Rat;, poniewaz RP™ jest rozmaitoscig afiniczng i (przynajmniej dla parzystych d)
mozna zdefiniowaé¢ wlozenie RP™ w RY | ktorego wspotrzedne wyrazaja sie odpowiednio unor-
mowanymi jednomianami stopnia d. Zagadnieniom tym poswiecona bedzie praca [AKY07].
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Dodatek — Sciggalnos¢ widkna w
przypadku ogdlnym

W tym rozdziale przedstawimy dowo6d $ciagalnosci przestrzeni F? z rozdziatu 3 w przypadku
ogblnym, tzn. dla dowolnego m > 1. Nie jest to potrzebne do wykazania Twierdzenia 1,
do ktérego wystarczy rozpatrzeé bardzo prosty przypadek m = 1. Tym niemniej, fakt ten
stanowi najwazniejszy ,krok naprzod”, ktéry miatl pierwotnie pomdéc w dowodzie pelnej wersji
ogoblnego twierdzenia Mostovoya, a poza tym jest sam w sobie ciekawym rezultatem.
Przypomnimy definicje przestrzeni F9 z rozdziatu 3, definiujac jednoczesnie wieksza prze-

strzen F9:

Definicja 5.1 Przez F2 i F4 oznaczamy przestrzenie wszystkich wielomiandéw jednorodnych
stopnia d zmiennych xq, . ..,y 0 wspotczynnikach w C, w ktérych wspotczynnik pray o jest
rowny 1 1 ktore majg wtasnosé:

o Fe - wiclomian nie ma zer w zbiorze (R>o)™ 1\ {(0,...,0)}

o F% : wielomian nie ma zer w zbiorze (Ry)

m+1

Elementy przestrzeni Ff,l1 bedziemy oznaczaé przez f, a elementy przestrzeni F9 przez ]?
Uwaga. Przestrzen FY pojawia sie w naturalny sposéb, poniewaz jest homeomorficzna 7z
przestrzenia A-(d, d)-wielomian6w (m + 1) zmiennych bez nietrywialnego zera (patrz lemat
3.4).

Twierdzenie 5.2 Przestrzeri F2 jest sciggalna.

Prawdziwoséé tego twierdzenia bedzie natychmiastowa konsekwencja kolejnych dwdéch le-
matow.

Lemat 5.3 Przestrzen }/77% jest sciggalna.
Dowéd. Sciggniecie H : En&l x [0,1] — ﬁ% jest dane wzorem:

H(J?,t)(a:o, R I f(xg,txl, ey try)

Definicja ta jest poprawna: kazdy z wielomianow H(f, t) ma przy a;oil wspolczynnik 1, a
ponadto nie ma zer w zhiorze (R, )™ !, Co wiecej H(-,1) = id7, zas H(f,0) jest dla kazdego

frc’)wne ustalonemu wielomianowi ﬂcg € F4 do ktorego sciagnelismy cala przestrzen. 0
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Lemat 5.4 Wlozenie

i:F4— pd

m

jest homotopijng rownowaznosdcig.

Dowdd. Zdefiniujmy nastepujaca jednoparametrows rodzine odwzorowaii jy : }/7;% — }/7;%
(t €[0,1]):

Ji(f)(xo,. .., xm) = f(wo-Fthi,...,xm—i-tZa:i)
i=1 i=1

Odwzorowania j; sa dobrze okreslone: wspoétczynnik przy xg w wielomianie j;(f) ma
wartoéé¢ 1, a ponadto:

Jo = idﬁ za$ dla t > 0 mamy jt(l:"\%) c Fé (*)

Pierwsza z tych wlasnosci jest oczywista, zas w celu wykazania drugiej przypudémy nie
wprost, ze

Jt(f)(xo,...,zm) =0 dla pewnych (zg,...,zy) € (Rzo)m+1 \ {(0,...,0)}

Wynika stad, ze dla pewnego i > 1 mamy z; > 0 (w przeciwnym razie punkt (1,0,...,0) byly

miejscem zerowym j:(f), co nie jest mozliwe, gdyz j:(f)(1,0,...,0) = f(1,0,...,0) = 1).
Stad wniosek, ze

xk—kthi > 0 dla dowolnego 0 < k <m,t >0
i=1

a jednoczesnie

Fl@o+1t> miy o mm+t > @) = jil(f)(@o, .., Tm) =0
=1 =1

Otrzymalismy sprzecznosc z faktem, ze fe Fd . co dowodzi prawdziwosci warunku (¥).

Z wlasnosci (x) wynika, ze rodzina odwzorowan j; o4 : F¢ — F? definiuje homotopie
pomiedzy odwzorowaniami j; 04 : F4 — F9 oraz jooi = idF%.

Ta sama wlasnos¢ implikuje, ze rodzina odwzorowan j; definiuje homotopi¢ miedzy ioj; =
it Bl — F oraz jo = id; .

Przeksztatcenia i : F% < Fd oraz j; : F4 — F¢ sa zatem homotopijnymi odwrotno-
§ciami, co koniczy dowdd lematu. O
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