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Streszczenie

Udowadniamy, »e przestrze« odwzorowa« wymiernych z jednowymiarowej do n-wymiarowej
zespolonej przestrzeni rzutowej jest dobrym homotopijnym przybli»eniem przestrzeni wszyst-
kich odwzorowa« ci¡gªych mi¦dzy tymi przestrzeniami (twierdzenie G. Segala). W tym celu
wykorzystujemy specjalnie skonstruowane �po±rednie� przestrzenie odwzorowa« i badamy ich
topologi¦. Okazuje si¦, »e pozwalaj¡ one poprawnie zastosowa¢ technik¦ wprowadzon¡ przez
Mostovoy'a przy nieudanej próbie przeanalizowania przypadku odwzorowa« z dowolnej zespo-
lonej przestrzeni rzutowej.

Sªowa kluczowe

odwzorowania wymierne, przestrzenie rzutowe, twierdzenie Segala, rezolwenta symplicjalna,
ci¡g spektralny Vassilieva

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasy�kacja tematyczna

Wedªug AMS:
55R80 � Discriminantal varieties, con�guration spaces
55P35 � Loop spaces

Tytuª pracy w j¦zyku angielskim

Spaces of rational maps
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Je»eli X i Y s¡ przestrzeniami topologicznymi z dodatkow¡ struktur¡ (liniow¡, ró»niczkow¡,
zespolon¡, algebraiczn¡...), to mo»na zapyta¢, czy przestrze« wszystkich odwzorowa« ci¡gªych
Map(X, Y ) i jej podprzestrze« zªo»ona z odwzorowa« zachowuj¡cych wybran¡ struktur¦ s¡
do siebie topologicznie podobne. W tej pracy interesowa¢ nas b¦dzie homotopijna równo-

wa»no±¢ tych przestrzeni. Oto trywialny przykªad: je»eli U i V s¡ przestrzeniami liniowo-
topologicznymi nad R lub C to wªo»enie Hom(U, V ) ↪→ Map(U, V ) jest homotopijn¡ równo-
wa»no±ci¡ (po prostu dlatego, »e zarówno Hom(U, V ) jak i Map(U, V ) s¡ ±ci¡galne). O wiele
ciekawsze jest rozwa»anie struktury ró»niczkowej: mo»na pokaza¢, »e je±li M i N s¡ rozma-
ito±ciami ró»niczkowymi, to wªo»enie Map∞(M,N) ↪→ Map(M,N) jest sªab¡ homotopijn¡
równowa»no±ci¡.

Sprawy komplikuj¡ si¦ po przej±ciu do rozmaito±ci zespolonych, których struktura jest
du»o bardziej �sztywna� od struktury ró»niczkowej rzeczywistej. Gromov ([Gro89]) udowod-
niª tzw. �h-principle�, która stwierdza, »e dla pewnych klas rozmaito±ci zespolonych X i Y
wªo»enie Hol(X, Y ) ↪→ Map(X, Y ) jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡. Intuicyjnie (nie wda-
j¡c si¦ w szczegóªy) mo»na powiedzie¢, »e jedno z zaªo»e« twierdzenia Gromova wymaga, aby
rozmaito±¢ X miaªa �du»o� funkcji holomor�cznych. Taki warunek speªniaj¡ np. domkni¦te
podrozmaito±ci w CN , ale nie rozmaito±ci rzutowe, które nie maj¡ funkcji holomor�cznych
ró»nych od staªych.

Dochodzimy w ten sposób do interesuj¡cego nas w tej pracy przypadku wªo»enia

Hol(CPm, CPn) ↪→ Map(CPm, CPn)

Co byªo?

Pierwszy krok w kierunku analizy tego przypadku miaª miejsce jeszcze przed wynikami Gro-
mova:

Twierdzenie ([Seg79]) Wªo»enie

Hold(CP1, CPn) ↪→ Mapd(CP1, CPn)

jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru (2n− 1)d. 1

Podstawowa cecha twierdzenia Segala i pokrewnych twierdze« polega na tym, »e wymiar,
do którego wªo»enie indukuje izomor�zm grup homotopii (ew. homologii) ro±nie wraz ze
stopniem d. Wªasno±¢ tak¡ uzyskuje si¦ w procesie odpowiednio dobranej stabilizacji.

1Litera d oznacza stopie« odwzorowania. Po niezb¦dne formalne de�nicje odsyªamy do podrozdziaªu 2.1.
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Twierdzenie Segala doczekaªo si¦ licznych uogólnie« na przypadek wªo»e« Hol(CP1, Y ) ↪→
Map(CP1, Y ) dla ró»nych bardziej skomplikowanych zespolonych rozmaito±ci rzutowych Y
(np. Grassmanianów, rozmaito±ci �ag). We wszystkich tych wersjach przestrzeni¡ pocz¡tkow¡
jest CP1. Segal postulowaª, »e analogiczny wynik powinien by¢ osi¡galny tak»e dla wy»ej
wymiarowych przestrzeni pocz¡tkowych. Takie uogólnienie zaproponowaª Mostovoy:

Uogólnienie ([Mos06]) Wªo»enie

Hold(CPm, CPn) ↪→ Mapd(CPm, CPn)

jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru

(2n− 2m + 1)(bd + 1
2

c+ 1)− 1

gdy m < n i homologiczn¡ równowa»no±ci¡ w tych samych wymiarach, gdy m ≤ n.

Co b¦dzie?

Dowód uogólnienia, zaprezentowany przez Mostovoy'a, zawiera jednak szereg bª¦dów, dostrze-
»onych przez A.Kozªowskiego oraz autora niniejszej pracy. W toku prac niektóre z nich udaªo
si¦ naprawi¢, jednak w stopniu nie do ko«ca satysfakcjonuj¡cym. Na obecnym etapie wpro-
wadzone poprawki pozwalaj¡ �odzyska¢� z rozumowania Mostovoy'a dowód nast¦puj¡cego
twierdzenia:

Twierdzenie 1 Dla n ≥ 3 i d ≥ 2 ka»de z wªo»e«

Hol∗d(CP1, CPn) ↪→ Map∗d(CP1, CPn) i Hold(CP1, CPn) ↪→ Mapd(CP1, CPn)

jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru

D(n, d) = T (bd + 1
2

c+ 1)(n− 2)− 1

gdzie T (x) oznacza najmniejsz¡ liczb¦ parzyst¡ wi¦ksz¡ lub równ¡ x.

które jest osªabion¡ wersj¡ tw. Segala (otrzymujemy zatem jego alternatywny dowód).
Uwaga. Przypadek d = 1 zostaª rozpatrzony w pracy [KoY03] i to dla dowolnych m i n.

Analogiczny wynik zachodzi wówczas do wymiaru D′(m,n, 1) = 4n− 4m.
W rozdziale 2 zgromadzone s¡ wszystkie niezb¦dne de�nicje, a dowód twierdzenia jest

zredukowany do dowodów dwóch innych faktów, które s¡ zamieszczone w rozdziaªach 3 i
4. Rozdziaª 5 ma charakter porównawczy � zestawiamy w nim ró»nice pomi¦dzy dowodem
twierdzenia 1 a rozumowaniem z pracy [Mos06] i wskazujemy bª¦dy w tym rozumowaniu.
Dodatek jest rozszerzeniem rozdziaªu 3 � zawarty w nim wynik dotyczy przypadku ogólnego
(dowolna przestrze« pocz¡tkowa CPm) i nie ma bezpo±redniego zastosowania w dowodzie.

Tam, gdzie to tylko mo»liwe, b¦dziemy stosowa¢ de�nicje, oznaczenia i dowodzi¢ lematy
maj¡ce sens w przypadku ogólnym, to znaczy dla przeksztaªce« CPm −→ CPn przy dowolnych
m ≤ n. Nie utrudnia to ±ledzenia dowodu, a wr¦cz przeciwnie � umo»liwia bardziej przejrzyst¡
prezentacj¦, pozwalaj¡c¡ Czytelnikowi zidenty�kowa¢ krytyczne punkty, w których ingeruj¡
poszczególne zaªo»enia. Liczby m i n nie b¦d¡ pojawia¢ si¦ w notacji � traktujemy je jako
ustalone.
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Rozdziaª 2

De�nicje i zarys dowodu

W tym rozdziale zde�niujemy podstawowe poj¦cia zwi¡zane z przestrzeniami odwzorowa«
CPm −→ CPn.

2.1. Przestrzenie odwzorowa«

Stopniem (topologicznym) odwzorowania f : CPm −→ CPn nazywamy liczb¦ d, która repre-
zentuje przeksztaªcenie indukowane:

Z ' H2(CPm)
f∗−→ H2(CPn) ' Z

Przez Mapd(CPm, CPn) oznaczamy skªadow¡ przestrzeni Map(CPm, CPn), zªo»on¡ z prze-
ksztaªce« stopnia d.

Przeksztaªcenie f : CPm −→ CPn nazywamy wymiernym stopnia d, je±li mo»na je zapisa¢
w postaci:

f([z0 : . . . : zm]) = [f0(z0, . . . , zm) : . . . : fn(z0, . . . , zm)] (*)

gdzie ka»de fi jest wielomianem jednorodnym stopnia d o wspóªczynnikach w C. Je±li tak
jest, to wielomiany fi nie mog¡ mie¢ wspólnego nietrywialnego zera1. Przestrze« wszystkich
przeksztaªce« wymiernych stopnia d oznaczamy Ratd(CPm, CPn).

Rozszerzymy teraz poj¦cie wielomianu jednorodnego stopnia d. Wielomianem typu (p, q)
(w skrócie (p, q)-wielomianem) nazywamy kombinacj¦ liniow¡ jednomianów postaci

zi1zi2 · . . . · zip · zj1zj2 · . . . · zjq

gdzie i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ∈ {0, . . . ,m}. Z kolei A-(p, q)-wielomianem nazywamy kombinacj¦
liniow¡ jednomianów postaci:

zj1zj1zj2zj2 · . . . · zjqzjq · zi1zi2 · . . . · zip−q

w których ka»demu wyst¡pieniu zmiennej �antyholomor�cznej� zk odpowiada pewne wy-
st¡pienie zmiennej �holomomor�cznej� zk.2 Oczywi±cie ka»dy A-(p, q)-wielomian jest (p, q)-
wielomianem.

1Ka»dy wielomian jednorodny ma trywialne miejsce zerowe (0, . . . , 0).
2Mo»na powiedzie¢, »e (p, q)-wielomiany s¡ funkcjami wielomianowymi zmiennych zi i zi (i = 0, . . . , m),

podczas gdy A-(p, q)-wielomiany s¡ funkcjami wielomianowymi zmiennych zi oraz |zi|2.
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Przez analogi¦ do przeksztaªce« wymiernych de�niujemy (p, q)-przeksztaªcenia i A-(p, q)-
przeksztaªcenia f : CPm −→ CPn »¡daj¡c, aby funkcje fi w reprezentacji (*) byªy, od-
powiednio, (p, q)-wielomianami lub A-(p, q)-wielomianami. Przestrzenie wszystkich (p, q)-
przeksztaªce« i A-(p, q)-przeksztaªce« oznaczamy, odpowiednio, przez Ratp,q(CPm, CPn) oraz
ARatp,q(CPm, CPn).

De�nicja (p, q)-przeksztaªce« rozszerza de�nicj¦ przeksztaªce« wymiernych stopnia d: jak
wida¢ Ratd,0 = Ratd. Mo»na sprawdzi¢, »e ka»de (p, q)-przeksztaªcenie jest stopnia topolo-
gicznego d = p− q. Zachodz¡ nast¦puj¡ce inkluzje:

Ratd = Ratd,0 ⊂ Ratd+1,1 ⊂ ⊂
⋃

q≥0 Ratd+q,q ⊂ Mapd

= = ⊂ ... ⊂ =

Ratd = ARatd,0 ⊂ ARatd+1,1 ⊂ ⊂
⋃

q≥0 ARatd+q,q ⊂ Mapd

(**)

Wyja±nienia wymagaj¡ jedynie inkluzje �poziome�. Ka»de (p, q)-przeksztaªcenie
f = [f0 : . . . : fn] jest jednocze±nie (p + 1, q + 1)-przeksztaªceniem, gdy» mo»na go zapisa¢ w
postaci:

f([z0 : . . . : zm]) = [f0(z0, . . . , zm) ·
m∑

i=0

zizi : . . . : fn(z0, . . . , zm) ·
m∑

i=0

zizi]

Ta sama operacja (domno»enie wspóªrz¦dnych przez
∑

zizi) zachowuje wªasno±¢ bycia A-
(p, q)-wielomianem, wi¦c wyznacza inkluzj¦ tak»e w dolnym rz¦dzie diagramu.

Ka»de przeksztaªcenie holomor�czne przestrzeni rzutowych jest wymierne ([GrH78, roz-
dziaª 1.3]) i odwrotnie: Hold(CPm, CPn) = Ratd(CPm, CPn), zatem badanie przestrzeni od-
wzorowa« holomor�cznych sprowadza si¦ do badania przestrzeni odwzorowa« wymiernych.

W ka»dej przestrzeni rzutowej wybierzmy punkt wyró»niony ∗ = [1 : 0 : . . . : 0]. Je-
»eli przez Spc oznaczymy dowoln¡ z przestrzeni Mapd, Ratd, Ratp,q i ARatp,q, to mo»emy
zde�niowa¢ przestrze«:

Spc∗ = {f ∈ Spc : f(∗) = ∗}
zªo»on¡ z odwzorowa« zachowuj¡cych punkt bazowy. Dla przestrzeni Spc∗ maj¡ miejsce
zawierania analogiczne do (**).

2.2. Reprezentacje wielomianowe

Reprezentacj¡ wielomianow¡ odwzorowania nazywamy krotk¦ wyznaczaj¡cych je wielomia-
nów.3 Z uwagi na dowolno±¢ wyboru staªej multiplikatywnej reprezentacja (p, q)-odwzorowania
za pomoc¡ krotki (p, q)-wielomianów nie jest jednoznaczna:

∀c∈C∗ [f0 : . . . : fn] = [cf0 : . . . : cfn]

Jednak»e je±li (p, q)-odwzorowanie f speªnia warunek f(∗) = ∗, to istnieje reprezentacja
f = [f0 : . . . : fn] w której wspóªczynnik przy z0

pz0
q jest równy 1 w wielomianie f0, za± 0 w

pozostaªych wielomianach fi, i ≥ 1. Ka»d¡ tak¡ reprezentacj¦ nazwiemy unormowan¡. To
samo dotyczy A-(p, q)-odwzorowa«.

Niech Vp,q b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ wszystkich A-(p, q)-wielomianów w których wspóª-
czynnik przy z0

pz0
q jest równy 0 oraz niech

Wp,q = (z0
pz0

q + Vp,q)⊕ Vp,q ⊕ . . .⊕ Vp,q︸ ︷︷ ︸
n

3Samotnie wyst¦puj¡ce sªowo �wielomian� mo»e oznacza¢, w zale»no±ci od kontekstu, wielomiany typu
(d, 0), (p, q) lub A-(p, q). Nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumie«.
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Wymiary tych przestrzeni oznaczmy przez np,q = dimCVp,q =
(
m+q

q

)(
m+d

d

)
− 1 oraz Np,q =

dimCWp,q = (n + 1)np,q.
De�niujemy ARat∗p,q jako zbiór tych krotek (f0, . . . , fn) ∈ Wp,q, które nie maj¡ wspólnych

nietrywialnych zer. Mamy naturalne odwzorowanie

ARat∗p,q

πp,q−−→ ARat∗p,q

(f0, . . . , fn) −→ [f0 : . . . : fn]

które na mocy wcze±niejszych uwag jest epimor�zmem.
Niech teraz f ∈ Rat∗p,q. Rozwa»my najwi¦ksze k, dla którego f ∈ Rat∗p−k,q−k. Reprezenta-

cja unormowana f jako (p−k, q−k)-odwzorowania jest jednoznaczna: dwie takie reprezentacje
miaªyby wspólny czynnik, co oznaczaªoby, »e f jest (p− k′, q − k′)-odwzorowaniem dla pew-
nego k′ > k, wbrew de�nicji k. T¦ jedyn¡ reprezentacj¦ unormowan¡ (f0, . . . , fn) nazywamy
reprezentacj¡ minimaln¡. Wszystkie (p, q)-reprezentacje f s¡ postaci

(f0 · h, . . . , fn · h)

dla pewnego (k, k)-wielomianu h bez nietrywialnego zera.

Przykªad: (3, 2)-odwzorowanie f : CP1 −→ CP1 dane wzorem

f([z0 : z1]) = [z0
3z0

2 + 3z0
2z1z0z1 : z0

2z1z0z1 + z0z1
2z0z1 + 3z0z1

2z1
2 + 3z1

3z1
2]

jest w istocie (2, 1)-odwzorowaniem o minimalnej reprezentacji

f([z0 : z1]) = [z0
2z0 : z0z1z1 + z1

2z1]

a ka»da unormowana (3, 2)-reprezentacja f jest postaci

f([z0 : z1]) = [z0
2z0 · h(z0, z1) : (z0z1z1 + z1

2z1) · h(z0, z1)]

dla pewnego (1, 1)-wielomianu h(z0, z1) = z0z0 + az0z1 + bz1z0 + cz1z1 bez nietrywialnego
zera.

2.3. Dowód twierdzenia 1

Przedstawimy teraz dowód twierdzenia 1. Mamy diagram przemienny:

ARat∗d,0

·
P

zizi−−−−→ ARat∗d+1,1

·
P

zizi−−−−→ ...

πd,0

−→ πd+1,1

−→

Rat∗d = ARat∗d,0 ⊂ ARat∗d+1,1 ⊂ ... ⊂
⋃

q≥0 ARat∗d+q,q ⊂ Map∗d

którego podstawowym budulcem jest kwadrat:

ARat∗p,q
·
P

zizi−−−−→ ARat∗p+1,q+1

πp,q

−→ πp+1,q+1

−→

ARat∗p,q ⊂ ARat∗p+1,q+1
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Lemat A (Stabilizacja) Je±li m = 1, n ≥ 3 i (p, q) 6= (1, 0), to przeksztaªcenie

ARat∗p,q
·
P

zizi−−−−→ ARat∗p+1,q+1

jest homologiczn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru D(n, d) (gdzie d = p− q).

Dowód tego lematu podamy w rozdziale 4. �

Lemat B (�ci¡galno±¢ wªókien) Dla dowolnych m,n, p, q wªókna przeksztaªcenia πp,q s¡

±ci¡galne.

Dowód tego lematu podamy w rozdziale 3. �

Z lematu B pragniemy wyci¡gn¡¢ nast¦puj¡cy:

Wniosek Przeksztaªcenie πp,q jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡.

Niestety, nie jest prawd¡, »e ka»da surjekcja o ±ci¡galnych wªóknach jest homotopijn¡
równowa»no±ci¡. Tym niemniej argument taki pojawiaª si¦ ju» w podobnych kontekstach
([Mos01]) i wydaje si¦, »e w tym konkretnym przypadku jest to prawda, ze wzgl¦du na do-
datkowe wªasno±ci przeksztaªcenia πp,q i przestrzeni ARat∗p,q. Przyjmijmy zatem prawdziwo±¢
tego wniosku (który, ±ci±le rzecz bior¡c, jest jeszcze hipotez¡).

Wobec tego, przy zaªo»eniach lematu A ka»de z wªo»e« ARat∗p,q ↪→ ARat∗p+1,q+1 jest
homologiczn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru D(n, d) (d = p−q), a zatem tak»e wªo»enie Rat∗d ↪→⋃

q≥0 ARat∗d+q,q ma t¦ wªasno±¢ (korzystamy z przemienno±ci homologii z granicami prostymi).
Do tego mamy:

Twierdzenie (Cz¦±¢ stabilna) Dla m = 1 wªo»enie
⋃

q≥0 ARat∗d+q,q ↪→ Map∗d jest sªab¡

homotopijn¡ równowa»no±ci¡.

Dowód. Twierdzenie to, w wersji dla m = 1 i wªo»enia
⋃

q≥0 Rat∗d+q,q ↪→ Map∗d jest tre±ci¡
Proposition 3 w [Mos06]. Tym niemniej, wszystkie pojawiaj¡ce si¦ tam odwzorowania s¡ w
istocie A-odwzorowaniami, zatem dowód przenosi si¦ bez zmian na obecny przypadek. �

Z dotychczasowych przesªanek wnosimy, »e dla m = 1, n ≥ 3 i d ≥ 2 wªo»enie Rat∗d ↪→
Map∗d jest homologiczn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru D(n, d). Co wi¦cej, mamy nast¦puj¡cy:

Fakt. Dla m = 1 i n ≥ 2 przestrzenie Rat∗d i Map∗d s¡ jednospójne.

Dowód. Mamy π1(Map∗d) = π1(Ω2CPn) = π3(CPn) = 0 dla n ≥ 2. Z kolei przestrze« Rat∗d
jest homeomor�czna z przestrzeni¡ ARat∗d,0, której dopeªnieniem w Wd,0 jest zbiór krotek
wielomianów maj¡cych wspólne nietrywialne zero:

Σd = {(f0, . . . , fn) ∈ Wd,0 : ∃z∈CPmfi(z) = 0}

Rozwa»my �rozmaito±¢ incydencji� Zd ⊂ Σd × CPm:

Zd = {(f0, . . . , fn, z) : fj(z) = 0 dla ka»dego j = 0, . . . , n}
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Jest to zespolony zbiór algebraiczny wymiaru Np,q + m− (n + 1). Jego obrazem przy rzuto-
waniu Zd −→ Wd,0 (które jest przeksztaªceniem algebraicznym) jest Σd. Wymiar tego zbioru
wynosi zatem co najwy»ej Np,q + m − (n + 1), a zatem jego kowymiar zespolony w Wd,0 to
co najmniej n − m + 1 = n ≥ 2. Dopeªnienie takiego zbioru w przestrzeni a�nicznej jest
jednospójne. �

Na mocy twierdzenia Whiteheada wnioskujemy wi¦c, »e w interesuj¡cym nas przypadku
izomor�zm grup homologii poci¡ga izomor�zm grup homotopii, co ko«czy dowód twierdzenia 1
dla odwzorowa« zachowuj¡cych punkt wyró»niony.

Warunek zachowywania punktu bazowego ma charakter techniczny i ªatwo si¦ od niego
uwolni¢, stosuj¡c automor�zm CPn, który przeprowadza ∗ na dowolny inny wybrany punkt
∗′. Dowód twierdzenia 1 dla odwzorowa« swobodnych otrzymujemy teraz, stosuj¡c lemat o
pi¦ciu do porównania dªugich ci¡gów dokªadnych grup homotopii rozwªóknie«:

Map∗d −→ Mapd
ev−→ CPn

↪→ ↪→ =

Rat∗d −→ Ratd
ev−→ CPn

Dolny ci¡g jest rozwªóknieniem, a nawet wi¡zk¡ lokalnie trywialn¡. Dowód tego faktu
mo»na znale¹¢ w [AKY07].

Powoªuj¡c si¦, w cz¦±ci stabilnej, na wynik z pracy [Mos06], zredukowali±my dowód Twier-
dzenia 1 do dowodu lematów A i B. Ka»demu z nich po±wi¦cony jest jeden z nast¦pnych
rozdziaªów.
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Rozdziaª 3

�ci¡galno±¢ wªókna

Ten rozdziaª po±wi¦cony jest dowodowi lematu B z rozdziaªu 2.3:

Lemat B (�ci¡galno±¢ wªókien) Dla dowolnych m,n, p, q wªókna przeksztaªcenia

ARat∗p,q

πp,q−−→ ARat∗p,q

(f0, . . . , fn) −→ [f0 : . . . : fn]

s¡ ±ci¡galne.

Rozpoczniemy od lematów kombinatorycznych:

Lemat 3.1 Je±li P jest (p, q)-wielomianem, za± Q jest (p′, q′)-wielomianem i iloczyn P · Q
jest A-wielomianem, to zachodzi jeden z warunków:

1) P i Q s¡ A-wielomianami

2) jeden z wielomianów jest podzielny przez ka»d¡ zmienn¡ zi, która psuje warunek A w

drugim wielomianie

(Mówimy, »e zmienna zi psuje warunek A w wielomianie, je±li w którym± z jego skªadników

zi wyst¦puje w pot¦dze wy»szej ni» zi.)

Dowód. Wybierzmy dowolny indeks i ∈ {0, . . . ,m}. Ka»dy (p, q)-jednomian ma posta¢

zi
αzi

β ·
∏
j 6=i

zj
αjzj

βj

Warto±¢ γ = α − β nazwiemy zi-przewy»szeniem jednomianu. Niech γP i γQ b¦d¡ najmniej-
szymi zi-przewy»szeniami jednomianów w wielomianach P i Q, odpowiednio, oraz niech P ′

i Q′ b¦d¡ sumami tych jednomianów w P i Q, których zi-przewy»szenia wynosz¡ dokªadnie
γP i γQ. Iloczyn P ′ ·Q′ skªada si¦ wyª¡cznie z jednomianów o zi-przewy»szeniu γP + γQ i na
mocy zaªo»enia o minimalno±ci wszystkie pozostaªe skªadniki wielomianu P · Q maj¡ wi¦k-
sze zi-przewy»szenia. Skoro P ·Q jest A-wielomianem, to γP +γQ ≥ 0, a st¡d ju» wynika teza.�

Lemat 3.2 Je±li f0, . . . , fn s¡ (p, q)-wielomianami bez nietrywialnego wspólnego zera, a h jest

(p′, q′)-wielomianem bez nietrywialnego zera, oraz f0 ·h, . . . , fn ·h s¡ A-wielomianami, to tak»e

f0, . . . , fn i h s¡ A-wielomianami.
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Dowód. Stosujemy lemat 3.1: gdyby który± z fj nie byª A-wielomianem, to h byªby
podzielny przez pewn¡ zmienn¡ zi, a zatem miaªby nietrywialne zero. Z kolei gdyby h nie byª
A-wielomianem, to wszystkie fj byªoby podzielne przez t¦ zmienn¡ zi, która psuje warunek
A w wielomianie h, a zatem miaªyby nietrywialne wspólne zero. W obu przypadkach uzysku-
jemy sprzeczno±¢, co ko«czy dowód. �

Przestrze« ARat∗p,q ma wst¦puj¡c¡ �ltracj¦:

∅ ⊂ ARat∗p−q,0 ⊂ ARat∗p−q+1,1 ⊂ . . . ⊂ ARat∗p−1,q−1 ⊂ ARat∗p,q

Zbadamy typ homeomor�czny wªókna π−1
p,q (f) dla f ∈ ARat∗p−d,q−d \ ARat∗p−d−1,q−d−1.

W tym celu zde�niujmy nast¦puj¡c¡ przestrze«:

De�nicja 3.3 Przez F d
m oznaczamy przestrze« wszystkich wielomianów jednorodnych stopnia

d zmiennych x0, . . . , xm o wspóªczynnikach w C, w których wspóªczynnik przy x0
d jest równy

1 i które nie maj¡ zer w zbiorze (R≥0)m+1 \ {(0, . . . , 0)} ⊂ Cm+1.

Lemat 3.4 Je±li f ∈ ARat∗p−d,q−d \ARat∗p−d−1,q−d−1 to π−1
p,q (f) jest homeomor�czne z F d

m.

Dowód. Wybierzmy reprezentacj¦ unormowan¡ f = [f0 : . . . : fn], której skªadowe
s¡ A-(p, q)-wielomianami. Poka»emy, »e jest to reprezentacja minimalna f . Istotnie, je±li
f = [f0 : . . . : fn] jest reprezentacj¡ minimaln¡, to (f0, . . . , fn) · h = (f0, . . . , fn) dla pewnego
wielomianu h. Na mocy lematu 3.2 zarówno fi jak i h s¡ A-wielomianami, a zatem deg(h) = 0
(bo inaczej f ∈ ARat∗p−d′,q−d′ dla pewnego d′ > d) oraz (ze wzgl¦du na unormowanie) fi = fi

dla i = 0, . . . , n.
Wszystkie A-(p, q)-reprezentacje f (czyli elementy π−1

p,q (f)) sa postaci (f0, . . . , fn) · h dla
takich (d, d)-wielomianów h, dla których wynikowa krotka skªada si¦ z A-(p, q)-wielomianów.
Z lematu 3.2 wynika, »e w takim razie h musi by¢ A-wielomianem, a unormowanie wymusza,
aby wspóªczynnik przy zd

0z0
d w h wynosiª 1. Pokazali±my zatem, »e π−1

p,q (f) jest homeomor-
�czne z przestrzeni¡ A-(d, d)-wielomianów unormowanych nie maj¡cych nietrywialnych zer.

Podstawienie xi = zizi = |zi|2 wyznacza homeomor�zm tej przestrzeni z przestrzeni¡ F d
m.�

Uwaga. Udowodnili±my w istocie nieco wi¦cej, a mianowicie, »e nad ka»d¡ z ró»nic
ARat∗p−d,q−d \ARat∗p−d−1,q−d−1 przeksztaªcenie πp,q jest wi¡zk¡ trywialn¡ z wªóknem F d

m.
Wró¢my do Wniosku ze strony 12. Mo»na zapyta¢, czy to wzmocnienie (istnienie �ltracji bazy
podzbiorami domkni¦tymi, takiego »e nad ró»nicami kolejnych czªonów przeksztaªcenie jest
wi¡zk¡ trywialn¡ ze ±ci¡galnym wªóknem) implikuje, »e πp,q jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡.
Niestety, to jeszcze nie wystarcza. Oto przykªad: niech I = [0, 1] za± I ′ = [0, 1). Mamy
przeksztaªcenie I ′ −→ I ∨ S1 polegaj¡ce na �zawini¦ciu wolnego ko«ca�:

φ−→

Stosowna �ltracja w obrazie to ∅ ⊂ I ⊂ I ∨ S1. Nad ka»d¡ z ró»nic kolejnych czªonów
�ltracji przeksztaªcenie φ jest homeomor�zmem.

Do zako«czenia dowodu lematu B w przypadku m = 1 wystarczy wykaza¢:

Stwierdzenie 3.5 Przestrze« F d
1 jest ±ci¡galna.
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Dowód. Wielomian postaci

xd
0 + a1x

d−1
0 x1 + . . . + adx

d
1 = (x0 − α1x1) · . . . · (x0 − αdx1)

mo»na uto»samia¢ ze zbiorem z powtórzeniami {α1, . . . , αd}. Taki wielomian ma miejsce
zerowe (x0, x1) ∈ R≥0 \ {(0, 0)} wtedy i tylko wtedy, gdy αi ∈ R≥0 dla pewnego i. Wobec
tego:

F d
1
∼= SP d(C \ R≥0) ∼= SP d(C) ∼= Cd ∼ ∗

gdzie SP d(X) = Xd/Σd oznacza d-krotny produkt symetryczny przestrzeni X, tzn. prze-
strze« wszystkich d-elementowych podzbiorów z powtórzeniami przestrzeni X. Przestrzenie

C i C \ R≥0 s¡ homeomor�czne, za± homeomor�zm Cd
∼=−→ SP d(C) jest wyznaczony przez

przeksztaªcenie, które wielomianowi unormowanemu stopnia d przypisuje multizbiór jego pier-
wiastków. Patrz tak»e [Hat02, rozdziaª 4.K]. �

�ci¡galno±¢ przestrzeni F d
m dla m ≥ 2 nie jest potrzebna do dowodu twierdzenia 1, ale

wynik ten jest na tyle ciekawy, »e przedstawimy go w Dodatku.

17





Rozdziaª 4

Stabilizacja

W tym rozdziale dowodzimy lemat A z rozdziaªu 2.3:

Lemat A (Stabilizacja) Je±li m = 1, n ≥ 3 i (p, q) 6= (1, 0) to przeksztaªcenie

ARat∗p,q
·
P

zizi−−−−→ ARat∗p+1,q+1

jest homologiczn¡ równowa»no±ci¡ do wymiaru D(n, d) (gdzie d = p− q).

Dowód tego lematu przebiega wedªug pomysªu z rozdziaªu 4 pracy [Mos06].

4.1. Informacje o rezolwencie symplicjalnej

Informacje o rezolwentach symplicjalnych1 mo»na znale¹¢ w rozdziale 3 pracy [Mos06] oraz
w ksi¡»ce [Vas94]. Poni»ej podamy skrót informacji dotycz¡cych najwa»niejszego dla nas
przypadku rezolwenty symplicjalnej rzutu.

Niech Z ⊂ A× RN i niech π : Z −→ A b¦dzie obci¦ciem do Z kanonicznego rzutowania.
Przypu±¢my, »e π jest surjekcj¡. Rezolwent¡ symplicjaln¡ Z wzgl¦dem π nazywamy przestrze«

Z∆ = {(a, x) ∈ A× RN : x ∈ conv(π−1(a))}

powstaª¡ przez uwypuklenie ka»dego wªókna π−1(a) w RN . Przestrze« Z∆ ma wst¦puj¡c¡
�ltracj¦

∅ ⊂ Z1 ⊂ . . . ⊂ Z∆

której r-ty szkielet

Zr = {(a, x) ∈ A× RN : x ∈ conv(x1, . . . , xr) dla pewnych x1, . . . , xr ∈ π−1(a)}

powstaje przez rozpi¦cie w ka»dym wªóknie wszystkich r-wierzchoªkowych sympleksów o
wierzchoªkach w Z. (W szczególno±ci Z1 = Z).

Je±li ka»dych r ró»nych punktów w ka»dym wªóknie π−1(a) jest a�nicznie niezale»nych
(tzn. rozpina niezdegenerowany sympleks) to rezolwent¦ nazywamy niezdegenerowan¡. Je±li
wªókna przeksztaªcenia π nie s¡ sko«czone, to rezolwenta musi by¢ zdegenerowana. W takim

przypadku mo»na skonstruowa¢ abstrakcyjn¡ rezolwent¦ niezdegenerowan¡ Z̃∆ wraz z homo-

topijn¡ równowa»no±ci¡ Z̃∆ −→ Z∆, która jest homeomor�zmem w tych poziomach �ltracji,

1ang. simplicial resolutions
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w których rezolwenta Z∆ jest niezdegenerowana. Ponadto dowolne przeksztaªcenie dwóch
przestrzeni indukuje w kanoniczny sposób przeksztaªcenie ich niezdegenerowanych rezolwent.

Przeksztaªcenie π : Z −→ A ma naturalne rozszerzenie π : Z∆ −→ A, którego wªókna s¡
wypukªe, a wi¦c ±ci¡galne. W sytuacji rozwa»anej w tym rozdziale Z i A b¦d¡ zbiorami se-
mialgebraicznymi, a przeksztaªcenie π b¦dzie epimor�zmem � wówczas ze ±ci¡galno±ci wªókien
wynika, »e rozszerzone przeksztaªcenie π : Z∆ −→ A jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡.

4.2. Krótka dygresja algebroliniowa

Lemat 4.1 Je±li v1, . . . , vr ∈ CN s¡ liniowo niezale»ne nad R, to mo»na z nich wybra¢ co

najmniej d r
2e wektorów liniowo niezale»nych nad C. Oszacowanie to jest optymalne.

Dowód. Przypu±¢my, »e wybrali±my ju» k ≤ d r
2e − 1 liniowo niezale»nych wektorów

vi1 , . . . , vik . Rozpinaj¡ one przestrze« liniow¡ wymiaru zespolonego k, w której le»e¢ mo»e
co najwy»ej 2k < r wektorów vi (ze wzgl¦du na ich niezale»no±¢ nad R). Wobec tego ist-
nieje wektor vik+1

liniowo niezale»ny od dotychczasowych i rozumowanie mo»na indukcyjnie
kontynuowa¢. �

4.3. Rezolwenta symplicjalna Vassilieva

Od tego momentu rozpatrujemy wyª¡cznie przypadek m = 1, czyli ograniczamy si¦ do
A-(p, q)-wielomianów dwóch zmiennych z0 i z1.

Niech Σp,q = Wp,q \ARat∗p,q oznacza zbiór tych (n + 1)-krotek (f0, . . . , fn) wielomianów z
Wp,q, które maj¡ wspólne miejsce zerowe (z0, z1) 6= (0, 0). W takim miejscu zerowym z1 6= 0,
poniewa» f0(z0, 0) = z0

pz0
q 6= 0. Mo»na zatem zaªo»y¢, »e to wspólne miejsce zerowe ma

wspóªrz¦dne (z0, 1).
Rozwa»my �rozmaito±¢ incydencji� Zp,q ⊂ Σp,q × C:

Zp,q = {(f0, . . . , fn, z) : fj(z, 1) = 0 dla ka»dego j = 0, . . . , n}

wraz z rzutowaniem Zp,q � Σp,q.
Niech νp,q : C −→ Cnp,q b¦dzie dane wzorem:

νp,q(z) = (1, z, . . . , zd, zz, zz2, . . . , zzd+1, . . . , zqzq, zqzq+1, . . . , zqzp−1)

Wyja±nijmy, jak powstaje to odwzorowanie: rozwa»amy wszystkie A-(p, q)-jednomiany
stanowi¡ce baz¦ przestrzeni Vp,q i ewaluujemy je w punkcie (z, 1).

Przeksztaªcenie νp,q ma wªasno±¢:

Lemat 4.2 Je±li z1, . . . , zr ∈ C s¡ parami ró»ne2, to:

a) dla r ≤ d wektory νd,0(z1), . . . , νd,0(zr) ∈ Cd s¡ liniowo niezale»ne

a) dla r ≤ d + 1, p− q = d i (p, q) 6= (d, 0) wektory νp,q(z1), . . . , νp,q(zr) ∈ Cnp,q s¡ liniowo

niezale»ne

Dowód. Pocz¡tkowymi wspóªrz¦dnymi wektora νp,q(z) s¡ odpowiednio:

2Uwaga na kolizj¦ oznacze«: dotychczas symbole zi oznaczaªy wspóªrz¦dne jednego punktu w CPm, a teraz
oznaczaj¡ ró»ne punkty w C.
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a) 1, z, . . . , zd−1 dla (p, q) = (d, 0)

b) 1, z, . . . , zd dla (p, q) 6= (d, 0)

Dla r parami ró»nych liczb z1, . . . , zr wyznacznik Vandermonde'a:
1 z1 . . . z1

r−1

1 z2 . . . z2
r−1

. . .
1 zr . . . zr

r−1

 =
∏
i<j

(zi − zj)

jest niezerowy. Bior¡c odpowiednio r = d (punkt a)) i r = d + 1 (punkt b)) otrzymujemy, »e
w macierzy zªo»onej ze wspóªrz¦dnych wektorów νp,q(zi) (i = 1, . . . , r) istnieje minor r × r o
niezerowym wyznaczniku, co ko«czy dowód. �

W szczególno±ci, je±li (p, q) 6= (1, 0), to przeksztaªcenie νp,q jest ró»nowarto±ciowe (czego
nie mo»na powiedzie¢ o ν1,0, którego caªy obraz jest jednym punktem 1 ∈ C1).

Przy pomocy zanurzenia

id× νp,q : Zp,q ↪→ Wp,q × Cnp,q

traktujemy Zp,q jako podprzestrze« w Σp,q × Cnp,q , wyposa»on¡ w rzutowanie Zp,q � Σp,q.
Rozwa»my rezolwent¦ symplicjaln¡ Zp,q wzgl¦dem tego rzutowania. Mo»na j¡ opisa¢ jawnym
wzorem:

Σp,q × Cnp,q ⊃ Z∆ = { (f0, . . . , fn, y) : y ∈ conv{νp,q(z) : fj(z, 1) = 0 dla j = 0, . . . , n} }

tzn. nad ka»d¡ krotk¡ wielomianów mamy otoczk¦ wypukª¡ obrazu wspólnych miejsc zero-
wych tych wielomianów przy νp,q. Jednocze±nie r-ty szkielet �ltracji tej rezolwenty jest dany
przez:

Zr = {(f0, . . . , fn, y) : y ∈ conv(νp,q(z1), . . . , νp,q(zr))
dla pewnych z1, . . . , zr ∈ C takich, »e fj(zi, 1) = 0}

Podamy teraz kilka dalszych wªasno±ci wªo»enia νp,q i rezolwenty Z∆.

Lemat 4.3 Zachodzi nierówno±¢:

dimR(Zr \ Zr−1) ≤ 3r − 1 + 2(Np,q − dr
2
e(n + 1))

Dowód. Poniewa» Zr \ Zr−1 ⊂ int(Zr), zatem punkt w Zr \ Zr−1 jest wyznaczony przez
wybór:

• r liczb z1, . . . , zr ∈ C, których obrazy przy νp,q s¡ w poªo»eniu ogólnym

• punktu y, le»¡cego we wn¦trzu otoczki wypukªej tych obrazów

• ukªadu (n + 1) wielomianów z Wp,q, znikaj¡cych jednocze±nie we wszystkich punktach
(zi, 1), i = 1, . . . , r.

Wektory νp,q s¡ liniowo niezale»ne nad R (bo s¡ w poªo»eniu ogólnym, a ich ostatni¡ wspóª-
rz¦dn¡ jest 1), wi¦c mo»na z nich wybra¢ d r

2e wektorów liniowo nienale»nych nad C (lemat
4.1). Wspóªrz¦dne tych wektorów s¡ dokªadnie jednomianami wyst¦puj¡cymi w równaniach
postaci

fj(zi, 1) = 0
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a zatem dla ka»dego j ukªad równa« na wspóªczynniki wielomianu fj znikaj¡cego w punktach
(zi, 1), i = 1, . . . , r zawiera co najmniej d r

2e równa« liniowo niezale»nych. Zespolony kowymiar
przestrzeni wielomianów o której mowa w punkcie 3) wynosi wi¦c co najmniej

dr
2
e(n + 1)

Reasumuj¡c, dimR(Zr \ Zr−1) ≤ 2r + (r − 1) + 2(Np,q − d r
2e(n + 1)). �

Lemat 4.4 Je±li r ≤ bd+1
2 c, to przestrze« Zr \Zr−1 jest homeomor�czna z rzeczywist¡ wi¡zk¡

wektorow¡ nad przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ Cr(C) z wªóknem wymiaru

2(Np,q − r(n + 1)) + (r − 1)

Co wi¦cej, je±li (p, q) = (d, 0), to ta sama teza zachodzi dla r ≤ d.

Dowód. Niech najpierw (p, q) 6= (d, 0). Z lematu 4.2 wiemy, »e ka»de d + 1 wektorów
w obrazie νp,q jest liniowo niezale»nych nad C, a wi¦c tym bardziej ich ko«ce rozpinaj¡ nie-
zdegenerowany sympleks. Wobec tego dla r ≤ bd+1

2 c ka»de dwa r-wierzchoªkowe sympleksy
rozpi¦te na punktach w obrazie νp,q maj¡ rozª¡czne wn¦trza. Mamy zatem odwzorowanie

Zr \ Zr−1 −→ Cr(C)

które krotce (f0, . . . , fn, y) ∈ Zr \ Zr−1 przypisuje wierzchoªki (jedynego) sympleksu, do któ-
rego wn¦trza nale»y y. Wierzchoªki te s¡ postaci νp,q(z1), . . . , νp,q(zr), gdzie fj(zi) = 0 dla
wszystkich i, j. Ka»dy ukªad

fj(zi, 1) = 0, i = 1, . . . , r

jest ukªadem liniowo niezale»nych równa« na wspóªczynniki wielomianu fi (co wynika z li-
niowej niezale»no±ci wektorów νp,q(zi), porównaj dowód lematu 4.3). Wobec tego wªókno
rzutowania Zr \ Zr−1 −→ Cr(C) jest nad ka»dym punktem produktem przestrzeni wielomia-
nów, kowymiaru zespolonego r(n + 1) w Wp,q z wn¦trzem niezdegenerowanego sympleksu o r
wierzchoªkach. St¡d teza.

Przypadek (p, q) = (d, 0) jest prostszy. Ukªad wielomianów stopnia d ma co najwy»ej
d wspólnych pierwiastków postaci (z, 1), a ich obrazy przy νp,q rozpinaj¡ niezdegenerowany
sympleks. Odwzorowanie Zr\Zr−1 −→ Cr(C) mo»na zatem zde�niowa¢ dla wszystkich r ≤ d.
Dalsza cz¦±¢ rozumowania przebiega analogicznie. �

4.4. Ci¡g spektralny

Skonstruujemy teraz ci¡g spektralny zbie»ny do H∗(ARat∗p,q) i porównamy go z analogicznym
ci¡giem dla H∗(ARat∗p+1,q+1), co zako«czy dowód lematu A. Przypominamy, »e pozostajemy

przy zaªo»eniach m = 1, n ≥ 3 i (p, q) 6= (1, 0). Przez X̂ b¦dziemy oznacza¢ jednopunktowe
uzwarcenie przestrzeni X.

Przeksztaªcenie

Wp,q
·
P

zizi−−−−→ Wp+1,q+1

zachowuje rozbicie Wp,q = Σp,q ∪ARat∗p,q. Zbiór Σp,q jest domkni¦ty w Wp,q, wi¦c z dualno±ci
Aleksandera mamy izomor�zm

Hr(ARat∗p,q) = H2Np,q−r−1(Σ̂p,q)
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Przeksztaªcenie Z∆ −→ Σp,q jest równowa»no±ci¡ na mocy uwagi ko«cz¡cej podrozdziaª
4.1 (jest to przeksztaªcenie semialgebraiczne o ±ci¡galnych wªóknach). Jest ono ponadto
przeksztaªceniem wªa±ciwym (zbiór zer ka»dej krotki wielomianów z Wp,q jest zwarty w CP1 \
{∗}), a zatem przedªu»a si¦ przeksztaªcenia jednopunktowych uzwarce« Ẑ∆ −→ Σ̂p,q, które
tak»e jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡ (z tego samego powodu). St¡d:

H2Np,q−r−1(Σ̂p,q) = H2Np,q−r−1(Ẑ∆)

Wst¦puj¡ca �ltracja Ẑr (r ≥ 0, gdzie Ẑ0 jest dodanym punktem uzwarcaj¡cym) przestrzeni

Ẑ∆ indukuje kohomologiczny ci¡g spektralny Er,s
1 = Hr+s(Ẑr, Ẑr−1). Wªo»enie Ẑr−1 ↪→ Ẑr

jest korozwªóknieniem (jest to wªo»enie domkni¦tego podzbioru semialgebraicznego), wi¦c
mamy:

Er,s
1 = Hr+s(Ẑr, Ẑr−1) = Hr+s(Ẑr/Ẑr−1) = Hr+s( ̂Zr \ Zr−1)

Ci¡g ten jest zbie»ny do Hr+s(Ẑ∆) = H2Np,q−(r+s)−1(ARat∗p,q).
Z poprzedniego rozdziaªu wnioskujemy, »e:

• Er,s
1 = 0 dla r+s > 3r−1+2(Np,q−d r

2e(n+1)), czyli gdy s ≥ 2Np,q−2(d r
2e(n+1)−r)

(lemat 4.3)

• Er,s
1 = Hs+1+2r(n+1)−2Np,q(Cr(C)) dla r ≤ bd+1

2 c (na mocy lematu 4.4 i izomor�zmu
Thoma).

Stosuj¡c podstawienie (r, s) := (−r, 2Np,q − s − 1) otrzymujemy ci¡g spektralny Er,s
t ⇒

Hr+s(ARat∗p,q), z ró»niczk¡ typu (−t, t− 1), maj¡cy nast¦puj¡ce wªasno±ci:

• Er,s
t = 0 dla r > 0

• E−r,s
1 = H2Np,q+r−s−1( ̂Zr \ Zr−1) dla r ≥ 0

• E−r,s
1 = 0 dla s < 2(d r

2e(n + 1)− r), r ≥ 0

• E−r,s
1 = H2r(n+1)−s(Cr(C)) dla 0 ≤ r ≤ bd+1

2 c

Uwaga. W istocie w pasie 0 ≤ r ≤ bd+1
2 c jest o wiele wi¦cej miejsc zerowych. Mamy

bowiem E−r,s
1 = H2r(n+1)−s(Cr(C)) = 0 dla 2r(n + 1)− s > 2r, czyli gdy s < 2rn.

s

r 0
d+1
2

2n

2n

2

Tablica Er,s
1 .

Niezacienione elementy s¡ zerowe.

Czarny kwadrat ma wspóªrz¦dne

( − T (bd+1
2 c+ 1), T (bd+1

2 c+ 1)(n− 1) ).
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Na mocy wcze±niejszych uwag zachowanie ci¡gu dla r + s < T (bd+1
2 c + 1)(n − 2) (tzn.

pod lini¡ przerywan¡) nie zale»y od p i q. Pozostaje uzasadni¢, »e rozwa»ane przeksztaªcenie
indukuje w tym zakresie izomor�zm ci¡gów spektralnych Er,s

p,q i Er,s
p+1,q+1. Argument ten

wymaga przej±cia do rezolwenty niezdegenerowanej, przebiega jak w [Mos06] (szczegóªy mo»na
znale¹¢ w [AKY07]) i przedstawimy go w skrócie.

Przeksztaªcenie i : Wp,q
·
P

zizi−−−−→ Wp+1,q+1 zachowuje rozbicie Wp,q = Σp,q∪ARat∗p,q. Niech
N = Np+1,q+1 −Np,q. Przeksztaªcenie i indukuje otwarte zanurzenie:

Σp,q × CN i′−→ Σp+1,q+1

W takiej sytuacji mamy przeksztaªcenie indukowane w kohomologiach o zwartych no±nikach:

H l( ̂Σp,q × CN ) i′∗−→ H l( ̂Σp+1,q+1)

Jednocze±nie H l( ̂Σp,q × CN ) = H l(Σ̂p,q ∧ S2N ) = H l−2N (Σ̂p,q). Z naturalno±ci dualno±ci
Alexandera mamy diagram przemienny:

Hk(ARat∗p,q)
i∗−→ Hk(ARat∗p+1,q+1)

∼=

−→ ∼=

−→

H2Np,q−k−1(Σ̂p,q)
i′∗−→ H2Np+1,q+1−k−1( ̂Σp+1,q+1)

Do zako«czenia dowodu wystarczy zatem zbada¢ przeksztaªcenie indukowane i′∗. Prze-
ksztaªcenie i′ przedªu»a si¦ do przeksztaªcenia zachowuj¡cego �ltracj¦ niezdegenerowanych

rezolwent symplicjalnych Z̃∆
p,q −→ ˜Z∆

p+1,q+1. Mamy wi¦c diagram:

Z̃∆
p,q

·
P

zizi−−−−→ ˜Z∆
p+1,q+1

−→ −→

Z∆
p,q Z∆

p+1,q+1

Indukowany przez górne przeksztaªcenie mor�zm ci¡gów spektralnych Ẽr,s
p,q −→ ˜Er,s

p+1,q+1

jest izomor�zmem dla −r ≤ bd+1
2 c (na mocy jawnego opisu elementów w tym pasie � lemat

4.4). Tak»e projekcja Z̃∆ −→ Z∆ jest homeomor�zmem do bd+1
2 c-go szkieletu �ltracji (co

wynika z lematu 4.2), a dla r + s < T (bd+1
2 c + 1)(n − 2),−r > bd+1

2 c indukuje zerowe
przeksztaªcenie elementów ci¡gów spektralnych. W zakresie r + s < T (bd+1

2 c + 1)(n − 2)
mo»emy zatem skonstruowa¢ z powy»szego diagramu przeksztaªcenie ci¡gów spektralnych
Er,s

p,q −→ Er,s
p+1,q+1 b¦d¡ce izomor�zmem.
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Rozdziaª 5

Uwagi

W tym rozdziale omawiamy pomyªki w pracy [Mos06], sposoby ich naprawienia oraz ró»nice
pomi¦dzy rozumowaniem przedstawionym w [Mos06] a dowodem Twierdzenia 1.

5.1. ARat vs. Rat

Woryginalnym rozumowaniu autor pracy [Mos06] wykorzystuje przestrzenie (p, q)-odwzorowa«
Ratp,q. Rodzi to problem przy dowodzie lematu B (dostrze»ony przez A. Kozªowskiego), bo
wªóknami przeksztaªcenia πp,q s¡ przestrzenie (d, d)-wielomianów bez nietrywialnych zer, o
których nie udaªo si¦ dotychczas udowodni¢, »e s¡ ±ci¡galne. Wªókna te nie s¡ te» wypukªe,
co postuluje autor [Mos06], poniewa» mówimy o wielomianach o warto±ciach zespolonych, a
nie rzeczywistych. Przestrze« A-(p, q)-wielomianów ma o wiele mniejszy wymiar i jej wprowa-
dzenie pozwoliªo upro±ci¢ zagadnienie i wykaza¢ ±ci¡galno±¢ wªókna odwzorowania πp,q. (Te
wyniki mo»na z pewno±ci¡ uzna¢ za jedyne �optymistyczne� osi¡gni¦cia niniejszej pracy)

5.2. C vs. R

Dowodz¡c analogon lematu 4.3, autor pracy [Mos06] skorzystaª z faktu, »e je±li punkty
νp,q(z1), . . . , νp,q(zr) s¡ wierzchoªkami niezdegenerowanego sympleksu, to warunki f(zi) = 0
(i = 1, . . . , r) stanowi¡ ukªad r niezale»nych równa« na wspóªczynniki (p, q)-wielomianu f .
Dzi¦ki temu otrzymaª mocniejsz¡ nierówno±¢ (któr¡ podajemy w przypadku dowolnego m):

dimR(Zr \ Zr−1) ≤ 2(Np,q − r(n + 1)) + 2mr + r − 1

Tymczasem z wªasno±ci rozpinania sympleksu wynika jedynie liniowa niezale»no±¢ wektorów
νp,q(zi) nad R (bo wszystkie maj¡ ostatni¡ wspóªrz¦dn¡ 1), a to nie gwarantuje niezale»no±ci
nad C równa« na wspóªczynniki wielomianu. Poprawny dowód lematu wymaga przej±cia z R
do C, co dwukrotnie pogarsza � jako±¢� oszacowania w lemacie. (Dalsza analiza wykazuje, »e
osªabia to siª¦ caªego argumentu do przypadku m < n

2 .)

Co wi¦cej, odwzorowanie νp,q w pracy [Mos06] nie jest zde�niowane poprawnie: nie po-
winny w nim wyst¦powa¢ wspóªrz¦dne odpowiadaj¡ce jednomianom stopnia dokªadnie (p, q),
które nale»¡ do ustalonej cz¦±ci wielomianów. Rodzi to pó¹niej dalsze drobne nie±cisªo±ci, a
co wi¦cej dowód (niesªusznie) zaczyna obejmowa¢ przypadek d = 1.
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5.3. Map∗ vs. Mapg

Rozumowanie w pracy [Mos06] nie dotyczy wªo»enia Rat∗d ↪→ Map∗d, ale wªo»enia Ratgd ↪→
Mapg

d, gdzie
Spcg = {f ∈ Spc : f |CPm−1 = g}

gdzie CPm−1 jest podprzestrzeni¡ opisan¡ równaniem zm = 0, a g : CPm−1 −→ CPm jest
dowolnym ustalonym odwzorowaniem. W miejsce odwzorowa« �punktowanych� wyst¦puj¡
zatem odwzorowania �o ustalonym obci¦ciu�.

Rozwa»anie odwzorowa« punktowanych jest koncepcyjnie prostsze, ale nie pozwala prze-
prowadzi¢ dowodu w przypadku ogólnym (CPm −→ CPn), bo zbiorem mo»liwych wspólnych
zer krotki wielomianów z Σp,q jest przestrze« CPm \ {∗}, która nie dopuszcza algebraicznego
wªo»enia w przestrze« a�niczn¡, analogicznego do νp,q. Tymczasem w przypadku odwzoro-
wa« o ustalonym obci¦ciu potencjalne zera nale»¡ do CPm \CPm−1 ∼= Cm. Zwracamy uwag¦,
»e dla m = 1 przestrzenie Spcg i Spc∗ pokrywaj¡ si¦ dla g : CP0 −→ CPn danego wzorem
g(∗) = ∗.

Wprowadzone przez nas A-(p, q)-odwzorowania pozwoliªyby �obsªu»y¢� cz¦±ciowy dowód
w przypadku ogólnym, gdyby nie to, »e przestrze« reprezentacji wielomianowych Ratgp,q (dla
g ∈ Ratd) zostaªa w pracy [Mos06] bª¦dnie zde�niowana. Mianowicie, autor stwierdza, »e
ka»dy element f ∈ Ratgp,q ma (p, q)-reprezentacj¦ [f0 : . . . : fn] o tej wªasno±ci, »e ka»dy z
wielomianów

fi(z0, . . . , zm−1, 0)

jest równy pewnemu ustalonemu z góry wielomianowi gi takiemu, »e [g0 : . . . : gi] stanowi
(p, q)-reprezentacj¦ obci¦cia f |CPm−1 = g. Nie jest to prawd¡ dla m ≥ 2 i (p, q) 6= (d, 0).
Rozwa»my na przykªad odwzorowanie

g = [z2
0 + z2

1 : z2
0 + 2z2

1 : z2
0 + 3z2

1 ] : CP1 −→ CP2

oraz ustalmy jego (3, 1)-reprezentacj¦:

g = [g0 : g1 : g2] = [(z2
0 + z2

1)(z0z0 + z1z1) : (z2
0 + 2z2

1)(z0z0 + z1z1) : (z2
0 + 3z2

1)(z0z0 + z1z1)]

We¹my teraz odwzorowanie f ∈ Ratg3,1 dane wzorem:

f = [(z2
0+z2

1)(z0z0+5z1z1)+z3
2z2 : (z2

0+2z2
1)(z0z0+5z1z1)+z3

2z2 : (z2
0+3z2

1)(z0z0+5z1z1)+z3
2z2]

Odwzorowanie to nie ma reprezentacji, której skªadowe, po podstawieniu z2 = 0 redukowaªyby
si¦ do ustalonych wcze±niej wielomianów gi.

W takim razie odwzorowanie Ratgp,q −→ Ratgp,q nie jest �na�, co uniemo»liwia udowodnienie
lematu B.

Sytuacj¦ mo»na próbowa¢ naprawi¢, de�niuj¡c jako Ratgp,q przestrze« tych (n + 1)-krotek
(p, q)-wielomianów, które na i-tej wspóªrz¦dnej maj¡ wielomian postaci

fi(z0, . . . , zm) = gi(z0, . . . , zm−1) · h(z0, . . . , zm−1) + ki(z0, . . . , zm)

gdzie h jest (wspólnym dla caªej krotki) (q, q)-wielomianem, za± ki s¡ wielomianami, których
ka»dy jednomian zale»y od zm lub zm. Niestety, nie jest wówczas prawd¡, »e wszystkie nie-
trywialne wspólne zera krotki (f0, . . . , fn) le»¡ poza wyró»nionym CPm−1 � mo»e si¦ bowiem
zdarzy¢, »e nietrywialne zero ma wielomian h. I temu mo»na zaradzi¢, dopuszczaj¡c jedynie
wielomiany h, które nie maj¡ nietrywialnych zer. Po przej±ciu do A-odwzorowa« wiedzieliby-
±my, »e ich przestrze« jest ±ci¡galna (dowód w Dodatku), ale nie jest to przestrze« a�niczna,
a jedynie jej otwarty podzbiór, co stawia pod znakiem zapytania mo»liwo±¢ wykorzystania
dualno±ci Alexandera. Tak czy owak, problem ten nadal pozostaje otwarty.
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5.4. Po co (p, q)?

Zauwa»my, »e problemy zasygnalizowane w podrozdziaªach 5.1 i 5.3 nie wyst¦puj¡ w przy-
padku (p, q) = (d, 0) dla »adnego m: reprezentacje wielomianowe s¡ jednoznaczne (tak»e dla
odwzorowa« z Ratgd,0) a przeksztaªcenie πd,0 jest homeomor�zmem. Ci¡g spektralny Er,s,
analogiczny do ci¡gu z podrozdziaªu 4.4, istnieje zatem i w tych przypadkach. Pozwala to
my±le¢ o przeprowadzeniu dowodu uogólnienia Mostovoy'a poprzez porównanie tego ci¡gu
spektralnego z ci¡giem spektralnym zbie»nym do H∗(Mapd(CPm, CPn)) opisanym w [Vas94],
z caªkowitym pomini¦ciem (p, q)-odwzorowa«. Ten punkt widzenia mo»e zosta¢ rozwini¦ty w
przyszªo±ci.

5.5. Kilka sªów o przypadku rzeczywistym

W przypadku rzeczywistym (tzn. dla odwzorowa« RPm −→ RPn) wiele opisanych tu proble-
mów znika. Mamy naturalne wªo»enia:

Ratd
·
P

x2
i−−−−→ Ratd+2

Kwestia ±ci¡galno±ci wªókien nie budzi w¡tpliwo±ci, bo s¡ one przestrzeniami wielomianów
rzeczywistych o warto±ciach dodatnich, a wi¦c s¡ wypukªe. Tak»e i tu problemem jest na-
tomiast kwestia wielomianowych reprezentacji odwzorowa« z Ratgd (patrz podrozdziaª 5.3).
W przypadku rzeczywistym mo»na za to analizowa¢ opisanymi tu metodami bezpo±rednio
przestrze« Rat∗d, poniewa» RPm jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡ i (przynajmniej dla parzystych d)
mo»na zde�niowa¢ wªo»enie RPm w RN , którego wspóªrz¦dne wyra»aj¡ sie odpowiednio unor-
mowanymi jednomianami stopnia d. Zagadnieniom tym po±wi¦cona b¦dzie praca [AKY07].
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Dodatek � ±ci¡galno±¢ wªókna w
przypadku ogólnym

W tym rozdziale przedstawimy dowód ±ci¡galno±ci przestrzeni F d
m z rozdziaªu 3 w przypadku

ogólnym, tzn. dla dowolnego m ≥ 1. Nie jest to potrzebne do wykazania Twierdzenia 1,
do którego wystarczy rozpatrze¢ bardzo prosty przypadek m = 1. Tym niemniej, fakt ten
stanowi najwa»niejszy �krok naprzód�, który miaª pierwotnie pomóc w dowodzie peªnej wersji
ogólnego twierdzenia Mostovoya, a poza tym jest sam w sobie ciekawym rezultatem.

Przypomnimy de�nicj¦ przestrzeni F d
m z rozdziaªu 3, de�niuj¡c jednocze±nie wi¦ksz¡ prze-

strze« F̃ d
m:

De�nicja 5.1 Przez F d
m i F̃ d

m oznaczamy przestrzenie wszystkich wielomianów jednorodnych

stopnia d zmiennych x0, . . . , xm o wspóªczynnikach w C, w których wspóªczynnik przy x0
d jest

równy 1 i które maj¡ wªasno±¢:

• F d
m : wielomian nie ma zer w zbiorze (R≥0)m+1 \ {(0, . . . , 0)}

• F̃ d
m : wielomian nie ma zer w zbiorze (R+)m+1

Elementy przestrzeni F d
m b¦dziemy oznacza¢ przez f , a elementy przestrzeni F̃ d

m przez f̃ .

Uwaga. Przestrze« F d
m pojawia si¦ w naturalny sposób, poniewa» jest homeomor�czna z

przestrzeni¡ A-(d, d)-wielomianów (m + 1) zmiennych bez nietrywialnego zera (patrz lemat
3.4).

Twierdzenie 5.2 Przestrze« F d
m jest ±ci¡galna.

Prawdziwo±¢ tego twierdzenia b¦dzie natychmiastow¡ konsekwencj¡ kolejnych dwóch le-
matów.

Lemat 5.3 Przestrze« F̃ d
m jest ±ci¡galna.

Dowód. �ci¡gni¦cie H : F̃ d
m × [0, 1] 7→ F̃ d

m jest dane wzorem:

H(f̃ , t)(x0, . . . , xm) = f̃(x0, tx1, . . . , txm)

De�nicja ta jest poprawna: ka»dy z wielomianów H(f̃ , t) ma przy x0
d wspóªczynnik 1, a

ponadto nie ma zer w zbiorze (R+)m+1. Co wi¦cej H(·, 1) = idgF d
m
, za± H(f̃ , 0) jest dla ka»dego

f̃ równe ustalonemu wielomianowi xd
0 ∈ F̃ d

n do którego ±ci¡gn¦li±my caª¡ przestrze«. �
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Lemat 5.4 Wªo»enie

i : F d
m ↪→ F̃ d

m

jest homotopijn¡ równowa»no±ci¡.

Dowód. Zde�niujmy nast¦puj¡c¡ jednoparametrow¡ rodzin¦ odwzorowa« jt : F̃ d
m −→ F̃ d

m

(t ∈ [0, 1]):

jt(f̃)(x0, . . . , xm) = f̃(x0 + t

m∑
i=1

xi, . . . , xm + t

m∑
i=1

xi)

Odwzorowania jt s¡ dobrze okre±lone: wspóªczynnik przy xd
0 w wielomianie jt(f̃) ma

warto±¢ 1, a ponadto:

j0 = idgF d
m
za± dla t > 0 mamy jt(F̃ d

m) ⊂ F d
m (*)

Pierwsza z tych wªasno±ci jest oczywista, za± w celu wykazania drugiej przypu±¢my nie
wprost, »e

jt(f̃)(x0, . . . , xm) = 0 dla pewnych (x0, . . . , xm) ∈ (R≥0)m+1 \ {(0, . . . , 0)}

Wynika st¡d, »e dla pewnego i ≥ 1 mamy xi > 0 (w przeciwnym razie punkt (1, 0, . . . , 0) byªy
miejscem zerowym jt(f̃), co nie jest mo»liwe, gdy» jt(f̃)(1, 0, . . . , 0) = f̃(1, 0, . . . , 0) = 1).
St¡d wniosek, »e

xk + t

m∑
i=1

xi > 0 dla dowolnego 0 ≤ k ≤ m, t > 0

a jednocze±nie

f̃(x0 + t

n∑
i=1

xi, . . . , xm + t

n∑
i=1

xi) = jt(f̃)(x0, . . . , xm) = 0

Otrzymali±my sprzeczno±¢ z faktem, »e f̃ ∈ F̃ d
m, co dowodzi prawdziwo±ci warunku (*).

Z wªasno±ci (∗) wynika, »e rodzina odwzorowa« jt ◦ i : F d
m −→ F d

m de�niuje homotopi¦
pomi¦dzy odwzorowaniami j1 ◦ i : F d

m −→ F d
m oraz j0 ◦ i = idF d

m
.

Ta sama wªasno±¢ implikuje, »e rodzina odwzorowa« jt de�niuje homotopi¦ mi¦dzy i◦j1 =
j1 : F̃ d

m −→ F̃ d
m oraz j0 = idgF d

m
.

Przeksztaªcenia i : F d
m ↪→ F̃ d

m oraz j1 : F̃ d
m −→ F d

m s¡ zatem homotopijnymi odwrotno-
±ciami, co ko«czy dowód lematu. �
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