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Streszczenie

Przedmiotem badan w niniejszej pracy sa przede wszystkim przestrzenie petli na grupie SU(n),
a w szczegdlnosci ich pierscienie homologii. Rozwazamy przestrzen petli gtadkich QSU (n), prze-
strzeni petli algebraicznych €4, SU (n) oraz ich zwiazki z przestrzenia klasyfikujaca grupy U. Wia-
domo, ze grupy homologii 25U (n) sa wolne o skoficzonej liczbie generatoréw. W pracy pokazemy,
ze przestrzen petli algebraicznych rozktada si¢ na komérki wymiar6w zespolonych. Zatem réwniez
Hj,(Qq14SU(n)) sa grupami wolnymi. Gtéwnym wynikiem pracy jest pokazanie bijekcji miedzy
generatorami grup H;,(QSU (n)) i Hy(2a45U (n)) we wszystkich wymiarach. Wynik ten wykorzy-
stamy w dowodzie twierdzenia, ze wlozenie §4,,SU (n) — QSU(n) jest homotopijna rtéwnowazno-
$cia.

Stowa kluczowe

grupa Lie, grupa petli, twierdzenie Botta, diagram Younga

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

11.1 Matematyka

Klasyfikacja tematyczna

22E67 - Loop groups and related constructions, group-theoretic treatment

Tytul pracy w jezyku angielskim:

Bott theorem and decomposition of loop spaces






Wprowadzenie

Niech G bedzie grupa Liego. Przestrzen petli gltadkich na G, czyli odwzorowan gtadkich z okregu
(ktéry utozsamiamy z liczbami zespolonymi o module 1) w grupe GG, oznaczamy przez AG. Prze-
strzei AG jest grupa — mnozenie dwéch petli f i g definiujemy przez mnozenie punktowe: fg(z) =
f(2)g(2), a odwrotnoscia petli f jest petla f~1(2) = f(2)~!. Jak udowodnit John Milnor w pracy
[Milnor59]], AG jest réwniez homotopijnie rownowazna z CW-kompleksem, jest bowiem przestrze-
nia odwzorowan dwéch CW-komplekséw. W AG wyrézniamy podgrupe petli zwiazanych QG =
{f € AG| F(1) = 1},

Przestrzenie petli na grupach Liego sa najprostszymi przyktadami nieskoficzenie wymiarowych
grup Liego. Rozwaza si¢ je m. in. w kwantowej teorii pola i przy badaniu réwnan rézniczkowych
Kortewega-de Vries (wigcej na ten temat mozna znaleZ¢ w rosyjskim wydaniu [PressSeg], Dodatek).

Dla grupy topologicznej G z mnozeniem £ na homologiach mamy okres$long strukturg pierScienia
z mnozeniem Pontriagina:

H,(G) ® H,(G) = H,(G x G) &~ H,(G) .

Szczegdblnie interesujace beda dla nas grupy unitarne: U(n) = {A € GL(n,C)| A*A = I,,} oraz
SU(n) ={A € U(n)| detA = 1}. Grupe U(n) mozna zanurzy¢ w grupie U(n + 1) w nastgpujacy
sposéb
A 0
0 1

Mamy wigc ciag grup U(1) C U(2) Cc U(3) C --- C |J,, U(n). Definiujemy grupe U jako granice
prosta tego ciagu (U = (J,, U(n)). Analogicznie SU jest granica prosta ciagu SU(1) C SU(2) C
Su@3)c---cly,SU(n)=5SU.

Przestrzenia klasyfikujaca U jest granica rozmaitosci Grassmanna BU = lim,_G(n,2n)
(gdzie G(n, 2n) oznacza przestrzei n-wymiarowych podprzestrzeni C27).

Centralne twierdzenie teorii przestrzeni klasyfikujacych to twierdzenie Botta o periodycznosci
([Bott57]). Bywa ono formulowane na rézne sposoby. Dla nas najwazniejsza jest jego wersja mo-
wiaca, ze przestrzen klasyfikujaca grupy U jest w istocie przestrzenia petli.

U(n)BA»—>< >eU(n+1).

Twierdzenie 0.1 (Bott). BU ~ QSU.

Homologie BU i 2SU sg pierScieniami wielomianéw od nieskonczenie wielu zmiennych:
H,.(BU) = H.(QSU) = Z[v1,va, .. .],

przy czym dla kazdego ¢ wymiar generatora v; wynosi 2i. PierScien H,(2SU (n)) jest podpierScie-
niem H,(QSU) od n—1 zmiennych: H,.(QSU(n)) = Z[v1,va, .. .,Vn_1]. Przy tym przeksztalcenie
H,(QSU(n)) — H.(Q2SU) indukowane przez wlozenie QSU (n) — QSU(n) przeprowadza gene-
rator v; € H, (25U (n)) na generator v; € H,(QLSU). Zatem wiozenie QSU (n) — QSU indukuje
izomorfizm grup homologii do wymiaru 2n — 1.



Jesli G jest podgrupa macierzy M, «,(C), to w AG i QG mozna wyr6zni¢ podprzestrzenie skta-
dajace si¢ z petli algebraicznych:

AagG ={f € AG|Im f(2) = Y Aiz', Aj € Mpun(C)}

i=—m

QalgG = {f € AalgG| f(l) - 1}

Jesli G jest podgrupa grupy unitarnej U(n), to odwrotnoscia petli f(z) = S Azt jest petla
flz) =", Afz~", wiec jest to tez petla algebraiczna. Czyli dla G < U(n) przestrzenie Ag;,G
1 Q414G sa grupami. Zauwazmy, ze grupy te moga by¢ istotnie ,,mniejsze” od AG i QG. Przykladowo
petle QU(1) = QS! to nieskoficzenie wymiarowa przestrzesi, natomiast przestrzefi Qq,U (1) =
QalgSl sktada sig jedynie z odwzorowan f(z) = z* dla k catkowitych, a wiec jest to przestrzeri

dyskretna. Podobnie przemienny diagram

QuiyU(n) : QU (n)
0s!

pokazuje, ze zbidr (24U (n) nie jest gesty w QU (n). Dla grup pétprostych zachodzi nastgpujace
twierdzenie:

Twierdzenie 0.2 ([PressSeg]|, Stwierdzenie 3.5.3). Jesli G < U(n) jest ptprosta, to Aq 4G jest gesty
w AG.

Dostajemy wiec, ze Ay SU (n) jest gesty w ASU (n) oraz §24,,SU (n) jest gesty w QSU (n).
Pressley i Segal dowodza réwniez twierdzenia

Twierdzenie 0.3 ([PressSeg|], Stwierdzenie 8.6.6). Jesli G jest pétprostq zwartq grupq z trywialnym
centrum, to wtozenie €,1,G — QG jest homotopijng réwnowaznosciq.

Centrum SU(n) to grupa Z,, zatem mamy skoriczone nakrycie grup SU(n) — SU(n)/Zy.
Petle Sciagalne w przestrzeni bazowej podnosza si¢ do petli §ciagalnych w nakryciu. Jednoczesnie
QSU (n) jest spéjne (tzn. wszystkie petle na SU(n) sa Sciagalne), wigc Q2SU (n) jest izomorficzna
ze sktadowa jedynki przestrzeni petli SU(n)/Z,. Dostajemy, ze wlozenie 24,SU (n) — QSU(n)
jest homotopijna réwnowaznoscia.

Gtéwnym wynikiem niniejszej pracy jest inny dowdd tego twierdzenia. Pokazemy mianowi-
cie izomorfizm pierscieni homologii H,(€2,4SU (n)) i H.(2SU(n)) indukowany przez wiozenie
QagSU(n) — QSU(n). Wtedy twierdzenie bedzie wnioskiem z twierdzenia Whitehead’a.
Gtowny problem polega na pokazaniu réwnosci rang grup Hy(€2,4SU (n)) i Hg(Q2SU (n)) dla wszyst-
kich d.

W rozdziale [T| wprowadzamy kluczowe pojecia pojawiajace si¢ w pracy, ustalamy notacje i poda-
jemy niektére wazniejsze fakty.

W rozdziale 2| badamy doktadniej strukture grup petli QSU(n) i Q445U (n). Okazuje sie, ze
petle algebraiczne rowniez maja strukture CW-kompleksu, co udowodnit Pressley w pracy [Press80].
Opisujemy podany przez niego dowdd uzupetniajac go o wazne szczego6ly.

Niech H oznacza przestrzeri Hilberta L*(S*, C"), a Q7 U (n) bedzie podzbiorem QU (n) zho-

m

zonym z petli f postaci f(z) = >.v  A;2". Mamy nastepujacy ciag podprzestrzeni

-+ CH CHICHyCH L, CH,C---CH



gdzie ‘
Hy, = span{z'e;| 1 < j <n,i > p}

Oznaczmy przez G, (H) zbiér podprzestrzeni V' C H takich, ze H,, C V C H_,, dla pewnego
m > 0. Zauwazmy, ze G,,(H) mozna traktowaé jako zwykly grassmannian G(C?"™") (czyli pod-
przestrzenie C*™"), bo jesli H,, CV C H_,,, to V/H,, € H_,,/H,, & C?>™", Okazuje sig, ze
Q1,U(n) wkiada sie w G, (H). Korzystajac z tego wlozenia udowodnimy, ze 2q,U(n) rozktada
si¢ na Z sp6jnych sktadowych, przy czym petla f nalezy do p-tej spéjnej sktadowej wtedy i tylko
wtedy, gdy detf: S1 — S ma stopiefi p. Dodatkowo p-ta spéjna sktadowa rozktada si¢ na komérki
Q) indeksowane ciagami k € {(ki,ko,...,k,) € Z"} takimi, ze )  k; = p. W szczegdlnosci
dostajemy, ze
QuigSUMn) = |J Q
> ki=0

Ponadto petle 7 SU(n) wkladaja sie w grassmannian G(mn, 2mn) (czyli podprzestrzenie wy-
miaru mn w C?™"). W granicy dostajemy wlozenie Q41,SU (n) W lim,—.0cG(mn, 2mn) = BU.

Poniewaz wszystkie komorki sa parzystych rzeczywistych wymiardw, wigc dostajemy, ze grupa
homologii Hg(4;45U (n)) jest dla nieparzystych d zerowa, a dla parzystych d jest grupa wolna
o liczbie generatorow réwnej liczbie komdrek wymiaru rzeczywistego d.

Rozdziat [3] zawiera gtéwny wynik pracy. Opisujemy bijekcje miedzy generatorami grup ho-
mologii Hy(€14SU(n)) i Hg(2SU(n)) dla kazdej gradacji d € N. Wykorzystujemy przy tym
fakt, ze generatory Hy(2SU(n)) mozemy przedstawiaé jako diagramy Younga, natomiast genera-
tory Hy(2a14SU (n)) mozemy przedstawia¢ jako ciagi n liczb catkowitych lub diagramy Younga.

W pierwszej czesci przedstawiamy dowéd dla d < 2n. Dowodzimy, ze komérki Qf C 445U (n)
wymiaru zespolonego mniejszego od n sa zawarte w Q}Ll gSU (n) oraz ze sa indeksowane ciagami
ztozonymi wylacznie z liczb {—1,0,1}, w ktérych dodatkowo wszystkie jedynki sa na prawo od
wszystkich minus jedynek. Nastgpnie pokazujemy bijekcje migdzy takimi ciagami, a diagramami
Younga o d/2 kropkach (ktdre reprezentuja generatory grup homologii petli gtadkich). Wykorzystu-
jemy do tego m. in. specyficzny podzial diagraméw Younga na kwadrat i dwa mniejsze diagramy.
Wymiary d < 2n sa szczeg6lnie wazne, bo dostajemy w nich izomorfizm Hg(24;,SU (n)) z grupami
Hd(Q}ngSU(n)), Hy(G(n,2n)) i Hy(BU).

W czgsci drugiej podajemy dowdd dla wszystkich gradacji. Polega on na pokazaniu, ze kazdej
komoree Qf C €414SU(n) mozna przyporzadkowaé jednoznacznie diagram Younga reprezentujacy
jakis$ generator Hy(QSU (n)).

Dla d < 2n obie opisane bijekcje pokrywaja sie. Oba dowody nie pokazuja zadnego przeksztat-
cenia, od ktérego pochodzityby bijekcje i sa w istocie kombinatoryczne, a nie topologiczne. Nie
jest to dziwne, bo metody kombinatoryczne sa czgsto w topologii algebraicznej i teorii grup Liego
wykorzystywane. Szczegdlng rolg w obu dowodach odgrywaja diagramy Younga.

W rozdziale 4] uzupelniamy rozumowanie prowadzace do twierdzenia[0.3] W szczeg6lnosci po-
kazujemy przeksztalcenie z przestrzeni rzutowej CP" ! w przestrzeii petli QSU (n) takie, ze obraz
indukowanego przeksztatcenia H,(CP"~ ') — H,(2SU(n)) generuje caty pierscien H,(2SU (n)).
Okazuje sig¢, ze rozwazane przeksztalcenie prowadzi w petle algebraiczne. Otrzymujemy wigc, ze
wlozenie €24;,SU (n) — €SU(n) indukuje epimorfizm na homologiach. Bijekcje pokazane w roz-
dziale 3| dowodza, ze jest to w istocie izomorfizm. Poniewaz obie przestrzenie Q445U (n) i QSU (n)
sa jednospéjne, wiec ostatecznie dostajemy, ze £, SU (n) jest homotopijnie réwnowazne z Q.SU (n).






Rozdziat 1

Podstawowe pojecia

Grupa topologiczna to przestrzen topologiczna, na ktérej dodatkowo okreslono strukture grupy tak,
ze zarOwno mnozenie

G xG>(g,h)— gheaq,

jak i branie elementu odwrotnego
Gsg—glted

jest ciagle (réwnowaznie wystarczy sprawdzi¢, ze przeksztatcenie G x G 3 (g, h) — gh™! € G jest
ciagle). Grupa Liego to grupa topologiczna, ktéra jednoczesnie jest gtadka rozmaitoscia i mnozenie
i branie elementu odwrotnego sa przeksztalceniami gtadkimi.

Najwazniejszymi przyktadami grup Liego sa grupy macierzy. Przez M,,«.,(R) bedziemy ozna-
cza¢ macierze n na m o wyrazach z pierScienia R. Przez I,, oznaczamy macierz jednostkowa n x n.
Grupa GL(n, R) C M,xmn(R) to grupa macierzy odwracalnych. Dla R = C odwracalno$¢ jest
rOwnowazne z nieznikaniem wyznacznika:

GL(n,C) ={A € Myxn(C)| detA # 0}.
Wyrézniamy réwniez w G L(n, C) podgrupg macierzy o wyznaczniku 1:
SL(n,C) ={A € GL(n,C)| detA = 1}.
W macierzach zespolonych M,, ., (C) mamy tez grupg macierzy unitarnych:
Un)={A € GL(n,C)| A"A = I,},

gdzie A* to macierz transponowana i sprzezona do A, czyli A* = AT. Z réwnania A*A = I,, wynika,
ze dla A € U(n) zachodzi |detA| = 1, a wigc detA € St (S! tu rozumiemy jako podzbiér liczb
zespolonych o module 1). Podgrupa U (n) jest grupa SU (n) sktadajaca si¢ z macierzy o wyznaczniku
réwnym 1:

SU(n) ={A € U(n)| detA = 1}.

Wazna klasa przestrzeni topologicznych sa przestrzenie petli, czyli przestrzenie odwzorowan
okregu w jaka$ przestrzen topologiczna. Najogdlniej mozna rozwazaé przestrzefi odwzorowan cig-
ghych okregu w przestrzei X, czyli Map(S!, X), na ktérej okreslamy topologie zwartootwarta (czyli
topologie zbieznosci jednostajnej). Jesli X jest grupa, to na Map(S*, X) mozna zdefiniowaé struk-
ture grupy w nastgpujacy sposéb: odwrotnoscia petli f jest petla f~! taka, ze f~1(2) = f(2)7 1,
a wynikiem mnozenia petli f i g jest petla fg taka, ze fg(z) = f(2)g(z). Jesli rozwazamy petle
zwiazane, to znaczy takie, ze f(1) = 1, to taka struktura jest homotopijnie réwnowazna ze strukturg



H-przestrzeni uzyskang przez sktadanie petli. Inaczej méwiac, petla f~! jest homotopijnie réwno-
wazna z petla t — f(1 —t), a fg jest homotopijnie réwnowazna z petla

tH{ f(2t) dlat € [0,1/2]
g(2t —1) dlat € [1/2,1]

(w tym opisie wygodniej jest traktowaé okrag jako odcinek [0, 1] z utozsamionymi koricami).

Jesli X jest gtadka rozmaitoscia, to zamiast Map(S*, X) wygodniej jest rozwazaé homotopijnie
réwnowazna przestrzei odwzorowan gtadkich C*°(St, X). Dla grupy Liego G przestrzen gtadkich
odwzorowan okrggu w G oznaczamy przez AG. Jest to nieskonczenie wymiarowa grupa Liego.

W przestrzeni AG wyrézniamy przestrzen petli zwiazanych QG = {f € AG| f(1) = 1}. Za-
uwazmy, ze mamy nastgpujacy rozszczepialny ciag doktadny

06—~ AG==G,

gdzie i jest wlozeniem, ev; ewaluacja w jedynce (tzn ev1(f) = f(1)), a s(g)(z) = g. Stad AG =
QG x G (jako przestrzenie topologiczne) oraz QG = AG/G.

Jesli G jest podgrupa GL(n,C), to w AG mozemy wyr6zni¢ podzbidr petli algebraicznych, czyli
takich, ktére maja postaé skoriczonych wielomianéw Laurenta:

AaigG ={f €AG|Tm f= > Aiz', A; € Myyn(C)}.

i=—m

W ogélnym przypadku A,,G nie jest grupa, bo odwrotnos$¢ petli algebraicznej nie musi by¢ petla
algebraiczng. Jednak dla g € U(n) mamy g~ = ¢*, zatem dlapetli f = > 1" A;z" € AgyU(n)
mamy

) = Z Afz" € AgyU(n),

zatem dla grup G, ktore sa podgrupami U (n), mozna okresli¢ strukture grupy na Aq,G. Analogicz-
nie jak dla petli gtadkich, wyrézniamy tez grupe petli algebraicznych zwiazanych Q,,G = {f €
AugG| f(1) = I'}. W rozdziale 2.2 pokazemy rozktad przestrzeni 2,;,U () na komérki.

1.1. Grassmanniany i diagramy Younga

Przez G(m,n) bedziemy oznaczaé zbiér m-wymiarowych podprzestrzeni C™. Jesli V' nalezy do
G(m,n), to wymiary przestrzeni V N CF tworza ciag niemalejacy:

0 <dim(VNCH <dim(VNC? <--- <dim(VNC") =m,

gdzie przez C* rozumiemy podprzestrzefi C* rozpigta przez k pierwszych wektoréw standardowej
bazy C*: CF = {(x1,...,73,0,...,0)| 2; € C}. Zatem podprzestrzeni VV mozemy przypisaé
rosnacy ciag ki, ko, ..., km, gdzie k; oznacza miejsce skoku wymiaru, to znaczy:

dim(V N C*) =i = dim(V nCki~1) 41

OczywiScie to przypisanie nie jest réznowartoSciowe, bo jednemu ciaggowi moze odpowiadaé wiele
podprzestrzeni C™.

Niech k bedzie ciagiem (k1, ..., k) takim, ze 1 < ky < -+ < k;,, < n. Oznaczmy przez e(k)
zbiér podprzestrzeni C™ odpowiadajacych ciggowi k. Latwo zauwazyé, ze V' € e(k) wtedy i tylko



wtedy, gdy istnieje baza (z1,...,zy) taka, ze x; = (21, %i2,...,Zik,,0,...,0), gdzie x; 5, # 0.

Bez straty ogélnosci mozna zatozy¢, ze x;, = 1. Przedstawiajac V' € e(k) w postaci macierzy
dostajemy:
Tm1l Tm2 -+ Tmk Tmki+1 --- Tmke Tmket1 --- 1 0 ... 0
© (1.D
€21 x22 e :1327]€1 $2,k1+1 e 1 0 e 0 0
.’B171 1'172 . 1 0 e 0 0 0 0 0

Dzigki temu, ze na pozycjach (n — i + 1, k;) sa jedynki, mozemy wykonujac elementarne operacje
na wierszach macierzy uzyskaé¢ macierz, w ktérej w kazdej kolumnie k; jest doktadnie jedna
jedynka, a reszta wyrazéw jest réwna 0 i, tak jak w wyjSciowej macierzy, w wierszach wyrazy na
prawo od pozycji (n — ¢ + 1, k;) sa réwne 0. Natomiast pozostale wyrazy okreslaja jednoznacznie
podprzestrzen V.

Zatem og6lna posta¢ macierzy nalezacej do e(k) to:

e o ... 0 ¢ ... O @ ... 1 0 ... 0
I , (1‘2)

e o ... 0 o ... 10 0 0 0

e ... 1.0 ... 0O 0 0 0

gdzie kropka (e) oznacza dowolng liczbg zespolona.

Z tej konstrukcji wynika w szczegdlnosci, ze e(k) jest dyfeomorficzne z C?, gdzie d jest réwne
liczbie kropek w macierzy (1.2), czyli ), (k; —i). Okazuje si¢, ze podziat na e(k) okresla na G(m, n)
strukture CW-kompleksu. Nie bedziemy tego w pracy dowodzic.

Koméree e(k) mozemy przyporzadkowaé w sposob jednoznaczny tzw. diagram Younga, ktory
odzwierciedla uktad kropek w powyzszej macierzy. Przyktadowo macierzy

e 0 ¢ o 0 o 1 O
e 0 e o1 0 OO
e 1 000 O0O0TO0
odpowiada diagram
e o o
[ ]

Jak widaé, liczba kropek w diagramie Younga jest réwna zespolonemu wymiarowi odpowiadajacej
mu komoérki grassmannianu.

Grassmannian G(m,n) ma komérki tylko parzystego rzeczywistego wymiaru, wigc grupa ho-
mologii Hy4(G(m,n)) jest grupa wolna o liczbie generatoréw réwnej liczbie d-wymiarowych ko-
moérek. Grupy Hy(G(m,n)) dla d nieparzystych sa zerowe. Z odpowiedniosci migdzy komérkami
a diagramami Younga wynika, ze liczba komérek w wymiarze (rzeczywistym) 2d jest réwna liczbie
diagraméw Younga o d kropkach, w ktérych kolumny maja nie wigcej niz m kropek, a wiersze nie
wigcej niz (n — m) kropek.

Inkluzja C" — C"*! (wlozenie C" na n pierwszych wspétrzednych C"*!) daje nam inkluzje
G(m,n) — G(m,n + 1). W tym wlozeniu komérki G(m, n) przechodza na komérki G(m,n + 1)
tych samych wymiaréw, zatem G(m,n) jest podkompleksem G(m,n + 1). W granicy dostajemy
strukture CW-kompleksu na G(m,o00) = |J,, G(m,n). Z kolei wlozenie C* — C> dane wzo-
rem (x1,z2,...) — (0,21,29,...) daje nam wlozenie G(m,o0) — G(m + 1,00) (komérka
e(ky, ko, ..., kn) przechodzi na komérke tego samego wymiaru e(1,ky + 1, ko + 2,..., kp, + 1)).
Dostajemy wigc rowniez strukture CW-kompleksu na | J,,, G(m, 00).



1.2. QSU i przestrzen klasyfikujaca U

Definicja 1.1. Niech G bedzie grupq topologiczng. G-wiqzka uniwersalna to G-wiqzka gtowna
p: EG — BG taka, Ze kazda inna G-wiqzka gtowna jest pullbackiem p, to znaczy dla kazdej wiqzki
p': E — B istnieje przeksztatcenie f: B — BG (jednoznaczne z doktadnosciq do homotopii) takie,
Zep = fp:

[*B—— EG EB— EG

M

B 4]‘) BG B *>f BG
BG nazywamy przestrzeniq klasyfikujaca G.

Z uniwersalnosci wiazki p: FG — BG wynika, ze jest ona wyznaczona jednoznacznie z doktad-
noscia do homotopijnej réwnowaznosci (bo f jest jednoznaczne z doktadnoscia do homotopii).

John Milnor skonstruowat w pracy [Milnor56] model wiazki uniwersalnej dla dowolnej grupy
topologicznej wykorzystujac pojecie zlqczenizﬂ W szczegdlnosci wiadomo, ze E'G jest zawsze $cia-
galna.

Z rozwidknienia

G—EG— BG

dostajemy rozwtoknienie
OBG — G — EG,

a z niego ciag doktadny grup homotopii
Tnt1(EG) — mp(QBG) — mp(G) — 0 (EG). (1.3)

Poniewaz m;(EG) = 0 dla kazdego i, wigc z wynika staba homotopijna réwnowaznos¢ QBG
i G. Kazda zwarta grupa Liego G ma strukture CW-kompleksu, zatem w tym przypadku dostajemy,
ze GG jest homotopijnie réwnowazna z ) BG.
Dla grupy U (n) wygodnym modelem przestrzeni klasyfikujacej sa n-wymiarowe podprzestrzenie
C®°; doktadniej — BU (n) = lim,,—00 G(n, m) = G(n, 00). Przestrzen BU to lim,,_,o, G(n,0).
Przypomnijmy twierdzenie zacytowane we wprowadzeniu:

Twierdzenie 1.2 (Bott). BU ~ QSU.
Poniewaz jako przestrzen topologiczna U = S x SU, wiec
QU = QS x SU) =7 x QSU ~ 7 x BU.
Stad dostajemy inne sformutowanie twierdzenia Botta:
QU ~7Z x BU

oraz wynikajace z niego
02U ~U,

O?BU ~ 7 x BU.

'ztaczeniem przestrzeni X 1 Y jest przestrzeii X x Y x I z utozsamieniami (z1,y,0) ~ (x2,%,0), (x,y1,1) ~
(z,y2, 1); w swojej pracy Milnor konstruuje wiazke uniwersalna z nieskoriczonego ztaczenia
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Rozdziat 2

Przestrzenie petli

Przedstawimy niektére znane wyniki dotyczace przestrzeni petli (gtadkich i algebraicznych) na gru-
pie SU(n). W szczegdlnosci beda nas interesowaé struktury grup homologii. Dla przestrzeni petli
algebraicznych podamy sposéb podziatu przestrzeni na komérki parzystych rzeczywistych wymia-
réw. Komérki te beda indeksowane pewnymi ciggami liczb calkowitych. PéZniej okaze si¢, ze mozna
im réwniez przyporzadkowaé diagramy Younga.

2.1. Grupy homologii przestrzeni 25U (n)

Zachodzi nastgpujace twierdzenie (Wniosek 8.1 z pracy [Bott58])

Twierdzenie 2.1.
H.(QSU(n)) = Zvi,va, ... ,Vp—1]

oraz wymiar elementu v; jest rowny |v;| = 2i.

Ten sam rezultat mozna wywnioskowaé z rozdziatu II ksiazki [Dyer69]. Autor konstruuje tam
odwzorowanie CP"~! — QSU(n) i po przejsciu do granicy dostaje odwzorowanie CP> — QSU.
Nastepnie pokazuje, ze

H*(QSU) = Z[Vl, Vo, ... ],

gdzie element v; ma wymiar réwny 2¢. Z konstrukcji tych przeksztalcen widaé, ze generatory v;
dla i < n pochodza z CP"~! oraz ze generuja H,(QSU(n)). Wiecej o przeksztatceniu CP" ! —
QSU (n) bedzie w rozdziale

Dzigki Twierdzeniu [2.]lmozemy uzyskac¢ wygodny spos6b opisu elementéw generujacych grupy
H;(2SU (n)) dla kazdego d > 0. Mianowicie generatorami grupy wolnej Hg(2SU (n)) sa jedno-
miany v;, v;, . . . V4, takie, ze 0 < i; < n — 1 dla kazdego j oraz

Z|Vlj‘ :ZQZ] =d.
J J

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze v;, > v;, > --- > v;,.. Taki monotoniczny ciagg mozna
przestawi¢ za pomocg diagramu Younga, w ktérym j-ta kolumna bedzie miata 7; kropek.

Zatem w naszym przypadku elementy generujace grupe wolna Hoq(Q2SU (n)) sa w bijekcji z dia-
gramami Younga o d kropkach, w ktérych kolumny maja nie wigcej niz (n — 1) kropek. Grupy
Hyy11(2SU(n)) sa oczywiscie zerowe. Dla przestrzeni QSU generatory Hoq(2SU) sa w bijekcji
z diagramami Younga o d kropkach. Pokazuje to, ze Hg(Q2SU (n)) = Hy(2SU) dlad < 2n.

Zauwazmy, ze diagramy Younga odpowiadajace generatorom Ho;(2SU) mozemy tez interpre-
towa¢ jako komérki wymiaru zespolonego d w BU (a wigc réwniez jako generatory Hoy(BU)).
Wiemy bowiem, ze QSU ~ BU i BU jest granica rozmaito$ci Grassmanna.

11



2.2. Petle algebraiczne na U(n) i SU(n)

Opiszemy teraz podzial przestrzeni petli algebraicznych na SU(n) na komérki podany przez Pres-
sley’a w pracy [Press80l].

Wprowadzimy najpierw potrzebne oznaczenia. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta L?(S1, C"),
(e1,...,ep) to standardowa baza C™. Ponadto

H, = span{ziej| 1<j<mn,i>p},
H,; = span(Hp11 U {2Pej] 1 < j < i}).
Przez X, oznaczamy zbiér podprzestrzeni V' C H takich, ze:
— 2V CV,
— H,CVCH_,

OczywiScie zachodzi Xy C X; C --- C Um>0 Xp. Granicg prosta przestrzeni X, oznaczamy
przez X. Jesli V nalezy do X, to dopehienie ortogonalne przestrzeni 2V w V oznaczamy przez
V & 2V. Przypomnijmy, ze G, (H) ={V C H| H,, CV C H_,,} oraz, ze G,,(H) utozsamiamy
z G(C?™), Zatem X, jest podzbiorem grassmanianu G (C?™").

W petlach algebraicznych Aq,U(n) wyrézniamy petle A7)

jest postaci
m .
= Z A2t
i=—m
Oc;}éw)lsme AaigU(n) = U,, Ay, U(n). Analogicznie, €2 U(n) to zbiér petli f € A7} U(n) takich,
ze
Grupa A,qU(n) dziata na H przez transformacje unitarne. Jesli f € Ay U(n)iv € H, to
(fv)(2) = f(2)v(z). Sprawdzimy, ze dziata réwniez na X.
Niech f € A7} U(n) (czyli f(2) = 3212, Aiz iV eXx, (czyh 2VCViH,CV C H.,).
Wtedy fV C H_,_,,. Z drugiej strony, f(z)~1 = > A*27% wigc jednoczesnie f~ Hpyp C

1=—m —

H, CV,czyli Hyyp, C fV.Ponadto zfV = f(2V) C fV. Zatem fV € X, C X.

U(n): f nalezy do A™ U(n) jesli

alg alg

Stwierdzenie 2.2. A, U (n) dziata tranzytywnie na X i grupq izotropii przestrzeni Hy jest podgrupa
petli statych U (n).

Whiosek 2.3. X = Ay ,U(n)/U(n) = QquaU(n).
Do dowodu tranzytywnosci dziatania Aq;,U (n) potrzebujemy pomocniczego stwierdzenia:

Stwierdzenie 2.4. Dla kaidego w € S' iV € X ewaluacja ev,: V © 2V — C" jest izometrig
i izomorfizmem.

Dowdd. Niech V. € X,,,. JeSli f € Vo2V i f(z) = S a;2%, to dla kazdego w € 5!
oo wpz tez nalezy do V © zV. Zatem jesli g(z) = pr(z) tog € sz@zp+1V1g( ) = f(w).
Mamy wigc, ze evy,(V © 2V) = evy, (2PV © 2PT1V) dla kazdego p € Z.

Poniewaz

VeV =WVeW)e (VelV)e. . @ PV e 2mHy),
wiec
eV (VO 22 TV) = evyy(V O 2V) 4 ey (2V © 22V) + - + evy (222V © 22211V
= evy(VezV)
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Jesli zalozymy, ze ev,,: V © 2V — C™ nie jest surjekcja, to ev,: V © 22TV — C” tez nie
bedzie surjekcja. Ale H,,© Hy,1 1 CV S 22V jevy: Hpp © H,, 11 — C" jest oczywiscie ,,na”.
OtrzymaliSmy sprzeczno$¢ — zatem ev,,: V © zV — C" jest surjekcja.
Wystarczy jeszcze dowiesé, ze jest izometria (to razem z surjekcja implikuje izomorfizm).
Niechve Ve zV,v=>", a;%'. Poniewaz w € S', wiec w = w~'. Mamy:

|v(w)|]? = <Zaz A,Zajwj>:Z(az,a] - ]—ZZ i, Qi—p)

i7j

Z drugiej strony

(v, 2Pv) gy = <Z aizi,Zajzj+p> = Z (@i, ai—p) .
i J

Wiemy tez, ze v € V © 2V, a wiec (v, 2Pv) ; = 0 dla kazdego p # 0. Zatem

o)l = {ai, ai-0) w® = Y (ai, ai) = ||oll,

% i

wigc evy, jest izometrig.
]

Dowdd Stwierdzenia[2.2] Wiemy juz, ze evy,: V & 2V — C" jest izomorfizmem i izometrig. Niech
wigc {v1,...,v,} bedzie ortonormalng baza V' © 2V taka, ze evi(v;) = vi(1) = e;. WeZmy
fr: S — Myuxn(C) zdefiniowane wzorem fy(2) = (v1(2),...,v,(2)) (vi(2) jest i-ta kolumna
fv(2)). Zachodzi fy € AygU(n), bo {v1,...,v,} to baza ortonormalna V' & 2V, a ev, jest izome-
trig dla kazdego z € S*. 1. Ponadto fVHo V, co dowodzi tranzytywnosci dziatania Aq; U (n).
Niech teraz f = " A;2"i fHy = Hy. Z drugiego warunku wynika, ze f w rozwinieciu
w szereg Laurenta nie moze mie¢ wspdtczynnikéw o potegach mniejszych od 0. Jednocze$nie jednak
zachodzi f~'Hy = Hy, wigc szereg f~! réwniez nie ma wspStczynnikéw o potegach mniejszych od
0. Ale f71(2) = 3" Ar27%, wiec A; = 0 dlai # 0. Zatem stabilizatorem Hy sa petle state U (n).
O

Zauwazmy jeszcze, ze jeSli f € A
z X,

Dziatanie AU (n) na X rozszerza sig na dziatanie grupy wszystkich petli algebraicznych St —
GL(n,C), ktérych odwrotnosci tez sa petlami algebraicznymi. Grupe t¢ oznaczamy przez Mc. Za-
uwazmy, ze Mc = G L(n, Clz, 27!]). Grupa izotropii Hy przy dzialaniu Mc¢ jest podgrupa P C Mc

sktadajaca si¢ z petli
m
{ZAizi € Mc| Ag € GL(n,(C)} .

=0

algU(n), o fHo € X, Zatem Q) U(n) mozemy utozsamiac

Réwnowaznie, P = GL(n, C[z]).
Whiosek 2.5. A, ,U(n)/U(n) jest homeomorficzne z Mc | P.

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie postugiwaé si¢ szeregami formalnymi, tj. takimi,
ktére moga mieé¢ nieskoficzenie wiele wyrazéw o dodatnich potggach. Niech M¢ = C[z71, 2]],
gdzie

o0
feCz e flz) = Z a;z’

i=—m
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Natomiast przez P bedziemy oznacza¢ C[[2]], czyli szeregi > o a;2".

Udowodnimy najpierw, ze M¢/P = Mc/P.

Wezmy warstwe gP € Mc¢/P (g € Mc). Nastgpujacy algorytm prowadzi do znalezienia repre-
zentanta g’ warstwy g P takiego, ze ¢’ € Mc.

1. Wybieramy wyraz g;; macierzy g, ktory zaczyna si¢ od najnizszej potegi. Jezeli takich wy-
razOw jest wigcej, to wybieramy ten w najnizszym wierszu. Zamieniamy kolumne, w ktdrej
znajduje si¢ wybrany wyraz z pierwsza kolumna.

2. Zalézmy, ze wybrany w poprzednim kroku wyraz jest rowny Eiz Ky a1z, gdzie a, # 0. Mo-
zemy go zapisaé w postaci zF1h(z), gdzie h € P i h(0) = ay,. Szereg h jest odwracalny
w C[[2]], bo h(0) # 0. Mozemy wigc pomnozy¢ pierwsza kolumng przez h~!. Pierwsza
kolumna wyglada teraz tak, ze w jednym wierszu stoi z*!, powyzej stoja szeregi o potegach
wigkszych lub réwnych k1, a ponizej szeregi o potggach wigkszych lub réwnych kq + 1.

3. W wierszu, w ktérym pojawit si¢ w poprzednim kroku z*1, na prawo od tego wyrazu sa szeregi
o potggach wigkszych lub réwnych k;. Mozemy zatem wykonujac operacje na kolumnach
wyzerowaé wszystkie te wyrazy.

Nastepnie powtarzamy kroki czyli wybieramy wyraz zaczynajacy si¢ od najmniejszej potegi
1 stojacy w najnizszym wierszu, zamieniamy kolumne, w ktérym stoi, z druga kolumna, mnozymy
przez element odwracalny z P, aby otrzymaé w odpowiednim wierszu jednomian z*2 i wykonujac
operacje na kolumnach zerujemy wyrazy na prawo od z"2. Wszystkie wykonywane operacje odpo-
wiadaja mnozeniu z prawej przez jaki$ element P, zatem otrzymujemy zawsze macierz z g P.

Po n krokach otrzymujemy ostatecznie macierz nastgpujacej postaci: w ¢-tej kolumnie w pew-
nym wierszu stoi 2%/, Powyzej w tej kolumnie mamy szeregi o potegach wyzszych lub réwnych k;,
a ponizej szeregi o potggach zaczynajacych si¢ od poteg wigkszych lub réwnych k; 4+ 1. Na prawo od
2ki sq zera. Ponadto ky > ko > ... ky,.

Mozemy wykonujac kolejne operacje na kolumnach zlikwidowaé na lewo od wyrazéw z*: potegi
wigksze i réwne k;. Oczywiscie jest to znowu mnozenie przez jakis element z P. Ostatecznie otrzy-
mali§my macierz ¢’ € gP, w ktérej nie ma nieskoficzonych szeregéw, czyli ¢ € Mc. Zauwazmy
ponadto, ze po pomnozeniu ¢’ przez dowolny element z P rézny od identycznosci otrzymamy ma-
cierz, ktéra nie jest juz opisanej postaci.

Whiosek 2.6. Dla kazdej warstwy gP € Mc /P istnieje doktadnie jedna macierz g € Mg taka, e
g’ € gP oraz ismiejq liczby ki, . . ., k, € Z oraz rézne liczby mq,...,my, € {1,...,n} spetniajqce
warunki:

— wi-tej kolumnie g’ w m;-tym wierszu stoi element 2%,

— w t-tej kolumnie powyZej tego elementu stojq wielomiany o potegach wyzszych lub rownych k;,
a ponizej stojg wielomiany o potggach wyzszych lub rownych k; + 1,

— wmj-tym wierszu na prawo od i-tego elementu (réwnego z*) stojq zera, a na lewo wielomiany
o potegach mniejszych od k;,

— wyktadniki k; tworzq ciqg niemalejqcy,
— jesli k; = ki1, to 2% w i-tej kolumnie znajduje si¢ nizej niz w kolumnie i + 1.

Macierz tej postaci bedziemy nazywaé macierzq zredukowanq.
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Z tych rozwazai wynika, ze odwzorowanie Mc/P — Mc/P dane wzorem gP — gP jest
,na”. Udowodnimy jeszcze, Ze jest réznowartosciowe. Zatézmy, ze g,h € Mc i gP = hP. Wtedy
h~=tg € P, czyliréwniez h~'g € P. Zatem gP = hP. Udowodnilismy wigc, ze M¢/P = Mc/P.

Niech B bedzie podgrupa P ztozong z macierzy » " A; 7" takich, ze Ay jest gérnotréjkatna.
Grupa B dziala z lewej strony na Mc/P. Niech p; oznacza macierz zredukowana, w ktérej z*i
stoi w i-tym wierszu oraz wszystkie pozostate wyrazy sa rowne 0. Mnozac p, z lewej strony przez
element z B dostajemy element z warstwy, ktérej macierz zredukowana réwniez ma z* w i-tym
wierszu. Co wigcej, dostaniemy w ten sposob kazda macierz zredukowang takiej postaci.

Orbite dziatania B na pu;, P oznaczamy przez Qy:

Qr = BuiP/P.

Stwierdzenie 2.7. Wymiar komorki (), jest rowny

D ki = k| = v(k),

i<j

gdzie v(k) to ilos¢ transpozycji potrzebna do uzyskania z k ciqgu posortowanego nierosngco lub,
rownowaznie, ilos¢ par i, j takich, ze 1 < j i k; < k;.

Dowod. Wymiar @), jest réwny iloSci wspétczynnikéw w ogélnej postaci macierzy zredukowanej
z 2F w i-tym wierszu.

Zalézmy najpierw, ze ciag k jest nierosnacy i niech g bedzie macierza zredukowana, ktérej od-
powiada ciag k. Wtedy g; n—it+1 = 2%, ponizej tej przekatnej sa zera, natomiast pozostate wyrazy to
szeregi postaci g; ; = Zf;;yl a2’ Stad dim(Qr) = Y2, (ki — k).

Niech teraz k bedzie dowolnym ciagiem i dim(Qy) = d i zal6zmy, ze k;, > k,,11. Niech k' bedzie
ciagiem powstalym z k przez transpozycje elementéw k), i k,41. Poniewaz k, > k,, 1, wiec wyraz
2¥» stoi na prawo od wyrazu z*»+1. Niech g i ¢’ beda ogdlna postacia macierzy odpowiadajacym
odpowiednio ciagom k i k/. W macierzy g’ wszystkie wiersze procz p-tego i (p + 1)-szego sa takie
same, jak w macierzy g. Wiersz p-ty macierzy ¢’ to wiersz (p + 1)-szy macierzy g. Natomiast
w p-tym wierszu ¢’ wszystkie wyrazy sa takie same, jak w ¢ précz wyrazu bezposrednio pod zF+1,

kp—1 i

" aiz', aw macierzy g’ jest to szereg y .7, g1 @i
—vp

W macierzy g ten wyraz byt szeregiem ) " kp1

Zatem
dim(Qy) = dim(Qy) — 1.

To koniczy dowdd. O

Opisalismy wiec podziat €2,,,U (n) na komérki Q) indeksowane ciagami k.

Korzystajac z utozsamienia M¢ /P = X pokazemy geometryczng interpretacje tego podziatu.

Niech V € X. Wiemy, ze zV C V oraz ze V & zV jest izomorficzne z C". Zatem istnieje n
liniowo niezaleznych wektoréw (vq, va, ..., v, ) takich, ze V' = span{z‘v;| i > 0}. Mozemy wpisa¢
wektory v; do nieskoficzonej macierzy.

5 4 3 2

z z z z

€1 €2 €3 €1 €2 €3 €1 €2 €3 €1 €2 €3

V16 V15 V14 | V13 V12 V11
V2,11 V2,10 V2,9 | V2,8 V27 V26 | V25 V24 V23 | V22 V21
V33 V32 V31

Teraz wykonujac operacje na wierszach, analogicznie jak w przypadku rozmaitoSci Grassmanna,
mozemy sprowadzi¢ macierz do uproszczonej postaci. Poniewaz mamy dodatkowa zaleznos$¢ 2V C
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V, wigc wyzerujemy tez kolumny przesunigte o wielokrotno$¢ n w lewo w stosunku do skrajnie
prawych niezerowych wyrazéw. Zauwazmy, ze te operacje odpowiadaja kolejnym krokom opisanego
weczesniej algorytmu znajdowania reprezentanta ¢’ € M warstwy gP. Na przyktad wpisanie jedynki
w skrajnie prawe miejsce w wierszu i wyzerowanie wszystkich wyrazéw stojacych w tym wierszu
o wielokrotno$é n na lewo odpowiada pomnozeniu kolumny przez element odwracalny z P tak, aby
dosta¢ w jednym miejscu jednomian 2"

Ostatecznie dostaniemy macierz takiej postaci:

z° 24 23 22
€1 €2 €e3| €1 €2 €e3|€1 €2 €3|€e1 €2 €3
0 0 O 0 0O|le 0O eo|e 1
0 0 0 0 1
1
W jej wierszach mamy wektory (v}, vh, ..., v;,) takie, ze V = span{z'vj| i > 0}. Liczba kropek

w macierzy jest réwna zespolonemu wymiarowi ().

Powyzsza macierz odpowiada komérce Q)5 3 4)-

Ogodlnie w komdree ), (traktowanej jako podzbidr X') znajduja si¢ przestrzenie V' takie, ze przy
filtracji V' przez H,; skoki wymiaru pojawiaja si¢ w miejscach (k; + jn, i) dla j > 0.

Koriczymy nasze rozwazania nastgpujacy stwierdzeniem:

Stwierdzenie 2.8. Przestrzeri Q0q4U (n) ma Z sktadowych spdjnosci. W i-tej sktadowej zawierajq sie
wszystkie petle f o stopniu wyznacznika det f rownym i. Co wigcej, jesli f € Qy, to stopieri det f jest
rowny . ki. Czyli

QU =TT U @

p 27 ki:p

Dowad. Jesli dwie petle f 1 g leza w tej samej spojnej sktadowej, to detf i detg sa homotopijne,
a wigc maja jednakowy stopien. Trzeba jeszcze pokazad, ze jesli det f i detg maja jednakowy stopien,
to sa homotopijne przez petle algebraiczne.

Niechp e P,p = Z;’;O A;z*. Niech Ak, bedzie petla postaci

A, = diag(2™, ..., 2Fn) =

Mnozac A\ z prawej strony przez pewien element z P dostaniemy macierz iy, wigc A\, € Q.
Przeksztalcenie h(t)(z) = p((1 —t)z) okresla homotopie migdzy p a Ay. Poniewaz Ay € GL(n,C),
a GL(n,C) jest spdjna, wigc p jest homotopijna z petla ¢ — diag(1, ..., 1) przez petle algebraiczne.
Stad jesli f = pAi P dla pewnego p € P, to f jest homotopijna przez petle algebraiczne z Ay
Udowodnimy teraz, ze \j jest homotopijna przez petle algebraiczne z )\(Zi ki,0,...,0)-
Rozwazmy najpierw macierz 2 x 2:

B (1 —t)a+tab t(1—t)(ab—a)
g(t)_( A-Db-1)  (1—t)h+t ) @b

Okresla ona homotopig¢ migdzy macierza

7N
o R
> O
N———
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a macierza

ab 0

0o 1/
Co wigcej, tatwo policzyé, ze dla kazdego ¢ € [0, 1] wyznacznik macierzy g(t) jest rtéwny ab, a jej
wiersze tworza baze ortonormalna. W szczegdlnosci dla @ = 2z i b = 2*2 dostajemy homotopie
miedzy petla diag(2*, 2#2) a diag(z*1 72 1). Z postaci macierzy (2.1) wynika, ze homotopia ta jest
przez petle algebraiczne. Zatem w podobny sposéb petla

)\(kl7k2a~--»kn727knflykn) € QalgU(n)

jest homotopijna przez petle z 2,;,U (n) z macierza

Akt kyooslin 2,k 1+k0) € LatgU (1),

a ta z kolei jest homotopijna z petla

At koo sbin—o4kn—14kn,0,0) € LargU(n).

Powtarzajac t¢ operacj¢ otrzymujemy ostatecznie, ze petla

At k3o fin—1,kn)

jest homotopijna przez petle algebraiczne na U(n) z

A, Ki0,...0)-

Stopieft wyznacznika A ... o) jest réwny k, wiec rzeczywiscie Q44U (n) ma Z sktadowych
spdjnosci.

O

Zauwazmy jeszcze, ze wyznacznik kazdej petli S — SU(n) ma stopief réwny 0, bo detA = 1
dla A € SU(n). Dostajemy nastgpujacy
Whiosek 2.9. €Q41ySU(n) = Us~ 4,20 Qk-

Przestrzeni Qq;,U (n) wklada si¢ w grassmannian G(H) = {J,,, G(H_,/Hn) = U,, G(C*™™).
JesliV € X, to V/H,, € G(C?>™). Pokazalismy tez, ze dla V € Q) istnieja wektory vy, ..., vy
takie, ze

— V =lin{z%;| i > 0}
— v = eizki+(wyrazy réwne e;zP i p > k; lub réwne ejzki ij <)

Zatem

dim(V/H,,) = Z(m — ki) =mn — Z ki,

i
dim(H_p|V) = dimH_/Hp, — dimV/Hy, = 2mn — (mn — Y _ ki) =mn+>_ k;.
i i
Tym sposobem dostajemy inng charakteryzacje podziatu §2,,,U(n) na spéjne sktadowe: V € X,
nalezy do p-tej spéjnej sktadowej 4,U (n), jesli
1, . ,
§(dzm(H,m/V) —dim(V/H,,)) = p.

Stad V' € X, nalezy do Q4,SU(n) wtedy i tylko wtedy, gdy dim(V/Hy,) = dim(H_,,/V).
Zatem petle Q7 SU(n) wkladaja sie w grassmanian G(mn,2mn), natomiast 2,4 SU(n) wklada
sig W limy,—ooG(mn,2mn) = BU.
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Rozdziat 3

Izomorfizm grup H;(2SU(n))
i H;(€4145U(n))

Celem tego rozdziatu jest opisanie izomorfizmu migdzy H;(2SU (n)) a Hg(Q414SU (n)) dla wszyst-
kich d. Najpierw pokazemy izomorfizm w gradacjach mniejszych od 2n, potem we wszystkich gra-
dacjach. Poniewaz dla kazdego d obie grupy homologii sg wolne o skoriczonej liczbie generatoréw,
wigc wystarczy pokazaé réwnos¢ rang tych grup, lub réwnowaznie wskazac bijekcje migdzy genera-
torami.

3.1. Izomorfizm grup homologii petli algebraicznych i gladkich w gra-
dacjach mniejszych niz 2n

Przeprowadzimy najpierw dowdd izomorfizmu Hy(Q2SU(n)) i Hy(aySU(n)) dla d < 2n. Te
wymiary sa szczegllnie wazne, bo mamy izomorfizm Hy(Q2SU (n)) = Hy(Q2SU) dla d < 2n.
Dodatkowo, jak zobaczymy, izomorfizm ten jest ciekawszy niz w ogélnym przypadku.

Niech

I={(k1,....kn) €Z" > ki =0}

oraz
T={(ky,....kn) €Z" Y ki =0,ky > ky > > ky}.

Przypomnijmy, ze (Wniosek [2.9):
QuigSU(n) = | Qu

kel

oraz (Stwierdzenie [2.7):
dim(Qx) = Y _ ki — kj| — v(k).

i<j

Wszystkie ciagi ze zbioru I mozemy uzyskaé¢ permutujac wyrazy ciagéw z I. Z kolei ciagi z T
mozemy uzyskac z ciagu samych zer poprzez ciag tzw. elementarnych operacji. Ciag k' € I powstaje
z ciagu k € I poprzez elementarng operacje, jesli istnieja liczby 0 < p < ¢ < n takie, ze

Ko=kp+ 1, k= kg — 1,

ki =k; dlai # p, q.
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Stwierdzenie 3.1. Jesli ciqg k' € I powstat z ciagu k € 1 przez zwigkszenie wyrazu ky, o 1 i zmniej-
szenie wyrazu kg 0 1 (p < q), to

dim(Qy) = dim(Qg) + 2(q — p)-

Dowdd.

dim(Qp) => (K, — k) =k, —kj+ > (kj—k)+ > (k,—k)+

i<j i#p,j#q J>p.J#q
Mok — k) + D (k- k) + Y (ky — k) =
i<p, i<q,i#p Ji>q
b+ 1= (k=1 + > (ki—kj)+ > (kp+1—kj)+
i#p,j7#q J>p.J#q
Z(ki_kp_1)+ Z(ki_kq"‘l)"'z:(kq_l_kj):
i<p, 1<q,i#p J>q

(kp—kg+2)+ D> (ki—k)+ | Y (kp—k) | +(n—p—1)+
1#£p,j#q J>p.i#q

S (ki—kp) |+ o+ D)+ | D) (ki—ky) | +(g—2)+

S kg =) | +(—n+q) =D (ki—kj) | +2(¢—p) =

J>q 1<j

dim(Qg) + 2(¢ — p)
O

Stwierdzenie 3.2. Jesli komorka @), ma wymiar zespolony nie wigkszy niz n, to w ciqgu k wystepujq
tylko liczby +£1i 0.

Dowdd. Najmniejszy wymiar komoérki Q;, gdzie | € I jest permutacja k € I, uzyskamy, jesli [
bedzie odwréconym ciagiem k£ (wtedy dostaniemy najwigksza liczbe par ¢ < j takich, ze [; < [;).
WeZmy ciag uporzadkowany nierosnaco k € I i niech [ € I bedzie odwréconym ciagiem k. Niech
k' € I bedzie ciagiem k po zastosowaniu elementarnej operacji do jakiejs pary (p, q), p < g, a ciag I/
bedzie odwréconym ciagiem k’. Niech d = ¢ — p. Wiemy, ze

dim(Qy) = |li = 1| — v(l),
i<y

przy czym

SN =1 =3 K K =Y ki — k424,

1<J 1<j 1<j

Skoro v(l') jest liczba par i < j takich, ze I} < I, to w poréwnaniu do v(l) mogto si¢ zwigkszy¢
o najwyzej d + (d — 1) = 2d — 1, bo ewentualne dodatkowe pary to (p, j), gdzie j < ¢ oraz (i, q),
gdzie © > p. Czyli

v(l') <o(l)+2d - 1.
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Ostatecznie dostajemy

dim(Qy) = |l = 1| —v(l') = ki — kj| + 2d — o(l') >

i<j i<j
> ki — k| —v(l) +2d — (2d — 1) =
1<j
> ki = kil = v(l) + 1 = dim(Q) + 1
1<J

Czyli stosujac jedna elementarng operacje zwigkszamy co najmniej o 1 najmniejszy wymiar komoérki,
ktéry mozna uzyskac z powstalego ciagu po ewentualnej permutacji.
Wystarczy teraz tylko zauwazy¢, ze wszystkie ciagi, w ktérych wystepuje wyraz wigkszy niz 1,

powstaja z ciagu (2,0, ...,0,—1, —1) po zastosowaniu najpierw pewnej ilosci elementarnych opera-
cji, a potem permutacji. Za$ dla ciagu k = (—1,—1,0,...,0,2) wymiar Q, jest rtéwny n + 1. To
koniczy dowdd stwierdzenia. O

Zbadamy teraz wymiary komoérek indeksowanych ciaggami ztozonymi z liczb {—1,0, 1} i takimi,
ze wszystkie jedynki sa w ciagu na prawo od minus jedynkek. Okaze si¢ p6Zniej, ze w dowodzie
izomorfizmu grup homologii wystarczy rozwazacé tylko takie ciagi.

Stwierdzenie 3.3. Dla ciqgu

komérka Q). ma wymiar m=.

Stwierdzenie 3.4. Niech

oraz a1 + by < n — 2m. Jesli ciqg k' € I powstat 7 ciqgu

E=(-1...—10...01...1)
~—_— ——

m m

przez przesunigcie wyrazu —1 z miejsca (m — i + 1) o b; wyrazow w prawo, a wyrazu 1 z miejsca
(n —m+ 1) 0 a; wyrazéw w lewo (i = 1,...,m), to komdrka Q,» ma wymiar réwny m?> + . a; +

2 bi

Dowdd. Oba stwierdzenia wynikaja ze Stwierdzenia[2.7] Zatozenie a; + by < n — 2m gwarantuje,
ze w ciagu k’ wszystkie wyrazy réwne —1 beda na lewo od wszystkich 1. O

Twierdzenie 3.5. Istnieje izomorfizm
H34(Qa1gSU(n)) = Hzq(S25U (n))
dlad < n.

Dowdd. PokazaliSmy w poprzednim rozdziale podziat €2,;,,SU () na komdérki o parzystych rzeczy-
wistych wymiarach. Zatem grupa homologii H4(£24;4SU (1)) jest rowna 0 dla nieparzystych d, a dla
parzystych jest grupa wolng z liczba generatoréw rowna liczbie komérek wymiaru rzeczywistego d.

21



Z kolei Hy4q(Q2SU (n)) jest grupa wolng o liczbie generator6w réwnej liczbie diagraméw Younga
o d kropkach i kolumnach nie dtuzszych niz (n — 1). Skoro jednak zaktadamy, ze d < n, to znaczy,
ze to dodatkowe ograniczenie na dtugos¢ kolumn jest niepotrzebne.

Szukamy wiec bijekcji miedzy diagramami Younga o d kropkach a komérkami ();, wymiaru
(zespolonego) d.

Wezmy dowolny diagram Younga X z d kropkami, d < n (X odpowiada generatorowi grupy
wolnej Ho4(2SU (n))). Niech m bedzie najwigksza liczba taka, ze kwadrat m x m zawiera sig w X.
Diagramowi X mozemy przypisa¢ dwa nierosnace ciagi liczb aq, . .., am, b1, . .., by, gdzie (a; +m)
jest réwna liczbie kropek w i-tej kolumnie X, a (b; + m) jest réwna liczbie kropek w i-tym wierszu
X. Przykladowo dla ponizszego diagramu dostajemy m = 3, a1 = 2, a2 = 1, a3 = 1, by = 4,
by = 2, bs = 0. Kwadrat 3 x 3 wyrdzniony jest za pomoca gwiazdek.

3.1

o O Xt Xt X
® X X X
® X > >

°

Diagramowi X przyporzadkowujemy ciag k € I, ktory sktada si¢ z m jedynek, m minus jedynek
i (n — 2m) zer, przy czym

-1 dlai=m-—-j+1+b,j=1,...,m
ki=<¢ 1 dlai=n—-m+j—a;,j=1,....,m
0  wpp

Innymi stowy, zeby uzyskac ciag k, w ciagu

(=1...—10...01...1)
—_——
m n—2m m

przesuwamy ¢-tg jedynke (od lewej) o a; w lewo, a i-ta minus jedynke (od prawej) o b; w prawo. Na
przyktad dla komérki (3.1) i n = 15 dostajemy ciag

(-1,0,0,-1,0,0,-1,0,0,0,1,0,1,1,0)

Zgodnie ze Stwierdzeniemwymiar komorki Qg jest réwny (m? + 3, a; + >, b;) = d.

Opisane odwzorowanie jest oczywiscie réznowartosciowe, bo z réznych diagraméw dostajemy
rézne ciagi. Trzeba jeszcze udowodnié, ze jest ,,na”. WeZmy dowolng komérke @ wymiaru d.
Poniewaz d < n, wigc zgodnie ze Stwierdzeniem w ciagu k wystepuja tylko liczby £1 i 0.
Zat6zmy, ze liczba wystapien 1 w ciagu k jest réwna m. Wtedy ciag ten powstaje z ciagu

K =(-1,...,-1,0,...,0,1,...,1)
N———— N—_——

m m

przez zastosowanie dokladnie (d — m?) transpozycji sasiednich elementéw k., K 4 takich, ze ki <
ki 1. Mamy, zed —m* < n—1-m? < n—2m(bo0 < (m — 1)?), zatem po zastosowaniu
transpozycji wszystkie minus jedynki bedq nadal po lewej stronie wszystkich jedynek. DostaliSmy
wiec ciag opisany w Stwierdzeniu [3.4]i oczywiscie istnieje dla niego odpowiedni diagram Younga.
Zatem opisane przeksztalcenie rzeczywiscie jest bijekcja.

O
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Jesli komoérka (), ma wymiar zespolony mniejszy od n, to w ciagu k wystepuja tylko liczby
{-1,0,1}. Zatem Q C QilgSU(n). Czyli addytywne generatory Hg(24;,SU (n)) dlad < 2n
pochodza od generatoréw H, (2}, ;U (n)). Wiemy réwniez, ze Ql 49U (n) wkiada si¢ w grassma-
nian G(n, 2n), ktéry z kolei jest podkompleksem w przestrzeni klasyfikujacej BU. Generatory grupy
wolnej Hoq(G(n,2n)) to diagramy Younga o d kropkach, w ktérych kolumny maja nie wigcej niz
n kropek, a wiersze nie wigcej niz 2n — n = n kropek. Dla d < n ograniczenia na dtugosci wier-
szy i kolumn nie sg juz potrzebne, to znaczy rozpatrujemy wtedy wszystkie diagramy Younga o d
kropkach. Ostatecznie dostajemy, ze dla d < 2n izomorficzne sg grupy:

Hg(QSU(n)) =2 Hq(2q45U (n)) = Hy(QL,, SU(n)) = Hy(G(n,2n)) = Hy(BU).

alg

3.2. Izomorfizm grup homologii petli algebraicznych i gladkich we wszyst-
kich gradacjach

Dowodu Twierdzenia [3.5] z poprzedniego rozdziatu prawdopodobnie nie da si¢ fatwo uogélni¢ na
wyzsze gradacje. Mozna natomiast dowies¢ tego twierdzenia dla wszystkich gradacji w inny spo-
s6b, mianowicie pokazujac bijekcj¢ migdzy diagramami Younga odpowiadajacymi generatorom grup
H;(©2SU(n)) a diagramami pojawiajacymi si¢ przy wypisywaniu macierzy dla komérki Q. Przy-
ktadowo dla komérki Q(_ g 2,—1) dostajemy macierz:

22 2! 29 271
€1 €2 €3 €4 | €1 €z €3 €4 |€1 €2 €3 €4 |€1 €3 €3 €4
0O 0 0 0|0 O e 0|0 O 0|0 e e 1 3.2)
0 0 0 0,0 O 00 O 0|1
0O 0 0 0|0 O e OO0 1
0 0 1

Odpowiadajacy jej diagram Younga powstaje przez utozenie wierszy kropek z macierzy:

Wiemy, ze addytywne generatory grupy Ho(2SU (n)) sa w bijekcji z diagramami o k kropkach,
w ktérych kolumny sg krétsze niz n.

Komérka @), odpowiada generatorowi Hoy, (§24,4SU (1)), jesli jest wymiaru zespolonego k, czyli
jesli w jej diagramie Younga jest k kropek. Widaé tez z konstrukcji diagramu z macierzy, ze kolumny
diagramu nie moga mie¢ wigcej niz n — 1 kropek. Zatem diagramy tworzone z komérek (), sa pod-
zbiorem tych odpowiadajacych generatorom Hoy(Q2SU (n)). Wystarczy tylko pokazaé, ze kazdemu
generatorowi Hy, (25U (n)) odpowiada doktadnie jedna komorka Q5. Réwnowaznie, kazdy diagram
Younga o k kropkach i kolumnach krétszych niz n jest realizowany jako diagram dokladnie jednej
komoérki Q). Nie jest bowiem jasne, czy kazdy diagram odpowiada jakiej$ komérce w €24, SU (1)
i czy dwie komérki nie moga mie¢ identycznych diagraméw.

Opiszemy teraz algorytm tworzenia macierzy (takiej jak [3.2)) z diagramu Younga.

Najpierw przypomnimy sposéb tworzenia macierzy na podstawie ciagu k = (k1, .. ., k), ponie-
waz na tym bedzie oparty ten algorytm. Niech k = (k1, k2 ..., ky,). Dla k; wpisujemy 1 w kolumnie
e; 2", w i-tym wierszu. Na lewo od tego pola co n kolumn wpisujemy zera. W kolumnie z jedynka
pozostale pola réwniez wypetniamy zerami. Po przejsciu przez ta procedure dla wszystkich k;, puste
pola na lewo od jedynek wypelniamy kropkami. W ten sposéb dostajemy diagram Younga. Zeby
miat ,,legalny” ksztatt, trzeba odpowiednio zmienié kolejno$¢ wierszy.
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Odwrdcenie tej procedury da nam algorytm zmieniania diagramu Younga w macierz. Zaczynamy
od napisania w gérnym wierszu jedynki. Co n kolumn na lewo od jedynki wpisujemy zera (w ca-
tej kolumnie). Nastgpnie w kolejne wolne pola po lewej od jedynki wpisujemy kropki z diagramu
Younga, ktére sa w kolumnach o dtugosci 1 (czyli te kropki pierwszego rzgdu, pod ktérymi nie ma
kropek z drugiego rz¢du). Przyktadowo dla diagramu

macierz po opisanych dwéch poczatkowych krokach wyglada tak:

o o1

0

[en] Ren) Nen] Neaw)

0
0
0

W nastgpnym kroku wpisujemy jedynke w drugim wierszu macierzy w pierwszej wolnej kolumnie
na lewo od ostatniej wpisanej kropki. Analogicznie jak w pierwszym kroku dopisujemy zera co
n kolumn w lewo oraz nad wpisang jedynka. Nastgpnie wpisujemy w macierz kolumny diagramu
Younga o dtugosci 2. Nasza przyktadowa macierz powinna wygladac tak:

oo |1

[es) Ren)l Nen] Neaw)
(==} Nen) Nen) Nan)
(=) Ren) Nen) Nean)

Powtarzamy kolejno ta procedure, czyli wpisujemy jedynke w odpowiednim miejscu w ¢-tym wierszu
oraz te kolumny diagramu Younga, ktére maja dtugosc¢ ¢. Dostajemy ostatecznie macierz

0/0|0|e|0|0|0|e@|0|0|0|@[0|0|e|e]1
0/0|0|e|0|0|0|e|0]|0|0|e|0]|1
0/0|0|e|0|0|0O|e|0O]0O]1

(=) Nen)l Nan) Nean)
ol K==] K en) Nan]

Trzeba jeszcze ustali¢ jej doktadne potozenie, to znaczy w jakiej kolumnie ejizki lezy jedynka
w i-tym wierszu. Zalézmy, ze ostatnia (skrajnie lewa) jedynka jest w kolumnie ej"zk“ ik, jest
ustalone. Indeks j, moze by¢ réwny 1, 2, ..., n. Poniewaz suma Zz k; ma by¢ réwna 0, wigc
ustalajac j,, rOwnanie ZZ k; = 0 zamienia si¢ w réwnanie z jedng niewiadoma k,: k, +1 = 0
(I zalezy wiasnie od wyboru j,).

W naszym przykladzie mamy 4 mozliwosci wyboru j, i 4 réwnania:

Ja=1
2F4 28 2k2 2k
€1 €y €3 €4 | €1 €2 €3 €4 | €1 €2 €3 €4 €1 €9 €3 €4 | €1 €9
0O 0 0 O 0O 0 0O|e O O O 0 o | o 1
0 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 1
0O 0 0 O O 0 O0|e O O 1
1 0 0 O

k1+k2+k3+k4=(k4—4)+(k‘4—3>—|—(k4—2)+k4=4k‘4—9=0
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Ja=2

2k 2P 22 2k
€1 €9 €3 €4 | €1 €2 €3 €4 | €1 €2 e3 €4 el €2 €3 €4 €1 €2 €3
0 0 0 010 0 0|0 e O O[O0 e 0 0| e 1
0O 0 0 07]O0 0O 0|0 e 0O 0] O 0 1
0 0 0 010 0O 0|0 e O O 1
0O 1 0 07]O0
k‘1+k‘2+k‘3+k‘4:(k4—4)—|—(]€4—3)+(k4—3)+k4:4/€4—10:0
Ja=3
2F4 2F3 2F2 e
€1 €2 €3 €4 | €1 €2 €3 €4 | €1 €2 €3 €4 | €1 €9 €3 €4 €1 €y €3 €4
0O 0 0 0|0 O 0|0 O 0|0 O e 0|0 e e 1
0 0 0 0]0 O 0,0 O 00 O e 0|1
0O 0 0 0|0 O 00 O 0|0 1
0O 0 1 0|0 O
k1+k2+k3+k4:(k4—4)—|—(k4—4)+(k4—3)+k4:4]€4—1120
Ja=4
k4 ) ) k1
€1 ey €3 €4 €1 €y €3 €4 | €1 €y €3 €4 | €1 €39 €3 €4 | €1 €9 €3 €4 €1
0 0 0o 0j]0 O O e 0 O O 0 0 0 e[| 0 0O e o] 1
O 0 0 0jO0 O O |0 O O 0O 0 0 e|O0 1
O 0 0 0jO0 O O |0 O O 0O 0 1
O 0 0 110 0 O

ki +ko+ks+ks=(ks—5)+ (ks —4)+ (ks —3)+ ks =4ky —12=0

Przy wpisywaniu jedynki do macierzy, wpisywaliSmy zera we wszystkie kolumny lezace o wie-
lokrotno$é n na lewo od jedynki. Zatem jesli przez l; oznaczymy odleglos¢ i-tej od lewej strony
jedynki od tej skrajnie lewej, to zadne dwa [;, [; nie beda przystawaty do siebie modulo n. Niech ]
bedzie reszta z dzielenia l; przez n. UzasadniliSmy wiasnie, ze {I1,15,...,0,} ={0,1,...,n — 1},
tzn. ze kazda reszta jest przyjmowana dokladnie raz. Réwnowaznie, i-ta jedynka lezy w kolumnie
ejizki iindeksy j; sa rozne. Przy przesuwaniu skrajnie lewej jedynki w prawo (to znaczy zamianie e;
na e;1) ta wlasnosc¢ jest oczywiscie zachowywana. Zatem kazde przesunigcie skrajnie lewej jedynki
w prawo powoduje zmniejszenie doktadnie jednego wskaznika k;, czyli zmniejszenie sumy ), k;
o doktadnie 1 (bo doktadnie jedna jedynka przechodzi z kolumny e,, 2% do kolumny e; z¥~1).

DostaliSmy wigc, ze tylko jedno ulozenie daje réwnanie nk, + | = 0 takie, ze [ dzieli si¢ przez
n. Tylko to utozenie odpowiada jakiej$ koméree Qj, C Q45U (n). To koficzy dowdd.

a

Na koniec udowodnimy jeszcze, ze oba opisane w tym rozdziale izomorfizmy

Hd(QS’U(n)) = Hd(QalgSU(n))

pokrywaja si¢ dla d < 2n. Wystarczy pokazad, ze dla danego ciagu k o postaci opisanej w Stwierdze-
niu [3.4] (czyli ztozonego z wyrazéw réwnych —1, 0, 1, przy czym wszystkie jedynki sa na prawo od
minus jedynek) rysujac macierz dla komorki (), dostaniemy diagram Younga opisany w dowodzie
Twierdzenia
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Niech wigc ciag k bedzie ciagiem dlugosci n, w ktérym jest m jedynek, m minus jedynek,
areszta wyrazow jest rowna 0 i niech wszystkie jedynki beda w k na prawo od minus jedynek. Niech
ai,...,amiby,..., by bedaliczbami takimi, ze i-ta jedynka od lewej jest na pozycji n—m+j —aj,
a i-ta minus jedynka od prawej jest na pozycji m — j + 1 + b;. Innymi stowy, w ciagu

k=(-1,...,-1,0,...,0,1,...,1)
——— ~——
m m
przesuwamy -t jedynke od lewej o a; w lewo, a ¢-ta minus jedynke od prawej o b; w prawo. Widac,
ze ciag k mozna scharakteryzowac jeszcze inaczej, mianowicie i-ta jedynka od lewej ma na prawo od
siebie doktadnie a; zer, a ¢-ta minus jedynka od prawej ma na lewo od siebie doktadnie b; zer.

Postgpujemy teraz zgodnie z opisanym wczesniej algorytmem, czyli wpisujemy jedynke w ko-
lumne zlej, jesli k; = 1 (I € {—1,0,1}), pézniej dopetniamy macierz zerami i kropkami. Przyj-
rzyjmy si¢ blizej kolumnom z‘lej. Zatézmy, ze kj, = —1. W kolumnie z_lejo mamy wpisang
jedynke. W tym samym wierszu na lewo od jedynki kropki beda doktadnie w tych kolumnach z~'e;,
w ktdérych nie wpisaliSmy jedynki, czyli dla takich j, ze k; = 0 (k; nie moze by¢ réwne 1, bo jedynki
sa na prawo od minus jedynek). Innymi stowy, na lewo od jedynki jest w kolumnach z‘lej doktad-
nie tyle kropek, ile w ciagu k zer na lewo od jo. Ale, jak wiemy, jesli kj, = —1, to na lewo od jo
jest doktadnie b, zer. Zatem w kolumnach z_lej stworzymy cze$¢ diagramu Younga na prawo od
kwadratu m x m i i-ty wiersz od géry bedzie miat doktadnie m + b; kropek.

W podobny sposéb analizujemy czg$¢ macierzy ztozona z kolumn zoej. Jedynki pojawiaja si¢
tam dla tych j, dla ktérych k; = 0. Natomiast kropki wpisujemy do tych kolumn zoej, dla ktérych
k; = 1. Pozostale pola sa albo puste, bo znajduja si¢ na prawo od jedynki w swoim wierszu, albo
wpisujemy w nim 0, bo w 2z~ e, jest jedynka. Dodatkowo jesli kj, = 1, to w kolumnie 2°k;, bedzie
m + a;, kropek, bo w ciagu k£ na prawo od jo jest a;, zer.

Ponizej przedstawiono przyktad dla ciagu £ = (0,—1,0,—1,0,—1,0,1,1,0,1). Macierz dla
tego ciagu wyglada tak (zeby nie zaciemnia¢ obrazka, nie wpisano w nia zer i pominigto kolumny
zlej):

20 21
€1 €2 €63 €4 €5 € €7 €eg €9 €10 €11 [ €1 e2 €3 €4 €5 €6 €7 €3 €9 €10 e11
* * * . . . 1
* * * ° . 1
* * * . 1
1
1
1
1
° . 1
o -1 0 -1 0 -1 O 1 1 o0 1}0 -1 O -1 o0 =1 o0 1 1 o0 1

Uzyskujemy z niej diagram Younga identyczny z tym skonstruowanym na podstawie dowodu

Twierdzenia

® X X Xt

® X X

NENVERE
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Rozdzial 4

Homotopijna rownowaznos¢ (QQ.SU (n)
iy, SU(n)

W poprzednim rozdziale udowodniliSmy, ze grupy homologii przestrzeni QSU(n) i 445U (n) sa
izomorficzne w kazdej gradacji. Co wigcej, w nieparzystych gradacjach grupy te znikaja, a w parzy-
stych sg grupami wolnymi o skoiczonej liczbie generatoréw. Jednak ten izomorfizm nie byt induko-
wany przez zadne przeksztalcenie.
W tym rozdziale pokazemy, ze wtozenie petli algebraicznych w petle gladkie indukuje izomor-
fizm pierScieni homologii. Z tego wywnioskujemy homotopijna rownowazno$¢ obu przestrzeni.
Zachodzi nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 4.1 (Whitehead). Jesli X i Y sq jednospojnymi CW-kompleksami i przeksztatcenie
[+ X — Y indukuje izomorfizm f.: Hy(X) — Hp(Y) dla kazdego k, to f jest homotopijng réwno-
waznosciq.

Dowdéd mozna znalez¢ m.in. w ksiazce Hatchera [Hatcher] (Wniosek 4.33).

Dla rozwazanych w pracy przestrzeni petli naturalnym wyborem odwzorowania bedzie wlozenie
Qa1gSU(n) — QSU(n). Obie przestrzenie sa jednospéjne: €2,,SU (n) nie ma komérek nieparzy-
stego wymiaru, natomiast dla Q.SU (n) mamy rozwi6knienie

QSU(n) —=QSU(n + 1) — 8§21,
ktére implikuje ciag doktadny
m(QSU(n)) - m(SU(n+1)) — 7.[.1(9527171).

Poniewaz SU (1) jest punktem, wigc 7 (25U (1)) = 0 i przez indukcje dostajemy, ze 71 (SU(n)) =
0 dla kazdego n.

Wtozenie 24, SU (n) — Q.SU (n) indukuje homomorfizm grup Hy,(€2,14SU (n)) i Hy,(Q2SU(n))
dla wszystkich k, ale réwniez og6lniej homomorfizm pierscieni H, (§2,,5U (n)) 1 H.((Q2SU(n)).
Gdyby udato si¢ udowodnié, ze ten homomorfizm jest epimorfizmem lub monomorfizmem, to razem
z wynikiem z poprzedniego rozdziatu implikowatoby to izomorfizm.

4.1. Rozmaito$¢ generujaca
Opiszemy teraz (bez dowodow) wynik Botta z pracy [Bott5§]].

Niech G bedzie zwartg spdjna grupa Liego. Przez (Q2G)o rozumiemy sktadowa spdjnosci jedynki
w przestrzeni (G (zauwazmy, ze poniewaz G jest grupa, wigc wszystkie sktadowe spdjnosci musza
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by¢ dyfeomorficzne z (2G)g). Niech s: S — G bedzie homomorfizmem. Przez G5 oznaczamy
centralizator obrazu s w (G, natomiast przez G*® grupe warstw lewostronnych G/Gy.
Rozwazmy przeksztatcenie z G w grupe petli QG:

x> zs(z)zts(2) 7 (x € G,z € S

Jesli hg € hG (tzn g € Gy), to hgs(z)g th~1s(z)~! = hs(z)h~'s(z)~!, wigc przeksztatcenie
to jest stale na kazdej warstwie GG;. Dodatkowo prowadzi ono w sktadowa spéjnosci jedynki QG.
Mamy wigc dobrze okreslone przeksztalcenie:

9°: G° — (QG)o.

Niech teraz T bedzie maksymalnym torusem w G zawierajacym s, W grupa Weyla, 3 zbiorem
pierwiastkéw G. Niech A bedzie modutem w H;(T") generowanym przez s i wszystkie transforma-
cje s wzgledem W.

Definicja 4.2 ([Bott58], Definicja 1.1). Homomorfizm s: S' — G nazywamy okregiem generujacym,
jesli dla kazdego pierwiastka 0 € ¥ istnieje xg € Ag taki, ze 0(xg) = 1. Grupe G*° nazywamy wtedy
rozmaitosciq generujqcq.

Ponizsze twierdzenie wyjasnia nazewnictwo uzyte w tej definicji:

Twierdzenie 4.3 ([Bott58]], Twierdzenie 1). Jesli s jest okregiem generujqcym dla G, to obraz prze-
ksztatcenia

g:: H(G®) — H.((QG)o)
generuje caty pierscieri H.((2G)p).

Twierdzenie 4.4 (|[Bott38]], Twierdzenie 2). Dla kazdej zwartej grupy Liego z trywialnym centrum
istnieje okrqg generujqcy.

Jesli Z jest centrum grupy G, to mamy nakrycie G — G/Z. Petle Sciagalne w G/Z podnosza
si¢ do petli Sciagalnych w G, wige (QG)g = (QG/Z)y. Mozemy wigc méwié réwniez o okregach
i rozmaitoSciach generujacych dla grup z nietrywialnym centrum.

Przestrzeni QSU (n) jest spdjna, wiec (2SU (n))o = QSU(n). Zatem obraz indukowanego prze-
ksztalcenia z rozmaitosci generujacej w QSU (n) generuje pierscien H,(QSU (n)).

W swojej pracy (pod koniec piatego rozdziatu) Bott podaje tez przyklady okregdéw i rozmaitosSci
generujacych dla niektdrych klasycznych grup. W szczegdlnosci dla SU (n + m) okregiem generu-

jacym jest przeksztalcenie
1 ZnIm ‘ 0
S S ( O ‘ Z_mIn

gdzie

0 x
Odpowiadajace im rozmaitosci generujace to grassmanniany G(m,n + m).
W szczegdlnoscei dla m = 1 dostajemy okrag generujacy

Sz . 4.1
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i rozmaito$¢ generujaca G(1,n + 1) to przestrzeii rzutowa CP". Jest to najwygodniejszy opis rozma-
itosci generujacej dla SU (n + 1).

Przeksztalcenie CP" 1 — QSU(n) generujace pierscieni homologii H,(QSU(n + 1)) pojawia
sig rowniez w innych pracach, m. in. w pracy Mitchella [Mitch] oraz ksiazce Dyera [[Dyer69], w kt6-
rej jest rowniez dowdd, ze przeksztalcenie w istocie generuje pierScien homologii przestrzeni petli.
Dodatkowo, generatory v; € H,(2SU(n)) dlai = 1,2,...,n — 1 s obrazami generatoréw addy-
tywnych H,(CP"~!). Praca Botta ma te zalete, ze definiuje rozmaito$¢ generujaca dla szerszej klasy

grup.

4.2. Homotopijna réwnowaznos$¢ 25U (n) i ,,5U (n)

Rozwazmy okrag generujacy s: S! — SU(n) opisany réwnaniem (4.1). Mamy przeksztatcenie
z odpowiadajacej mu rozmaito$ci generujacej w przestrzef petli

f:CP" ! = QSU(n)
oraz indukowane przeksztatcenie
fr: H(CP"Y) — H,(QSU(n)),

ktérego obraz generuje caty pierscien H.(SU(n)).
Oczywiscie przeksztatcenie f prowadzi w petle algebraiczne. Dostajemy wigc indukowane prze-

ksztalcenia

Ho(CP") — 2% H,(QuySU(n)) —== H,(2SU(n))

i obraz ztozenia i, f, generuje pierscieri H,(2SU(n)). Zatem obraz pewnego podzbioru pier$cienia
H, (445U (n)) generuje pierscien H,(QSU(n)). Stad wynika, Ze samo wlozenie

Qu1ySU (n) —— QSU (n)

indukuje epimorfizm

H.(Qa1ySU(n)) > H.(QSU(n)) .

Poniewaz wiemy tez, ze grupy homologii obu przestrzeni sa we wszystkich gradacjach izomorficz-
nymi grupami wolnymi, wigc %, musi by¢ izomorfizmem.

Whiosek 4.5. Wiozenie 24,,SU (n) — QSU(n) jest homotopijng réwnowaznosciq.

Wnhiosek 4.6. Wiozenie €11, SU — QUSU jest homotopijng réwnowaznosciq.
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