
Motywy Vladimira Voevodskiego

Mar
in Cha lupnik Andrzej Weber

maj 2003

0 Wste

�

p

Vladimir Voevodsky otrzyma l medal Fieldsa w 2002 r. za pra
e z pograni
za

geometrii algebrai
znej i topologii. Cze

�

sto wymienianym osia

�

gnie

�


iem laureata

jest dow�od hipotezy Milnora wia

�

_za

�


ej K{teorie

�

i kohomologie Galois. Obie

teorie opisuja

�

pewne w lasno�s
i arytmety
zne 
ia l. Dow�od hipotezy Milnora

wymaga l rozwinie

�


ia nowej teorii kohomologii dla rozmaito�s
i algebrai
zny
h.

Najwa_zniejszym wk ladem Voevodskiego by lo rozszerzenie kategorii rozmaito�s
i

algebrai
zny
h tak aby mo_zna by lo w niej u_zywa�
 metod teorii homotopii. Meto-

dami tymi Voevodski skonstruowa l swe \kohomologie motywi
zne", kt�ory
h u_zy l

do dowodu hipotezy Milnora. Waga pra
 Voevodskiego, poza i
h konkretnymi

zastosowaniami, polega na tym, _ze pokazuja

�

one, jak formalizm teorii homotopii,

be

�

da

�


ej pote

�

_znym narze

�

dziem topologii algebrai
znej, mo_zna z powodzeniem

stosowa�
 w inny
h dziedzina
h matematyki.

Zanim przejdziemy do naszki
owania podstaw teorii Voevodskiego warto

powiedzie�
 kilka zda�n o nim samym oraz o niekonwen
jonalnej strategii jego

pra
y badaw
zej. Vladimir Voevodsky studiowa l na Pa�nstwowym Uniwersyte-


ie Moskiewskim. W 1989 roku wyje
ha l na studia doktoran
kie na Uniwer-

sytet Harvarda, gdzie w r. 1992 uzyska l doktorat pod opieka

�

D. Kazhdana.

Mniej wie

�


ej w tym okresie rozpo
za

�

 l pra
e

�

nad motywi
znymi kohomologiami.

Pomys l i
h konstruk
ji, zainspirowany pewnymi wynikami A. Suslina, przed-

stawi l w li�s
ie otwartym do A. Beilinsona ([V1℄) datowanym 6{go grudnia 1992.

Od tego momentu Voevodsky umiesz
za l na og�olnodoste

�

pnym serwerze

1

li
zne

artyku ly w kt�ory
h rozwija l swoja

�

teorie

�

. Jednak pra
e te zawiera ly w wielu

klu
zowy
h miejs
a
h jedynie szki
e dowod�ow, a kolejne wersje zmienia ly w is-

totny spos�ob podstawowe konstruk
je. Wa

�

tpliwo�s
i pog le

�

bia l fakt, i_z _zadna

z ty
h pra
 nie by la publikowana w re
enzowanym 
zasopi�smie. Mimo to

idee Voevodskiego zjednywa ly sobie stopniowo uznanie �srodowiska matematy-


znego. Od po lowy lat dziewie

�

�
dziesia

�

ty
h za
ze

�

 ly sie

�

ukazywa�
 om�owienia

jego pra
 autorstwa znany
h matematyk�ow taki
h jak E. Friedlander, B. Kahn

([Fr℄, [Ka℄ | artyku ly w Seminarium Bourbaki), S. Blo
h, P. Deligne 
zy

C. Weibel. Pod konie
 lat dziewie

�

�
dziesia

�

ty
h teoria Voevodskiego mniej wie

�


ej

1

Jest to serwer K{theory http://www.math.uiu
.edu/K-theory/. Ponadto pra
e

zwia

�

zane z tematyka

�

motywi
zny
h kohomologii mo_zna znale�z�
 pod adresem internetowym

http://math.ias.edu/�vladimir/seminar.html.
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sie

�

wykrystalizowa la i jej zasadni
ze idee autor w jasny spos�ob wy lo_zy l na od
zy-


ie wyg loszonym na ICM'98 w Berlinie ([V3℄). W sz
zeg�olno�s
i, dzie

�

ki wysi lkom

Voevodskiego oraz jego wsp�o lpra
ownik�ow (A. Suslin, E. Friedlander, F. Morel,

M. Rost), uda lo sie

�

wype lni�
 luki w dowodzie hipotezy Milnora be

�

da

�


ym naj-

wa_zniejszym jak dota

�

d zastosowaniem jego teorii. Wydaje sie

�

, _ze rozpo
za

�

 l

sie

�

pro
es aktywnego asymilowania idei Voevodskiego przez matematyk�ow nie

be

�

da

�


y
h jego bezpo�srednimi wsp�o lpra
ownikami. W 
ia

�

gu ostatni
h kilku lat

powsta lo wiele pra
 dla kt�ory
h wyniki Voevodskiego stanowia

�

punkt wyj�s
ia

do dalszy
h bada�n.

Om�owienie pra
 Voevodskiego rozpo
zniemy od naszki
owania histo-

ry
znego kontekstu z jakiego wyros ly. Naste

�

pnie om�owimy podstawy jego teorii

kon
entruja

�


 sie

�

na opisie jej najwa_zniejszej 
ze

�

�s
i jaka

�

sa

�

\kohomologie moty-

wi
zne". Na konie
 spr�obujemy przybli_zy�
 
zytelnikowi problematyke

�

zwia

�

zana

�

z hipoteza

�

Milnora.

Autorzy dzie

�

kuja za pomo
 w przygotowaniu artyku lu profesorom S. Bet-

leyowi, A. Bia lyni
kiemu-Biruli, J. Browkinowi, R. Polowi i M. Szyjewskiemu.

1 Kohomologie rozmaito�s
i algebrai
zny
h

Niezli
zone zastosowania teorii kohomologii singularny
h w topologii od dawna

za
he

�


a ly matematyk�ow do pr�ob znalezienia odpowiednika tej teorii w �swie
ie

geometrii algebrai
znej. W s lynnym artykule [We℄ A. Weil wykaza l, _ze samo

istnienie teorii maja

�


ej pewne formalne w lasno�s
i znane z topologii alge-

brai
znej nak lada loby bardzo silne ograni
zenia na li
zbe

�

rozwia

�

za�n r�owna�n

algebrai
zny
h nad F

q

k (sa

�

to hipotezy Weila). Rozumowanie Weila oparte jest

na prostej obserwa
ji: rozwa_zmy zbi�or rozwia

�

za�n r�ownania nad algebrai
znym

domknie

�


iem F

q

. Punkty, kt�ore sa

�

rozwia

�

zaniami nad F

q

k sa

�

punktami sta lymi

dzia lania k-tej pote

�

gi automor�zmu Frobeniusa. Na mo
y formu ly Lefs
hetza

(je�sli uda sie

�

ja

�

dowie�s�
) i
h li
zba n

k

jest r�owna �sladowi pote

�

gi automor�zmu

Frobeniusa dzia laja

�


ego na kohomologia
h. Wynika sta

�

d na przyk lad, _ze pewna

li
zba po
za

�

tkowy
h warto�s
i n

k

determinuje 
a ly i
h 
ia

�

g.

Naszki
ujemy teraz po
hodza

�


a

�

od Grothendie
ka i jego szko ly konstruk
je

�

kohomologii �etalny
h, kt�ore pozwoli ly P. Deligne'owi udowodni�
 hipotezy Weila.

W sytua
ji gdy rozmaito�s�
 algebrai
zna X jest zde�nowana nad C 
ennym

narze

�

dziem sa

�

kohomologie o wsp�o l
zynnika
h w snopa
h. W sz
zeg�olno�s
i ko-

homologie o wsp�o l
zynnika
h w snopie sta lym sa

�

izomor�
zne z kohomologiami

singularnymi X traktowanego jako rozmaito�s�
 topologi
zna. Jednak_ze gdy roz-

patrujemy rozmaito�s
i okre�slone nad dowolnym 
ia lem to jedyna

�

topologia

�

jaka

�

rozporza

�

dzamy jest topologia Zariskiego. Topologia ta jest zde
ydowanie zbyt

uboga dla potrzeb homologi
zny
h (np. kohomologie o wsp�o l
zynnika
h w snopie

sta lym wzgle

�

dem topologii Zariskiego sa

�

trywialne). Genialnym pomys lem

Grothendie
ka, kt�ory pozwoli l przenie�s�
 teorie

�

kohomologii snopowy
h na te

�

sytua
je

�

by lo radykalne uog�olnienie poje

�


ia topologii. Czym bowiem, ab-

strak
yjnie rze
z biora

�


, jest wprowadzenie na pewnym zbiorze X topologii?

Jest to wyb�or rodziny podzbior�ow (kt�ore nazywamy podzbiorami otwartymi)

2



zamknie

�

tej ze wzgle

�

du na pewne naturalne opera
je (sumy i sko�n
zone prze-


ie

�


ia). Aby rozwina

�


 teorie

�

snop�ow nale_zy tak_ze wyr�o_zni�
 podrodziny ff

i

:

U

i

,�! Xg

i2I

stanowia

�


e pokry
ia X =

S

i2I

U

i

. Klasa pokry�
 powinna

spe lnia�
 pewien naturalny zestaw aksjomat�ow. Poje

�


ie topologii i pokry
ia ot-

wartego mo_zna uog�olni�
 na dowolna

�

kategorie

�

(zamiast kategorii zbior�ow). Ot�o_z

topologia

�

Grothendie
ka na obiek
ie X kategorii C nazywamy dowolna

�

rodzine

�

mor�zm�ow ff

i

: U

i

! Xg

i2I

zamknie

�

ta

�

ze wzgle

�

du na odpowiednie opera
je.

Podobnie aksjomaty
znie mo_zemy okre�sli�
 klase

�

pokry�
 otwarty
h X . G l�owna

�

prakty
zna

�

r�o_zni
a

�

w stosunku do topologii w sensie trady
yjnym jest to, _ze

dopusz
zamy teraz, i_z mor�zmy de�niuja

�


e topologie nie musza

�

by�
 monomor-

�zmami (f

i

nie musi by�
 w lo_zeniem). Tak w la�snie sie

�

dzieje w przypadku

topologii, kt�ora odegra la jak dota

�

d najwie

�

ksza

�

role

�

w geometrii algebrai
znej, a

mianowi
ie topologii �etalnej. W topologii tej okre�slonej na kategorii zbior�ow al-

gebrai
zny
h

2

nad 
ia lem F, jako f

i

bierzemy wszystkie otwarte mor�zmy �etalne

tzn. takie kt�ore indukuja

�

izomor�zmy na przestrzenia
h sty
zny
h we wszyst-

ki
h punkta
h

3

. Takimi mor�zmami (dla F = C) sa

�

np. nakry
ia algebrai
zne,

kt�ore o
zywi�s
ie nie musza

�

by�
 monomor�zmami. Inna

�

osobliwo�s
ia

�

topologii

�etalnej jest istnienie nietrywialny
h pokry�
 otwarty
h przestrzeni jednopunk-

towej w sytua
ji gdy F nie jest rozdziel
zo domknie

�

te. Przypomnijmy, _ze punkt

jest to taka rozmaito�s�
, na kt�orej pier�s
ie�n funk
ji regularny
h jest r�owny F.

Punkt jest ozna
zany przez spe
(F). Rozszerzenie 
ia l F � F

0

zadaje przek-

szta l
enie spe
(F

0

) ! spe
(F). W takiej sytua
ji ka_zde rozszerzenie rozdziel
ze

F � F

0

prowadzi do mor�zmu �etalnego spe
(F

0

) ! spe
(F). Wyb�or najod-

powiedniejszej topologii Grothendie
ka do danego zagadnienia stanowi istotny

element w rozwa_zania
h Voevodskiego. Wra
aja

�


 za�s do topologii �etalnej to

okaza lo sie

�

, _ze teoria kohomologii zbudowana przy pomo
y tej topologii

4

ma

w lasno�s
i, kt�ore postulowa l Weil. Pos luguja

�


 sie

�

nimi Deligne udowodni l na

po
za

�

tku lat siedemdziesia

�

ty
h hipotezy Weila.

Kolejnego impulsu do poszukiwa�n teorii kohomologii rozmaito�s
i alge-

brai
zny
h dostar
zy la algebrai
zna K{teoria. Dziedzina ta rozwija sie

�

na

pograni
zu algebry, teorii homotopii i geometrii algebrai
znej. Jej podstawy

stworzy l w lata
h 50{y
h Grothendie
k, le
z za jej g l�ownego ar
hitekta uwa_za sie

�

D. Quillena. Zde�niowa l on dla dowolnego pier�s
ienia R grupy abelowe K

n

(R)

(dla n = 0; 1; 2; : : :) nazywane algebrai
zna

�

K{teoria

�

pier�s
ienia R. Sa

�

to grupy

homotopii pewnej przestrzeni topologi
znej BGL

1

(R)

+

zwia

�

zanej z grupa

�

ma
ierzy odwra
alny
h o wsp�o l
zynnika
h w R. De�ni
je

�

K{teorii mo_zna rozsz-

erzy�
 na kategorie

�

rozmaito�s
i algebrai
zny
h (�s
i�slej | s
hemat�ow). Obli
ze-

nie K{teorii, nawet gdy mamy do 
zynienia z 
ia lem jest niezmiernie trudne,

a K{teoria li
zb 
a lkowity
h jest zwia

�

zana z grupami homotopii sfer. Istotne

jest, _ze algebrai
zna K{teoria ma sw�oj zna
znie lepiej zbadany topologi
zny

odpowiednik, topologi
zna

�

K{teorie

�

, obli
zalna

�

przy u_zy
iu kohomologii singu-

2

�

S
i�slej m�owia

�


 rozwa_zamy kategorie

�

s
hemat�ow sko�n
zonego typu.

3

Je�sli zbi�or algebrai
zny nie jest g ladki, to de�ni
ja mor�zmu �etalnego jest nie
o bardziej

skomplikowana.

4

Standardowym podre

�


znikiem zawieraja

�


ym wyk lad kohomologii �etalny
h jest ksia

�

_zka

J. S. Milne'a [Me℄.

3



larny
h i algebrai
znego narze

�

dzia | 
ia

�

gu spektralnego Atiyah{Hirzebru
ha.

Przez analogie

�

z ta

�

sytua
ja

�

za
ze

�

to poszukiwa�
 teorii kohomologii rozmaito�s
i

algebrai
zny
h, kt�ora by laby zwia

�

zana z algebrai
zna

�

K{teoria

�

w podobny

spos�ob. Szybko okaza lo sie

�

, _ze kohomologie �etalne nie nadaja

�

sie

�

do tego


elu. R�ownie_z wiele inny
h wa_zny
h niezmiennik�ow rozmaito�s
i algebrai
zny
h

(jak np. grupy Chow) nie daje sie

�

opisa�
 za pomo
a

�

kohomologii �etalny
h.

Grothendie
k wierzy l jednak, _ze w �swie
ie geometrii algebrai
znej istnieje teo-

ria kohomologii zawieraja

�


a informa
je o wszystki
h homologi
zny
h niezmien-

nika
h rozmaito�s
i. Sa

�

dzi l, _ze kategorie

�

rozmaito�s
i algebrai
zny
h mo_zna

,,zabelianizowa�
". Podejrzewa l istnienie kategorii motyw�ow M(F) maja

�


ej

pewne uniwersalne w lasno�s
i. Poni_zsze postulaty mo_zna znale�z�
 m.in. w pra
a
h

S. Blo
ha.

� M(F) jest kategoria

�

abelowa

�

(tzn. dopusz
zalne sa

�

w niej takie opera
je

jak w kategorii grup abelowy
h).

� Ka_zdej rozmaito�s
i algebrai
znej X odpowiada pewien motyw (obiekt w

kategorii motyw�ow

5

) h(X). Przyporza

�

dkowanie

h : Var(F) !M(F)

jest funktorialne.

� Ka_zda teoria kohomologii E

�

(X) okre�slona dla rozmaito�s
i algebrai
zny
h

mo_ze by�
 obli
zona metodami algebry homologi
znej wM(F). Dok ladniej

m�owia

�


 E

�

(X) wyra_za sie

�

jako Ext

�

M(F)

(h(X); E) dla pewnego obiektu E

w M(F).

� Sz
zeg�olna

�

role

�

odgrywaja

�

kohomologie motywi
zne H

�

M

(X). Istnieja

�


ia

�

gi spektralne pozwalaja

�


e obli
zy�
 E

�

(X) za pomo
a

�

H

�

M

(X) i E

�

(pt).

Z kohomologii motywi
zny
h powinno da�
 sie

�

od
zyta�
 topologi
zne kohomolo-

gie przestrzeni (gdy F = C), jakobian rozmaito�s
i | obiekt parametryzuja

�


y

wia

�

zki liniowe, grupy Chow (grupy generowane przez 
ykle algebrai
zne), a


o najwa_zniejsze | K{teorie

�

. Mimo wielu pr�ob nie uda lo sie

�

w pe lni zreali-

zowa�
 tego programu

6

. Andrei Suslin zaproponowa l podej�s
ie do kohomologii

motywi
zny
h opieraja

�


e sie

�

na idea
h w bardziej bezpo�sredni spos�ob za
zerp-

nie

�

ty
h z topologii algebrai
znej. Podej�s
ie to rozbudowane przez Voevodskiego

opiszemy w naste

�

pnym rozdziale.

2 A

1

{teoria homotopii

Nowe podej�s
ie do problemu konstruk
ji teorii kohomologii rozmaito�s
i alge-

brai
zny
h Suslin przedstawi l w wysta

�

pieniu na konferen
ji w Luminy w 1987 r.

5

M�owia

�


 dok ladniej: rozmaito�s
iom, kt�ore nie sa

�

g ladkie i zupe lne odpowiadaja

�

kompleksy

obiekt�ow z M(F).

6

W �swie
ie topologii stabilna kategoria homotopijna SHo mo_ze by�
 uwa_zana za odpowied-

nik kategorii motyw�ow. Wprawdzie nie jest to kategoria abelowa, le
z tzw. kategoria z

tr�ojka

�

tami.

4



M�owia

�


 w wielkim skr�o
ie Suslin skonstruowa l ,,motywi
zne kompleksy", kt�ore

sa

�

w �swie
ie geometrii algebrai
znej analogiem kompleksu singularnego C

�

(X)

przestrzeni topologi
znej X . Pierwsze pra
e Voevodskiego (po
za

�

wszy od [SV℄)

by ly rozwinie

�


iem idei Suslina. P�o�zniej jednak za
za

�

 l stopniowo zaste

�

powa�


metody homologi
zne homotopijnymi. Ostate
znie jego pra
a przybra la posta�


systematy
znie rozwijanej teorii homotopii rozmaito�s
i algebrai
zny
h, kt�ora

�

nazwa l A

1

{teoria

�

homotopii. Konstruk
je

�

Voevodskiego mo_zna roz lo_zy�
 na

naste

�

puja

�


e kroki:

� Rozszerzenie kategorii rozmaito�s
i algebrai
zny
h, w spos�ob umo_zliwiaja

�


y

takie konstruk
je jak: ilorazy X=Y dla Y � X , ilorazy przez wyzna
zone

dzia lanie grupy 
zy innego typu grani
e kategoryjne;

� Wprowadzenie poje

�


ia homotopijnej r�ownowa_zno�s
i;

� Zde�niowanie stabilnej teorii homotopii;

� Konstruk
ja odpowiednik�ow przestrzeni Eilenberga{Ma
Lane'a.

W dalszej 
ze

�

�s
i tego rozdzia lu opiszemy najwa_zniejsze etapy tej konstruk
ji

(wie

�


ej sz
zeg�o l�ow 
zytelnik mo_ze znale�z�
 w przyste

�

pnie napisanym artykule

[V3℄).

Aby zrozumie�
 konie
zno�s�
 abstrak
yjny
h konstruk
ji Voevodskiego zas-

tan�owmy sie

�

najpierw dla
zego nie mo_zna rozwija�
 teorii homotopii w �swie
ie

geometrii w spos�ob naiwny. Wie

�

kszo�s�
 standardowy
h konstruk
ji topologii al-

gebrai
znej taki
h jak zawieszenie przestrzeni 
zy doklejanie kom�orek nie jest

wykonalne. Kategoria zbior�ow algebrai
zny
h jest na to zbyt sztywna. Bardzo

rzadko istnieja

�

w niej grani
e system�ow prosty
h lub odwrotny
h. Voevodsky

(opieraja

�


 sie

�

na pomy�sle Grothendie
ka) zaproponowa l 
zysto formalna

�

pro-


edure

�

do la

�


zania do kategorii grani
 system�ow prosty
h i odwrotny
h. Ot�o_z

na mo
y lematu Yonedy kategorie

�

rozmaito�s
i algebrai
zny
h Var(F) mo_zna za-

nurzy�
 w kategorie

�

funktor�ow kontrawariantny
h Var(F) ! Zbiory. Rozmaito�s
i

X odpowiada funktor reprezentowalnyU 7! Map

Var(F)

(U;X). W kategorii funk-

tor�ow istnieja

�

wszystkie mo_zliwe grani
e, le
z jest ona zbyt du_za. Rozwia

�

zanie

zaproponowane przez Voevodskiego polega lo na ograni
zeniu sie

�

do kategorii

Sh

T

(F) sk ladaja

�


ej sie

�

z funktor�ow kontrawariantny
h (z Var(F) do zbior�ow)

be

�

da

�


y
h snopami. Funktor jest snopem gdy warto�s�
 funktora na pokry
iu

zbioru determinuje warto�s�
 funktora na 
a lym zbiorze. Poje

�


ie snopa wymaga

wyboru rodziny dopusz
zalny
h pokry�
, t.j. pewnej topologii Grothendie
ka T .

Kategoria Sh

T

(F) r�ownie_z posiada wszystkie grani
e, ale przej�s
ie Var(F) !

Sh

T

(F) za
howuje dodatkowo pewna

�

informa
je

�

geometry
zna

�

. Voevodsky

przyja

�

 l jako swoja

�

robo
za

�

kategorie

�

w la�snie Sh

T

(F) dla odpowiednio dobranej

topologii T . Po pewny
h wahani
h wybra l jako T topologie

�

Nisnevi
ha, kt�ora

jest nie
o ubo_zsza od topologii �etalnej. Pokry
ia w topologii Nisnevi
ha buduje

sie

�

z mor�zm�ow �etalny
h ff

i

: U

i

! Xg

i2I

, kt�ore spe lniaja

�

warunek: dla

ka_zdej nierozk ladalnej rozmaito�s
i V � X istnieje indeks i 2 I oraz podzbi�or

W � U

i

taki, _ze f

i

zadaje izomor�zm 
ia l funk
ji wymierny
h F(V ) i F(W ). To

eliminuje 
harakterysty
zne dla topologii �etalnej nietrywialne pokry
ia spe
(F).

5



Ka_zde pokry
ie spe
(F) mo_zna ,,rozdrobni�
" do fid : spe
(F) ! spe
(F)g.

Por�ownywanie topologii �etalnej i Nisnevi
ha odgrywa klu
zowa

�

role

�

w dowodzie

hipotezy Milnora.

Tak wie

�


 arena

�

teorii Voevodskiego jest kategoria snop�ow w topologii Nis-

nevi
ha, kt�ora

�

be

�

dziemy odta

�

d nazywa�
 po prostu kategoria

�

przestrzeni i oz-

na
za�
 Sp(F). Voevodsky uwa_za te

�

kategorie

�

za optymalne rozszerzenie kat-

egorii rozmaito�s
i algebrai
zny
h. Dzie

�

ki istnieniu grani
 w Sp(F) mo_zemy

wykonywa�
 wszystkie konstruk
je odgrywaja

�


e istotna

�

role

�

w topologii. I

tak, przede wszystkim dla dowolnego zanurzenia Y � X mo_zemy zde�niowa�


iloraz X=Y . A zatem dla dowolnej pary przestrzeni z wyr�o_znionymi punk-

tami (X; x

0

); (Y; y

0

) mo_zemy okre�sli�
 i
h zredukowany produkt (smash) jako

X ^ Y := X � Y=(X � y

0

[ x

0

� Y ). Pr�oba zde�niowania innego klu
zowego

obiektu w topologii | zawieszenia przestrzeni �X natra�a na nieo
zekiwany

problem. Przypomnijmy, _ze �X = S

1

^X . Jednak_ze w kategorii Sp(F) mamy a_z

dwie kandydatury na okra

�

g. Nie
h A

1

be

�

dzie prosta

�

a�ni
zna

�

. Zar�owno okra

�

g

,,sympli
jalny " S

1

s

:= A

1

=f0; 1g jak i okra

�

g Tate'a S

1

t

:= A

1

� f0g mo_zna

interpretowa�
 jako odpowiednik topologi
znego okre

�

gu S

1

. Oka_ze sie

�

, _ze te dwa

okre

�

gi nie sa

�

nawet homotopijnie r�ownowa_zne (w sensie wprowadzonej wkr�ot
e

rela
ji). Zjawisko to ma g le

�

boki wp lyw na 
a la

�

teorie

�

.

Kolejnym wa_znym krokiem jaki wykona l Voevodsky by lo wprowadzenie w

kategorii Sp(F) poje

�


ia homotopii. M�owia

�


 �s
i�slej, be

�

dziemy 
h
ieli zde�n-

iowa�
 kategorie

�

Ho(F), kt�ora ma te same obiekty 
o Sp(F), ale uto_zsamiamy w

niej mor�zmy homotopijne. Istnieja

�

dwie standardowe pro
edury pozwalaja

�


e

osia

�

gna

�

�
 ten 
el. Najprostsze podej�s
ie polega loby na wprowadzeniu rela
ji ho-

motopii mor�zm�ow i uto_zsamieniu mor�zm�ow homotopijny
h. Jednak lepsze

w lasno�s
i ma mniej bezpo�srednia konstruk
ja. Kategoria homotopijna jest wyz-

na
zona przez klase

�

homotopijny
h r�ownowa_zno�s
iW . Mo_ze by�
 ona otrzymana

z wyj�s
iowej kategorii przez formalne do la

�


zenie odwrotno�s
i homotopijny
h

r�ownowa_zno�s
i (pro
edura ta przypomina konstruk
je

�

pier�s
ienia u lamk�ow). Te

�

w la�snie droge

�

wybierzemy. Musimy zatem powiedzie�
 kt�ore mor�zmy w Sp(F)

uznajemy za homotopijne r�ownowa_zno�s
i. Nasza klasa W be

�

dzie najmniejsza

�

klasa

�

mor�zm�ow w Sp(F) zawieraja

�


a

�

izomor�zmy, rzutowania A

1

�X ! X ,

oraz zamknie

�

ta

�

ze wzgle

�

du na pewne konstruk
je kategoryjne

7

. Zgodnie z

opisana

�

przed 
hwila

�

og�olna

�

konstruk
ja

�

przyjmujemy jako kategorie

�

homotopi-

jna

�

Ho(F), kategorie

�

powsta la

�

z Sp(F) przez formalne odwr�o
enie homotopi-

jny
h r�ownowa_zno�s
i. Teraz o
zywi�s
ie na mo
y samej de�ni
ji w kategorii

Ho(F) rzutowanie X � A

1

! X jest izomor�zmem (sta

�

d nazwa teorii). Za-

tem wszystkie mor�zmy f




: X ! X �A

1

okre�slone formu lami f




(x) = (x; 
)

sa

�

homotopijne (tzn. r�owne w Ho(F)). Oto kilka dalszy
h przyk lad�ow ho-

motopijny
h r�ownowa_zno�s
i (
zyli izomor�zm�ow w Ho(F)): prosta rzutowa

P

1

� A

1

=(A

1

� f0g) � S

1

s

^ S

1

t

. Na konie
 podkre�slmy, _ze S

1

s

i S

1

t

nie sa

�

homotopijnie r�ownowa_zne.

7

Aby �s
i�sle zde�niowa
 klase

�

W Voevodsky u_zywa poje

�


ia ,,zamknie

�

tej kategorii modeli",

kt�ore zosta lo wprowadzone przez Quillena.
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3 Kohomologie motywi
zne

Centralnym punktem teorii Voevodskiego, jest konstruk
ja teorii be

�

da

�


ej

odpowiednikiem teorii kohomologii singularny
h w topologii. Konstruk
je

�

te

�

wykonamy metodami A

1

{teorii homotopii. Przypomnijmy najpierw jak w

klasy
znej sytua
ji topologi
znej grupy kohomologii wyra_zaja

�

sie

�

w termina
h

teorii homotopii. Dla dostate
znie regularnej przestrzeni X grupa H

n

(X;Z)

mo_ze by�
 uto_zsamiona ze zbiorem klas homotopii odwzorowa�n z X w przestrze�n

Eilenberga{Ma
Lane'a K(Z; n)

8

, tzn.

H

n

(X;Z) = Map

Ho(Top)

(X;K(Z; n)):

Istota

�

homotopijnego podej�s
ia Voevodskiego do kohomologii motywi
zny
h

by lo w la�snie znalezienie algebrai
znego odpowiednika przestrzeni K(Z; n).

Wskaz�owki dostar
zy lo tutaj klasy
zne twierdzenie Dolda{Kana, kt�ore m�owi,

_ze K(Z; n) jest homotopijnie r�ownowa_zne z Z[S

n

℄, gdzie Z[X ℄ ozna
za wolna

�

topologi
zna

�

grupe

�

abelowa

�

rozpie

�

ta

�

na przestrzeni X .

Stoja

�

przed nami dwa zadania: po pierwsze musimy znale�z�
 algebrai
zny

odpowiednik sfery, po drugie za�s zrozumie�
 
zym powinna by�
 \wolna grupa

abelowa" w naszym kontek�s
ie. Pierwszy problem wydaje sie

�

by�
 prosty

poniewa_z S

n

jest po prostu n{krotnym zredukowanym produktem S

1

ze soba

�

.

Przypomnjmy jednak, _ze w naszej kategorii Sp(F) istnieja

�

dwa rodzaje okre

�

g�ow.

Dlatego rozwa_za�
 musimy \motywi
zna

�

sfere

�

" S

p;q

:= (S

1

s

)

^p�q

^ (S

1

t

)

^q

. Pier-

wszy indeks jest wymiarem algebrai
znym, drugi tzw. skre

�

tem Tate'a. Z przy-


zyn te
hni
zny
h Voevodsky zde
ydowa l sie

�

u_zy�
 do konstruk
ji przestrzeni

Eilenberga{Ma
Lane'a sfery S

2n;n

' (P

1

)

^n

.

Przypomnijmy, _ze elementami Z[X ℄ sa

�

formalne kombina
je liniowe

P

a

i

x

i

,

gdzie a

i

2 Z, x

i

2 X . Spr�obujmy teraz przenie�s�
 te

�

konstruk
je

�

do kategorii

rozmaito�s
i algebrai
zny
h. Voevodsky ozna
za ja

�

przez L(X). Otrzymujemy

obiekt kategorii Sp(F), 
zyli funktor L(X) : Var(F) ! Zbiory be

�

da

�


y snopem

w topologii Nisnevi
ha. Jego warto�s
ia

�

na rozmaito�s
i U jest grupa formalny
h

kombina
ji punkt�ow X parametryzowany
h przez U . Zadaje ona wie

�


 pewien

podzbi�or produktu U�X , kt�ory mo_zemy roz lo_zy�
 na formalna

�

kombina
je

�

niere-

dukowalny
h podzbior�ow U �X . Innymi s lowy element L(X)(U) jest 
yklem

algebrai
znym w produk
ie U�X . Ponadto ka_zda sk ladowa otrzymanego 
yklu

rzutuje sie suriektywnie na U , a w l�okna rzutu sa

�

sko�n
zone. Zatem jako wolna

�

grupe

�

abelowa

�

rozpie

�

ta

�

na rozmaito�s
i X przyjmujemy funktor, kt�ory okazuje

sie

�

by�
 snopem w topologii Nisnevi
ha:

L(X) : U 7! 
or(U;X) ;

gdzie 
or(U;X) ozna
za wolna

�

grupe

�

abelowa

�

rozpie

�

ta

�

na zbiorze nieredukowal-

ny
h podzbior�ow U � X , kt�ore dominuja

�

i sa

�

sko�n
zone nad U (grupa ta

8

Przestrze�n Eilenberga-Ma
Lane'a jest to przestrze�n, kt�ora ma trywialne wszystkie grupy

homotopii opr�o
z �

n

(K(Z; n)) = Z. Ostrzegamy 
zytelnika, _ze przestrze�n Eilenbega{

Ma
Lane'a K(Z; n) nie powinna by�
 mylona z grupami K{teorii li
zb 
a lkowity
h K

n

(Z).

7



bywa nazywana grupa

�

koresponden
ji z U w X). De�ni
je

�

przestrzeni L rozsz-

erzamy na przypadek iloraz�ow rozmaito�s
i algebrai
zny
h klada

�


 L(X=Y ) :=

L(X)=L(Y ). Teraz ju_z mo_zemy zako�n
zy�
 konstruk
je

�

przestrzeni Eilenberga{

Ma
Lane'a przyjmuja

�


 K(Z(n); 2n) = L(S

2n;n

). Maja

�


 zde�niowne przestrze-

nie Eilenberga{Ma
Lane'a mo_zemy okre�sli�
 dla dowolnego X 2 Sp(F) (dla 
ia la

F 
harakterystyki zero

9

) jego motywi
zne grupy kohomologii:

H

2n�m;n

(X ;Z) = Map

Ho(F)

((S

1

s

)

^m

^X;K(Z(n); 2n)) :

Gdyby�smy ograni
zyli sie

�

w powy_zszej de�ni
ji do m = 0 to otrzymaliby�smy

formu le

�

znana

�

z topologii. Obe
no�s�
 tego dodatkowego parametru wynika

z istnienia w naszej sytua
ji dw�o
h rodzaj�ow okre

�

g�ow. Wiele �swiat la na te

�

formu le

�

rzu
a zinterpretowanie jej w termina
h ,,stabilnej teorii homotopii", 
o


zyni Voevodsky np. w [V3℄. Ten bardziej wyra�nowany je

�

zyk pozwala r�ownie_z

poda�
 poprawna

�

de�ni
je

�

kohomologii motywi
zny
h dla 
ia la dowolnej 
harak-

terystyki.

Na zako�n
zenie nale_zy wspomnie�
, _ze alternatywne konstruk
je kohomologii

motywi
zny
h zosta ly podane przez M. Levine'a i M. Hanamure

�

. Nie jest jasne


zy te teorie sa

�

izomor�
zne z kohomologiami Voevodskigo. Natomiast uda lo sie

�

udowodni�
, _ze dla g ladki
h rozmaito�s
i kohomologie Voevodskiego sa

�

izomor-

�
zne z wy_zszymi grupami Chow, kt�ore zosta ly zde�niowane przez Blo
ha w

lata
h osiemdziesia

�

ty
h. Trzeba niemniej podkre�sli�
, _ze wszystkie te konkuren-


yjne teorie maja

�

zna
znie gorsze w lasno�s
i formalne, oraz _ze dopiero teoria

Voevodskiego przynios la warto�s
iowe zastosowania.

4 Hipoteza Milnora

Dow�od hipotezy Milnora zaprezentowany w [V2℄ jest skomplikowany i przed-

stawienie go 
ho�
by w zarysie wykra
za poza ramy naszego artyku lu. Cele

jakie sobie postawili�smy sa

�

zna
znie skromniejsze. Za
zniemy od elemen-

tarnego zde�niowania K{teorii Milnora i sformu lowania hipotezy. Naste

�

pnie

za�s, aby 
zytelnik mia l mo_zliwo�s�
 po
zu
ia prawdziwego jej sensu, opiszemy ja

�

w sz
zeg�olny
h przypadka
h. Na konie
 naszki
ujemy pewne idee dowodu.

Hipoteza Milnora by la sformu lowana w 1970 r. w pra
y [Mi℄ doty
za

�


ej form

kwadratowy
h. Milnor zde�niowa l grupy K

M

n

(F) (dla n = 0; 1; 2 : : :) dla dowol-

nego 
ia la F nazwane p�o_zniej K{teoria

�

Milnora. Jest to teoria �s
i�sle zwia

�

zana z

algebrai
zna

�

K{teoria

�

o kt�orej wspomnieli�smy w rozdziale 2, wprawdzie zna
znie

od niej ubo_zsza, ale te_z  latwiejsza do obli
zenia. Hipoteza Milnora m�owi, _ze je�sli


harakterystyka F jest r�o_zna od dw�o
h, to K

M

n

(F)=2K

M

n

(F) = K

M

n

(F) 


Z

Z=2

jest izomor�
zne z kohomologiami Galois H

n

(F;Z=2). Za 
hwile

�

opiszemy

powy_zsze grupy.

Nie
h F

�

= F n f0g be

�

dzie grupa

�

multiplikatywna

�


ia la. Ilo
zyn ten-

sorowy

n

z }| {

F

�




Z

: : :


Z

F

�

dzielimy przez podgrupe

�

generowana

�

przez tensory

9

W 
harakterysty
e dodatniej de�ni
ja wymaga pewny
h te
hni
zny
h mody�ka
ji; [V3℄.

8



proste posta
i a

1


 : : :
a

n

takie, _ze a

i

+a

i+1

= 1 dla pewnego i 2 f1; : : : ; n�1g.

W�ow
zas K

M

�

(F) =

L

n�0

K

M

n

(F) jest pier�s
ieniem przemiennym z grada
ja

�

.

Opisuje on pewne arytmety
zne w la�s
iwo�s
i 
ia la. Dla przyk ladu: li
zba �1

jest suma

�

kwadrat�ow w F wtedy i tylko wtedy, gdy element �1 2 F

�

= K

M

1

(F)

jest nilpotentny w K

M

�

(F). Grupy Milnora sa

�

zde�niowane jawna

�

formu la

�

i

niosa

�

wa_zne informa
je o 
iele F. Nie jest  latwo jednak umie�s
i�
 je w szer-

szym kontek�s
ie np. rozszerzy�
 do teorii obejmuja

�


ej rozmaito�s
i algebrai
zne.

Natomiast kohomologie Galois, 
zyli grupy kohomologii grupy Galois rozdziel-


zego domknie

�


ia 
ia la F sa

�

standardowymi obiektami algebry homologi
znej

(
ho�
 trudno poda�
 r�ownie elementarna

�

i
h de�ni
je

�

jak w przypadku K{teorii

Milnora). Ponadto kohomologie Galois mo_zna zinterpretowa�
 jako kohomologie

�etalne punktu H

�

�et

(spe
(F);Z=2). Hipoteza Milnora opisuje zwia

�

zki pomie

�

dzy

w lasno�s
iami arytmety
znymi 
ia la F wyra_zonymi przez K

M

�

(F) z w lasno�s
iami

kohomologi
znymi grupy Galois.

Hipoteza Milnora ma naturalne uog�olnienie nazywane hipoteza

�

Blo
ha{

Kato. M�owi ona, _ze je�sli ` jest li
zba

�

pierwsza

�

r�o_zna

�

od 
harakterystyki 
ia la,

to

K

M

n

(F)


Z

Z=` ' H

n

(F;�


n

`

) ;

gdzie prawa strona ozna
za kohomologie Galois ze wsp�o l
zynnikami w n{tej

pote

�

dze tensorowej grupy pierwiastk�ow z jedynki stopnia `. Kohomologie Galois

sa

�

izomor�
zne z H

n

�et

(spe
(F);�


n

`

).

Aby wyja�sni�
 jakie zjawisko opisuje hipoteza Milnora i Blo
ha{Kato

przyjrzyjmy sie

�

bli_zej przypadkom n = 1 i n = 2. Be

�

dziemy zak lada�
, _ze


har(F) 6= ` i wszystkie pierwiastki z jedynki stopnia ` nale_za

�

do 
ia la F. Nie
h

n = 1. Niezerowe elementy H

1

(F;�

`

) = H

1

(F;Z=`) odpowiadaja

�


ykli
znym

rozszerzeniom stopnia ` 
ia la F. Przypominamy, _ze rozszerzenie F � F

0

jest


ykli
zne, gdy jest rozszerzeniem Galois oraz grupa Galois Gal(F

0

: F) jest 
yk-

li
zna. Z drugiej strony K

M

1

(F) 
 Z=` = F

�

=(F

�

)

`

jest opisane przez elementy

odwra
alne 
ia la F. Hipoteza Blo
ha{Kato sprowadza sie

�

wie

�


 do twierdzenia

m�owia

�


ego, _ze ka_zde rozszerzenie 
ykli
zne stopnia ` jest rozszerzeniem poje-

dyn
zym F(a), gdzie a spe lnia r�ownanie a

`

= b dla pewnego b 2 F. Jest to

dobrze znane twierdzenie Lagrange'a.

Nie
h teraz n = 2. Tak jak poprzednio zak ladamy, _ze wszystkie pierwiastki

z jedynki stopnia ` nale_za

�

do F oraz ` 6= 
har(F). Kohomologie Galois w

tym przypadku maja

�

naste

�

puja

�


a

�

interpreta
je

�

: niezerowe elementy H

2

(F; `)

parametryzuja

�

algebry nad 
ia lem F kt�ore sa

�

:

� 
entralne (
entrum jest r�owne F),

� proste (nie maja

�

niezerowy
h idea low w la�s
iwy
h),

� rangi ` (maksymalne 
ia lo zawarte w algebrze jest rozszerzeniem stopnia

` nad 
entrum).

Wa_znym przyk ladem jest uog�olniona algebra kwaternionowa. Jest ona zde�n-

iowana naste

�

puja

�


o. Nie
h a i b be

�

da

�

elementami odwra
alnymi F. De�niujemy

algebre

�

nieprzemienna

�

Ffx; yg generowana

�

przez dwa symbole x i y spe lniaja

�


e

9



to_zsamo�s
i: x

`

= a, y

`

= b i xy = �

`

yx, gdzie �

`

jest pierwiastkiem z je-

dynki stopnia `. Dwie algebry A i B uwa_zamy za r�ownowa_zne je�sli algebry

ma
ierzy M(m�m;A) i M(n�n;B) sa

�

izomor�
zne dla pewny
h m i n (jest to

r�ownowa_zno�s�
 Brauera). Z drugiej strony elementy K{teorii sa

�

reprezentowane

przez kombina
je liniowe symboli posta
i a 
 b, gdzie a; b 2 F

�

. Hipoteza

Blo
ha{Kato dla n = 2 m�owi, _ze ka_zda prosta algebra 
entralna rangi ` jest

r�ownowa_zna ilo
zynowi tensorowemu uog�olniony
h algebr kwaternionowy
h.

Kombina
ja liniowa tensor�ow a

i


 b

i

odpowiada tu ilo
zynowi tensorowemu

algebr kwaternionowy
h skonstruowany
h za pomo
a

�

par fa

i

; b

i

g. Hipoteza

Blo
ha-Kato dla n = 2 zosta la udowodniona przez Merkuriewa i Suslina w

1983.

Powy_zsze przyk lady dobrze oddaja

�

sens hipotez Milnora i Blo
ha{Kato.

Mo_zna o ni
h my�sle�
 w taki spos�ob: pewne obiekty zde�niowane za pomo
a

�

rozszerze�n 
ia la F moga

�

by�
 opisane bardziej konkretnie za pomo
a

�

element�ow

F.

Podej�s
ie Voevodskiego do hipotez Milnora i Blo
ha{Kato mo_zna najkr�o
ej

naszki
owa�
 naste

�

puja

�


o. Za
za

�

 l on od zinterpretowania K{teorii Milnora

w termina
h kohomologii motywi
zny
h. Ot�o_z okazuje sie

�

, _ze K

M

n

(F) 


Z=` = H

n;n

(spe
(F);Z=`). Z drugiej za�s strony je�sli 
a la

�

konstruk
je

�

ko-

homologii motywi
zny
h powt�orzymy stosuja

�


 zamiast topologii Nisnevi
ha

bogatsza

�

od niej topologie

�

�etalna

�

to otrzymamy motywi
zne kohomologie

�etalne H

p;q

�et

(spe
(F);Z=`). Ponadto H

n;n

�et

(spe
(F);Z=`) = H

n

�et

(Spe
(F);�


n

`

) =

H

n

(F;�


n

`

). Tak wie
 uda lo sie

�

uzyska�
 obie grupy jako wynik zastosowania

bardzo podobny
h konstruk
ji, 
o u latwia i
h por�ownanie. Naste

�

pnie dzie

�

ki

dobrym funktorialnym w lasno�s
iom obu wersji kohomologii motywi
zny
h (roz-

maitym 
ia

�

gom dok ladnym itd.) zagadnienie wykazania izomor�zmu zostaje

sprowadzone do pokazania znikania pewny
h grup �etalny
h kohomologii moty-

wi
zny
h, mianowi
ie:

H

n+1;n

�et

(spe
(F);Z

(l)

) = 0 :

(Wsp�o l
zynnikami sa

�

tu li
zby `-ady
zne.) Voevodsky nazywa te

�

formu le

�

,,90{

tym twierdzeniem Hilberta", poniewa_z w sz
zeg�olnym przypadku H

2;1

�et

(spe
(F);Z) =

H

1

(F;F

�

s

) sprowadza sie

�

ona do znanego twierdzenia Hilberta prze lo_zonego na

wsp�o l
zesny je

�

zyk

10

. Wykazanie znikania H

n+1;n

�et

(spe
(F);Z

(l)

) jest ja

�

drem

dowodu. Opiera sie

�

on na istnieniu pewny
h rozmaito�s
i o sz
zeg�olny
h

w lasno�s
ia
h kohomologi
zny
h, tzw. rozmaito�s
i rozk ladu. W przypadku ` = 2

takie rozmaito�s
i zosta ly znalezione. Okaza ly sie

�

nimi by�
 kwadryki P�stera.

Tym samym hipoteza Milnora zosta la udowodniona. Dla ` > 2 hipoteza do

niedawna by la otwarta, 
ho�
 pewne konstruk
je rozmaito�s
i rozk ladu by ly znane

w niski
h wymiara
h. W 
zerw
u 2003 Voevodsky ([V4℄) zaanonsowa l dow�od

hipotezy Blo
h-Kato opieraja

�


y sie

�

na pewny
h rezultata
h M. Rosta.

Podsumujmy: dow�od hipotezy Milnora, kt�ora w swoim sformu lowaniu

m�owi jedynie o 
iele F, wymaga l nie tylko rozwa_zenia rozszerze�n 
ia l (
o jest

10

Takie sformu lowanie oryginalnego 90{tego twierdzenia Hilberta znane by lo ju_z Emmie

Noether, 
ho�
 nie pos lugiwa la sie

�

ona je

�

zykiem kohomologii.

10



sk ladnikiem de�ni
ji kohomologii �etalny
h), le
z tak_ze rozbudowania teorii ko-

homologii obejmuja

�


ej wszystkie rozmaito�s
i zde�niowane nad F. Innymi s lowy

studiowanie arytmety
zny
h w lasno�s
i 
ia la doprowadzi lo do badania 
a lej kat-

egorii s
hemat�ow nad nim okre�slony
h.

Dow�od tej hipotezy jest jak dota

�

d najbardziej spektakularnym zas-

tosowaniem teorii Voevodskiego. U_zy
ie jej z suk
esem do rozwia

�

zania trudnego

problemu doty
za

�


ego K{teorii uzasadnia w jakiej�s mierze teze

�

, _ze Voevod-

skiemu uda lo sie

�

skonstruowa�
 poszukiwana

�

uniwersalna

�

teorie

�

kohomologii.
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