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0 Wstep

Vladimir Voevodsky otrzymat medal Fieldsa w 2002 r. za prace z pogranicza
geometrii algebraicznej i topologii. Czesto wymienianym osiagnieciem laureata
jest dowdd hipotezy Milnora wiazacej K—teorig i kohomologie Galois. Obie
teorie opisuja, pewne wlasnosci arytmetyczne cial. Dowdd hipotezy Milnora
wymagal rozwinigcia nowej teorii kohomologii dla rozmaitosci algebraicznych.
Najwazniejszym wkitadem Voevodskiego bylo rozszerzenie kategorii rozmaitosci
algebraicznych tak aby mozna bylo w niej uzywaé¢ metod teorii homotopii. Meto-
dami tymi Voevodski skonstruowal swe “kohomologie motywiczne”, ktérych uzyt
do dowodu hipotezy Milnora. Waga prac Voevodskiego, poza ich konkretnymi
zastosowaniami, polega na tym, ze pokazuja one, jak formalizm teorii homotopii,
bedacej poteznym narzedziem topologii algebraicznej, mozna z powodzeniem
stosowa¢ w innych dziedzinach matematyki.

Zanim przejdziemy do naszkicowania podstaw teorii Voevodskiego warto
powiedzie¢ kilka zdan o nim samym oraz o niekonwencjonalnej strategii jego
pracy badawczej. Vladimir Voevodsky studiowal na Panstwowym Uniwersyte-
cie Moskiewskim. W 1989 roku wyjechal na studia doktoranckie na Uniwer-
sytet Harvarda, gdzie w r. 1992 uzyskal doktorat pod opieka D. Kazhdana.
Mniej wigcej w tym okresie rozpoczal prace nad motywicznymi kohomologiami.
Pomyst ich konstrukeji, zainspirowany pewnymi wynikami A. Suslina, przed-
stawil w liscie otwartym do A. Beilinsona ([V1]) datowanym 6-go grudnia 1992.
Od tego momentu Voevodsky umieszczal na ogélnodostepnym serwerze' liczne
artykuty w ktérych rozwijal swoja teorie. Jednak prace te zawieraly w wielu
kluczowych miejscach jedynie szkice dowodéw, a kolejne wersje zmienialy w is-
totny sposéb podstawowe konstrukcje. Wagpliwosci poglebial fakt, iz zadna
z tych prac nie byla publikowana w recenzowanym czasopi§émie. Mimo to
idee Voevodskiego zjednywaly sobie stopniowo uznanie §rodowiska matematy-
cznego. Od polowy lat dziewieédziesiatych zaczely sie ukazywaé omodwienia
jego prac autorstwa znanych matematykdéw takich jak E. Friedlander, B. Kahn
([Fr], [Ka] — artykuty w Seminarium Bourbaki), S. Bloch, P. Deligne czy
C. Weibel. Pod koniec lat dziewiec¢dziesiatych teoria Voevodskiego mniej wigcej

1Jest to serwer K-theory http://www.math.uiuc.edu/K-theory/. Ponadto prace
zwiazane z tematyka motywicznych kohomologii mozna znalezé pod adresem internetowym
http://math.ias.edu/~vladimir/seminar.html.



sie wykrystalizowata i jej zasadnicze idee autor w jasny sposob wytozyl na odczy-
cie wygloszonym na ICM’98 w Berlinie ([V3]). W szczegdlnosci, dzieki wysitkom
Voevodskiego oraz jego wspétpracownikéw (A. Suslin, E. Friedlander, F. Morel,
M. Rost), udato si¢ wypetié luki w dowodzie hipotezy Milnora bedacym naj-
wazniejszym jak dotad zastosowaniem jego teorii. Wydaje sig, ze rozpoczal
sig proces aktywnego asymilowania idei Voevodskiego przez matematykdéw nie
bedacych jego bezposrednimi wspélpracownikami. W ciagu ostatnich kilku lat
powstalo wiele prac dla ktérych wyniki Voevodskiego stanowia punkt wyjsécia
do dalszych badan.

Omoéwienie prac Voevodskiego rozpoczniemy od naszkicowania histo-
rycznego kontekstu z jakiego wyrosty. Nastepnie oméwimy podstawy jego teorii
koncentrujac sie na opisie jej najwazniejszej czesci jaka sa “kohomologie moty-
wiczne”. Na koniec sprobujemy przyblizy¢ czytelnikowi problematyke zwiazana,
z hipoteza Milnora.

Autorzy dziekuja za pomoc w przygotowaniu artykutu profesorom S. Bet-
leyowi, A. Biatynickiemu-Biruli, J. Browkinowi, R. Polowi i M. Szyjewskiemu.

1 Kohomologie rozmaitosci algebraicznych

Niezliczone zastosowania teorii kohomologii singularnych w topologii od dawna
zachecaly matematykow do prob znalezienia odpowiednika tej teorii w $wiecie
geometrii algebraicznej. W slynnym artykule [We] A. Weil wykazal, ze samo
istnienie teorii majacej pewne formalne wlasnosci znane z topologii alge-
braicznej nakladaloby bardzo silne ograniczenia na liczbe rozwiazan réwnan
algebraicznych nad F,» (sa to hipotezy Weila). Rozumowanie Weila oparte jest
na prostej obserwacji: rozwazmy zbior rozwiazan réwnania nad algebraicznym
domknigciem E. Punkty, ktére sa rozwiazaniami nad Fy» sa punktami statymi
dzialania k-tej potegi automorfizmu Frobeniusa. Na mocy formuty Lefschetza
(jedli uda sie ja dowiesé) ich liczba ny, jest réwna §ladowi potegi automorfizmu
Frobeniusa dzialajacego na kohomologiach. Wynika stad na przyklad, ze pewna
liczba poczatkowych wartoéci ny determinuje caly ich ciag.

Naszkicujemy teraz pochodzaca od Grothendiecka i jego szkoly konstrukcje
kohomologii étalnych, ktére pozwolily P. Deligne’owi udowodni¢ hipotezy Weila.

W sytuacji gdy rozmaitos$¢ algebraiczna X jest zdefinowana nad C cennym
narzedziem sa kohomologie o wspélczynnikach w snopach. W szczegdlnosci ko-
homologie o wspélczynnikach w snopie stalym sa izomorficzne z kohomologiami
singularnymi X traktowanego jako rozmaitos¢ topologiczna. Jednakze gdy roz-
patrujemy rozmaitosci okreslone nad dowolnym cialem to jedyna, topologia, jaka,
rozporzadzamy jest topologia Zariskiego. Topologia ta jest zdecydowanie zbyt
uboga dla potrzeb homologicznych (np. kohomologie o wspétczynnikach w snopie
stalym wzgledem topologii Zariskiego sa trywialne). Genialnym pomystem
Grothendiecka, ktéry pozwolil przenie$é¢ teorie kohomologii snopowych na te
sytuacje bylo radykalne uogdlnienie pojecia topologii. Czym bowiem, ab-
strakcyjnie rzecz biorac, jest wprowadzenie na pewnym zbiorze X topologii?
Jest to wybér rodziny podzbioréw (ktére nazywamy podzbiorami otwartymi)



zamknietej ze wzgledu na pewne naturalne operacje (sumy i skoriczone prze-
cigcia). Aby rozwinac teorig snopéw nalezy takze wyrézni¢ podrodziny {f; :
Ui — X}ier stanowiace pokrycia X = J;;U;. Klasa pokry¢ powinna
speliaé¢ pewien naturalny zestaw aksjomatéw. Pojecie topologii i pokrycia ot-
wartego mozna uogdblnié na dowolna kategorig (zamiast kategorii zbioréw). Ot6z
topologia Grothendiecka na obiekcie X kategorii C nazywamy dowolna rodzing
morfizméw {f; : U; = X }ier zamknieta ze wzgledu na odpowiednie operacje.
Podobnie aksjomatycznie mozemy okreéli¢ klase pokry¢ otwartych X. Gléwna
praktyczna réznica, w stosunku do topologii w sensie tradycyjnym jest to, ze
dopuszczamy teraz, iz morfizmy definiujace topologie nie musza by¢é monomor-
fizmami (f; nie musi by¢ wlozeniem). Tak wiasnie sig dzieje w przypadku
topologii, ktéra odegrala jak dotad najwieksza role w geometrii algebraicznej, a
mianowicie topologii étalnej. W topologii tej okreslonej na kategorii zbioréw al-
gebraicznych? nad cialem F, jako f; bierzemy wszystkie otwarte morfizmy étalne
tzn. takie ktére indukuja, izomorfizmy na przestrzeniach stycznych we wszyst-
kich punktach®. Takimi morfizmami (dla F = C) sa np. nakrycia algebraiczne,
ktére oczywiscie nie musza by¢ monomorfizmami. Inna osobliwodcia, topologii
étalnej jest istnienie nietrywialnych pokryé otwartych przestrzeni jednopunk-
towej w sytuacji gdy F nie jest rozdzielczo domknigte. Przypomnijmy, ze punkt
jest to taka rozmaito$c, na ktérej pierécien funkeji regularnych jest rowny F.
Punkt jest oznaczany przez spec(F). Rozszerzenie ciat F C F' zadaje przek-
sztalcenie spec(F') — spec(F). W takiej sytuacji kazde rozszerzenie rozdzielcze
F C F’ prowadzi do morfizmu étalnego spec(F') — spec(F). Wybér najod-
powiedniejszej topologii Grothendiecka do danego zagadnienia stanowi istotny
element w rozwazaniach Voevodskiego. Wracajac za$ do topologii étalnej to
okazalo sig, 7e teoria kohomologii zbudowana przy pomocy tej topologii* ma
wlasnosci, ktore postulowat Weil. Postugujac sie nimi Deligne udowodnit na
poczatku lat siedemdziesiatych hipotezy Weila.

Kolejnego impulsu do poszukiwan teorii kohomologii rozmaitosci alge-
braicznych dostarczyla algebraiczna K—teoria. Drziedzina ta rozwija sie na
pograniczu algebry, teorii homotopii i geometrii algebraicznej. Jej podstawy
stworzyt w latach 50—ych Grothendieck, lecz za jej gtéwnego architekta uwaza sig
D. Quillena. Zdefiniowat on dla dowolnego pierscienia R grupy abelowe K,,(R)
(dlan =0,1,2,...) nazywane algebraiczna, K—teoria, pierscienia R. Sa to grupy
homotopii pewnej przestrzeni topologicznej BG L. (R)" zwiazanej z grupa
macierzy odwracalnych o wspélczynnikach w R. Definicje K—teorii mozna rozsz-
erzy¢ na kategorig rozmaitoéci algebraicznych ($ciglej — schematéw). Oblicze-
nie K-teorii, nawet gdy mamy do czynienia z cialem jest niezmiernie trudne,
a K—teoria liczb calkowitych jest zwiazana z grupami homotopii sfer. Istotne
jest, ze algebraiczna K—teoria ma swdj znacznie lepiej zbadany topologiczny
odpowiednik, topologiczna K—teorig, obliczalna przy uzyciu kohomologii singu-

24cislej méwiac rozwazamy kategorie schematéw skonczonego typu.

3Jedli zbiér algebraiczny nie jest gladki, to definicja morfizmu étalnego jest nieco bardziej
skomplikowana.

4Standardowym podrecznikiem zawierajacym wyklad kohomologii étalnych jest ksiazka
J. S. Milne’a [Me].



larnych i algebraicznego narzedzia — ciagu spektralnego Atiyah—Hirzebrucha.
Przez analogie z ta sytuacja zaczeto poszukiwaé teorii kohomologii rozmaitosci
algebraicznych, ktéra bylaby zwiazana z algebraiczna, K—teoria, w podobny
sposéb. Szybko okazalo sie, ze kohomologie étalne nie nadaja sie do tego
celu. Réwniez wiele innych waznych niezmiennikéw rozmaitosci algebraicznych
(jak np. grupy Chow) nie daje sie opisa¢ za pomoca, kohomologii étalnych.
Grothendieck wierzyt jednak, ze w $wiecie geometrii algebraicznej istnieje teo-
ria kohomologii zawierajaca informacje o wszystkich homologicznych niezmien-
nikach rozmaitosci. Sadzil, ze kategorie rozmaitosci algebraicznych mozna
,zabelianizowaé”. Podejrzewal istnienie kategorii motywdw M (F) majacej
pewne uniwersalne wlasnosci. Ponizsze postulaty mozna znalez¢ m.in. w pracach
S. Blocha.

e M(F) jest kategoria abelowa (tzn. dopuszczalne sa, w niej takie operacje
jak w kategorii grup abelowych).

e Kazdej rozmaitoéci algebraicznej X odpowiada pewien motyw (obiekt w
kategorii motywéw®) h(X). Przyporzadkowanie

h:Var(F) - M(F)
jest funktorialne.

e Kazda teoria kohomologii E*(X) okreslona dla rozmaitosci algebraicznych
moze by¢ obliczona metodami algebry homologicznej w M(F). Dokladniej
méwiac E*(X) wyraza sig jako Ext) g (h(X), E) dla pewnego obiektu £
w M(F).

e Szczegdlna role odgrywaja, kohomologie motywiczne HY,(X). Istnieja,
ciagi spektralne pozwalajace obliczy¢ E*(X) za pomoca H} (X)) i E*(pt).

7 kohomologii motywicznych powinno da¢ sig odczytac topologiczne kohomolo-
gie przestrzeni (gdy F = C), jakobian rozmaitosci — obiekt parametryzujacy
wiazki liniowe, grupy Chow (grupy generowane przez cykle algebraiczne), a
co najwazniejsze — K—teorie. Mimo wielu préb nie udalo sie w pelni zreali-
zowaé tego programu®. Andrei Suslin zaproponowal podejécie do kohomologii
motywicznych opierajace sig na ideach w bardziej bezposredni sposob zaczerp-
nigtych z topologii algebraicznej. Podejscie to rozbudowane przez Voevodskiego
opiszemy w nastepnym rozdziale.

2 A'-teoria homotopii

Nowe podejscie do problemu konstrukeji teorii kohomologii rozmaitosci alge-
braicznych Suslin przedstawil w wystapieniu na konferencji w Luminy w 1987 r.

5Moéwiac dokladniej: rozmaitogciom, ktére nie sa gladkie i zupelne odpowiadaja kompleksy
obiektéw z M(F).

W $wiecie topologii stabilna kategoria homotopijna SHo moze byé uwazana, za odpowied-
nik kategorii motywéw. Wprawdzie nie jest to kategoria abelowa, lecz tzw. kategoria z
trojkatami.



Méwiac w wielkim skrécie Suslin skonstruowat ,,motywiczne kompleksy”, ktére
sa w Swiecie geometrii algebraicznej analogiem kompleksu singularnego C.(X)
przestrzeni topologicznej X. Pierwsze prace Voevodskiego (poczawszy od [SV])
byly rozwinieciem idei Suslina. PéZniej jednak zaczal stopniowo zastepowadé
metody homologiczne homotopijnymi. Ostatecznie jego praca przybrala postaé
systematycznie rozwijanej teorii homotopii rozmaitosci algebraicznych, ktéra,
nazwal A'-teoria homotopii. Konstrukcje Voevodskiego mozna roziozyé na
nastepujace kroki:

e Rozszerzenie kategorii rozmaitosci algebraicznych, w sposéb umozliwiajacy
takie konstrukcje jak: ilorazy X/Y dlaY C X, ilorazy przez wyznaczone
dziatanie grupy czy innego typu granice kategoryjne;

e Wprowadzenie pojecia homotopijnej réwnowaznoéci;
e Zdefiniowanie stabilnej teorii homotopii;
e Konstrukcja odpowiednikéw przestrzeni Eilenberga—MacLane’a.

W dalszej czesci tego rozdzialu opiszemy najwazniejsze etapy tej konstrukeji
(wigcej szczegdtéw czytelnik moze znalezé w przystepnie napisanym artykule
[V3]).

Aby zrozumieé¢ konieczno$é abstrakcyjnych konstrukeji Voevodskiego zas-
tanéwmy sig najpierw dlaczego nie mozna rozwijacé teorii homotopii w $§wiecie
geometrii w sposéb naiwny. Wigkszos¢ standardowych konstrukeji topologii al-
gebraicznej takich jak zawieszenie przestrzeni czy doklejanie komérek nie jest
wykonalne. Kategoria zbioréw algebraicznych jest na to zbyt sztywna. Bardzo
rzadko istnieja, w niej granice systeméw prostych lub odwrotnych. Voevodsky
(opierajac sie na pomysle Grothendiecka) zaproponowatl czysto formalna, pro-
cedure dotaczania do kategorii granic systeméw prostych i odwrotnych. Otdz
na mocy lematu Yonedy kategorig rozmaitosci algebraicznych Var(F) mozna za-
nurzy¢ w kategorig funktoréw kontrawariantnych Var(F) — Zbiory. Rozmaitosci
X odpowiada funktor reprezentowalny U — Mapy,(r) (U, X). W kategorii funk-
torow istnieja, wszystkie mozliwe granice, lecz jest ona zbyt duza. Rozwiazanie
zaproponowane przez Voevodskiego polegalo na ograniczeniu sie do kategorii
Shr(F) skladajacej sig z funktoréw kontrawariantnych (z Var(F) do zbioréw)
bedacych snopami. Funktor jest snopem gdy warto$é funktora na pokryciu
zbioru determinuje warto$¢ funktora na calym zbiorze. Pojecie snopa wymaga
wyboru rodziny dopuszczalnych pokryé, t.j. pewnej topologii Grothendiecka 7.
Kategoria Shp(F) réwniez posiada wszystkie granice, ale przejscie Var(F) —
Shr(F) zachowuje dodatkowo pewna, informacje geometryczna. Voevodsky
przyjat jako swoja robocza kategorig wlasnie Shr(F) dla odpowiednio dobranej
topologii T. Po pewnych wahanich wybrat jako T topologie Nisnevicha, ktéra
jest nieco ubozsza od topologii étalnej. Pokrycia w topologii Nisnevicha buduje
sie z morfizméw étalnych {f; : U; — X}ier, ktére speliaja warunek: dla
kazdej nierozkladalnej rozmaitosci V' C X istnieje indeks ¢ € I oraz podzbiér
W C U; taki, ze f; zadaje izomorfizm cial funkcji wymiernych F(V) i F(W). To
eliminuje charakterystyczne dla topologii étalnej nietrywialne pokrycia spec(F').



Kazde pokrycie spec(F) mozna ,,rozdrobnié¢” do {id : spec(F) — spec(F)}.
Poréwnywanie topologii étalnej i Nisnevicha odgrywa kluczowa, role w dowodzie
hipotezy Milnora.

Tak wiec arena teorii Voevodskiego jest kategoria snopéw w topologii Nis-
nevicha, ktéra bedziemy odtad nazywaé¢ po prostu kategoria przestrzeni i oz-
naczaé Sp(F). Voevodsky uwaza te kategorie za optymalne rozszerzenie kat-
egorii rozmaitosci algebraicznych. Dzigki istnieniu granic w Sp(F) mozemy
wykonywaé wszystkie konstrukcje odgrywajace istotna role w topologii. I
tak, przede wszystkim dla dowolnego zanurzenia ¥ C X mozemy zdefiniowaé
iloraz X/Y. A zatem dla dowolnej pary przestrzeni z wyréznionymi punk-
tami (X, zo), (Y, yo) mozemy okresli¢ ich zredukowany produkt (smash) jako
XAY =X xY/(X xyo Uz xY). Préba zdefiniowania innego kluczowego
obiektu w topologii — zawieszenia przestrzeni £ X natrafia na nieoczekiwany
problem. Przypomnijmy, 7e ¥X = S'AX. Jednakze w kategorii Sp(F) mamy az
dwie kandydatury na okrag. Niech A' bedzie prosta afiniczna. Zaréwno okrag
,,symplicjalny 7 S! := A!/{0,1} jak i okrag Tate’a S} := A! — {0} mozna
interpretowaé jako odpowiednik topologicznego okregu S'. Okaze sie, ze te dwa
okregi nie sa, nawet homotopijnie réwnowazne (w sensie wprowadzonej wkrétce
relacji). Zjawisko to ma gleboki wplyw na cala teorie.

Kolejnym waznym krokiem jaki wykonal Voevodsky bylo wprowadzenie w
kategorii Sp(F) pojecia homotopii. Modwiac $ciélej, bedziemy chcieli zdefin-
iowa¢ kategorie Ho(F'), ktéra ma te same obiekty co Sp(F'), ale utozsamiamy w
niej morfizmy homotopijne. Istnieja dwie standardowe procedury pozwalajace
osiagnad ten cel. Najprostsze podejécie polegatoby na wprowadzeniu relacji ho-
motopii morfizméw i utozsamieniu morfizméw homotopijnych. Jednak lepsze
wlasnoéci ma mniej bezposrednia konstrukcja. Kategoria homotopijna jest wyz-
naczona przez klase homotopijnych réwnowaznosci W. Moze by¢ ona otrzymana
z wyjsciowej kategorii przez formalne dolaczenie odwrotnos$ci homotopijnych
réwnowaznosci (procedura ta przypomina konstrukcje pierscienia utamkéw). Te
whagnie droge wybierzemy. Musimy zatem powiedzieé¢ ktére morfizmy w Sp(F)
uznajemy za homotopijne réwnowaznosci. Nasza klasa W bedzie najmniejsza,
klasa morfizméw w Sp(F) zawierajaca izomorfizmy, rzutowania A* x X — X,
oraz zamknieta, ze wzgledu na pewne konstrukcje kategoryjne’. Zgodnie z
opisana, przed chwila ogdlna konstrukcja przyjmujemy jako kategorie homotopi-
jna, Ho(F), kategorig powstata z Sp(F) przez formalne odwrécenie homotopi-
jnych réwnowaznosci. Teraz oczywiécie na mocy samej definicji w kategorii
Ho(F) rzutowanie X x A! — X jest izomorfizmem (stad nazwa teorii). Za-
tem wszystkie morfizmy f.: X — X x A! okreslone formutami f.(z) = (z,c)
sa_homotopijne (tzn. réwne w Ho(F)). Oto kilka dalszych przykladéw ho-
motopijnych réwnowaznosci (czyli izomorfizméw w Ho(F)): prosta rzutowa
P! ~ A'/(A! — {0}) ~ S! A S!. Na koniec podkre§lmy, ze S! i S} nie sa
homotopijnie réwnowazne.

7 Aby $cisle zdefiniowac klase W Voevodsky uzywa pojecia ,,zamknietej kategorii modeli”,
ktére zostalo wprowadzone przez Quillena.



3 Kohomologie motywiczne

Centralnym punktem teorii Voevodskiego, jest konstrukcja teorii bedacej
odpowiednikiem teorii kohomologii singularnych w topologii. Konstrukcje te
wykonamy metodami A'-teorii homotopii. Przypomnijmy najpierw jak w
klasycznej sytuacji topologicznej grupy kohomologii wyrazaja sie¢ w terminach
teorii homotopii. Dla dostatecznie regularnej przestrzeni X grupa H"(X,Z)
moze by¢ utozsamiona ze zbiorem klas homotopii odwzorowan z X w przestrzen
Eilenberga—MacLane’a K (Z,n)8, tzn.

H"(X,Z) = Mapyo(Top) (X,K(Z,n)).

Istota, homotopijnego podejscia Voevodskiego do kohomologii motywicznych
bylo wlasnie znalezienie algebraicznego odpowiednika przestrzeni K (Z,n).
Wskazéwki dostarczyto tutaj klasyczne twierdzenie Dolda—Kana, ktére méwi,
ze K(Z,n) jest homotopijnie réwnowazne z Z[S™], gdzie Z[X] oznacza wolna
topologiczna, grupe abelowa, rozpieta na przestrzeni X.

Stoja przed nami dwa zadania: po pierwsze musimy znalezé algebraiczny
odpowiednik sfery, po drugie za$ zrozumieé¢ czym powinna by¢ “wolna grupa
abelowa” w naszym kontekscie. Pierwszy problem wydaje sie byé prosty
poniewaz S™ jest po prostu n—krotnym zredukowanym produktem S! ze soba,.
Przypomnjmy jednak, ze w naszej kategorii Sp(F') istnieja dwa rodzaje okregéw.
Dlatego rozwaza¢ musimy “motywiczna, sferg” SP:¢ := (S1)"P=7 A (S})N. Pier-
wszy indeks jest wymiarem algebraicznym, drugi tzw. skretem Tate’a. Z przy-
czyn technicznych Voevodsky zdecydowal sie uzyé¢ do konstrukeji przestrzeni
Eilenberga-MacLane’a sfery S?™" ~ (P1)A\",

Przypomnijmy, ze elementami Z[X] sa formalne kombinacje liniowe Y a;z;,
gdzie a; € Z, x; € X. Sprébujmy teraz przenies$é te konstrukcje do kategorii
rozmaitosci algebraicznych. Voevodsky oznacza ja przez L(X). Otrzymujemy
obiekt kategorii Sp(F), czyli funktor L(X) : Var(F) — Zbiory bedacy snopem
w topologii Nisnevicha. Jego wartoscia na rozmaitosci U jest grupa formalnych
kombinacji punktéw X parametryzowanych przez U. Zadaje ona wiec pewien
podzbiér produktu U x X, ktéry mozemy rozlozy¢ na formalna kombinacje niere-
dukowalnych podzbioréw U x X. Innymi stowy element L(X)(U) jest cyklem
algebraicznym w produkcie U x X . Ponadto kazda skltadowa otrzymanego cyklu
rzutuje sie suriektywnie na U, a wlékna rzutu sa skoniczone. Zatem jako wolna,
grupe abelowa, rozpieta na rozmaitosci X przyjmujemy funktor, ktéry okazuje
sie by¢ snopem w topologii Nisnevicha:

L(X):Uw cor(U,X),

gdzie cor(U, X) oznacza wolna grupe abelowa, rozpigta na zbiorze nieredukowal-
nych podzbioréw U x X, ktére dominuja i sa skoriczone nad U (grupa ta

8Przestrzen Eilenberga-Maclane’a jest to przestrzen, ktéra ma trywialne wszystkie grupy
homotopii oprécz mn(K(Z,n)) = Z. Ostrzegamy czytelnika, ze przestrzen Eilenbega—
MacLane’a K(Z,n) nie powinna byé mylona z grupami K—teorii liczb calkowitych Ky (Z).



bywa nazywana grupa, korespondencji z U w X). Definicje przestrzeni L rozsz-
erzamy na przypadek ilorazéw rozmaitosci algebraicznych kladac L(X/Y) :=
L(X)/L(Y). Teraz juz mozemy zakonczy¢ konstrukcje przestrzeni Eilenberga—
MacLane’a przyjmujac K (Z(n),2n) = L(S?™"). Majac zdefiniowne przestrze-
nie Eilenberga—MacLane’a mozemy okresli¢ dla dowolnego X € Sp(F) (dla ciata
F charakterystyki zero”) jego motywiczne grupy kohomologii:

H>" =" (X5 Z) = Mapyoe) ((S3)"™ A X, K(Z(n),2n)).

Gdybyémy ograniczyli sie w powyzszej definicji do m = 0 to otrzymalibySmy
formule znana z topologii. Obecnosé tego dodatkowego parametru wynika
7z istnienia w naszej sytuacji dwoch rodzajéw okregdéw. Wiele Swiatla na te
formule rzuca zinterpretowanie jej w terminach ,,stabilnej teorii homotopii”, co
czyni Voevodsky np. w [V3]. Ten bardziej wyrafinowany jezyk pozwala réwniez
podaé poprawna definicje kohomologii motywicznych dla ciala dowolnej charak-
terystyki.

Na zakoniczenie nalezy wspomnie¢, ze alternatywne konstrukcje kohomologii
motywicznych zostaly podane przez M. Levine’a i M. Hanamure. Nie jest jasne
czy te teorie sa izomorficzne z kohomologiami Voevodskigo. Natomiast udalo sie
udowodni¢, ze dla gladkich rozmaitosci kohomologie Voevodskiego sa, izomor-
ficzne 7z wyzszymi grupami Chow, ktére zostaly zdefiniowane przez Blocha w
latach osiemdziesiatych. Trzeba niemniej podkredlié, ze wszystkie te konkuren-
cyjne teorie maja, znacznie gorsze wlasnosci formalne, oraz ze dopiero teoria
Voevodskiego przyniosta wartosciowe zastosowania.

4 Hipoteza Milnora

Dowdd hipotezy Milnora zaprezentowany w [V2] jest skomplikowany i przed-
stawienie go cho¢by w zarysie wykracza poza ramy naszego artykulu. Cele
jakie sobie postawiliSmy sa znacznie skromniejsze. Zaczniemy od elemen-
tarnego zdefiniowania K—teorii Milnora i sformulowania hipotezy. Nastepnie
zad, aby czytelnik mial mozliwos¢é poczucia prawdziwego jej sensu, opiszemy ja,
w szczegblnych przypadkach. Na koniec naszkicujemy pewne idee dowodu.
Hipoteza Milnora byta sformulowana w 1970 r. w pracy [Mi] dotyczacej form
kwadratowych. Milnor zdefiniowat grupy KM (F) (dlan = 0,1,2...) dla dowol-
nego ciata F nazwane pézniej K—teoria Milnora. Jest to teoria $cisle zwiazana z
algebraiczna, K—teoria o ktorej wspomnieli§my w rozdziale 2, wprawdzie znacznie
od niej ubozsza, ale tez tatwiejsza do obliczenia. Hipoteza Milnora méwi, ze jesli
charakterystyka F jest rézna od dwéch, to KM (F)/2KM(F) = KM(F) 0z Z/2
jest izomorficzne z kohomologiami Galois H"(F;Z/2). Za chwile opiszemy
powyzsze grupy.
Niech F* = F \ {0} bedzie grupa multiplikatywna ciala. Iloczyn ten-
n

—N—
sorowy F* ®z ...z F* dzielimy przez podgrupe generowana przez tensory

9W charakterystyce dodatniej definicja wymaga pewnych technicznych modyfikacji; [V3].



proste postaci a1 ®. . .®a,, takie, ze a;+a;+1 = 1 dla pewnego i € {1,...,n—1}.
Woéwezas KM(F) = @,,5, KM (F) jest pierscieniem przemiennym z gradacja,
Opisuje on pewne arytmetyczne wladciwosci ciata. Dla przykladu: liczba —1
jest suma, kwadratéw w F wtedy i tylko wtedy, gdy element —1 € F* = KM (F)
jest nilpotentny w KM (F). Grupy Milnora sa zdefiniowane jawna formula i
niosa, wazne informacje o ciele F. Nie jest latwo jednak umiescié¢ je w szer-
szym kontekscie np. rozszerzy¢ do teorii obejmujacej rozmaitosci algebraiczne.
Natomiast kohomologie Galois, czyli grupy kohomologii grupy Galois rozdziel-
czego domkniecia ciala F sa standardowymi obiektami algebry homologicznej
(choé trudno podaé réwnie elementarna, ich definicje jak w przypadku K—teorii
Milnora). Ponadto kohomologie Galois mozna zinterpretowaé jako kohomologie
étalne punktu H} (spec(F);Z/2). Hipoteza Milnora opisuje zwiazki pomiedzy
wlasnosciami arytmetycznymi ciala F wyrazonymi przez KM (F) z wlasno$ciami
kohomologicznymi grupy Galois.

Hipoteza Milnora ma naturalne uogdlnienie nazywane hipoteza, Blocha—
Kato. Moéwi ona, ze jesli £ jest liczba pierwsza, rozna, od charakterystyki ciata,
to

K, (F) @z Z/0 ~ H"(F; uf™)

gdzie prawa strona oznacza kohomologie Galois ze wspolczynnikami w n—tej
potedze tensorowej grupy pierwiastkow z jedynki stopnia £. Kohomologie Galois
sa izomorficzne z HY, (spec(F); ui™).

Aby wyjasnié jakie zjawisko opisuje hipoteza Milnora i Blocha—Kato
przyjrzyjmy sie blizej przypadkom n = 1 i n = 2. Bedziemy zaktadaé¢, ze
char(F) # £ i wszystkie pierwiastki z jedynki stopnia ¢ naleza do ciata F. Niech
n = 1. Niezerowe elementy H'(F;pu,) = H'(F;Z/¢) odpowiadaja cyklicznym
rozszerzeniom stopnia £ ciala F. Przypominamy, ze rozszerzenie F C F' jest
cykliczne, gdy jest rozszerzeniem Galois oraz grupa Galois Gal(F' : F) jest cyk-
liczna. Z drugiej strony KM (F) ® Z/¢ = F*/(F*)? jest opisane przez elementy
odwracalne ciata F. Hipoteza Blocha—Kato sprowadza sie wiec do twierdzenia
moéwiacego, ze kazde rozszerzenie cykliczne stopnia £ jest rozszerzeniem poje-
dynczym F(a), gdzie a spelia réwnanie a® = b dla pewnego b € F. Jest to
dobrze znane twierdzenie Lagrange’a.

Niech teraz n = 2. Tak jak poprzednio zaktadamy, ze wszystkie pierwiastki
z jedynki stopnia ¢ naleza do F oraz ¢ # char(F). Kohomologie Galois w
tym przypadku maja, nastepujaca, interpretacje: niezerowe elementy H2(F;/)
parametryzuja, algebry nad cialem F ktére sa:

e centralne (centrum jest réwne F),
e proste (nie maja niezerowych ideatow wlasciwych),

e rangi £ (maksymalne cialo zawarte w algebrze jest rozszerzeniem stopnia
¢ nad centrum).

Waznym przyktadem jest uogdlniona algebra kwaternionowa. Jest ona zdefin-
iowana nastepujaco. Niech a i b beda elementami odwracalnymi F. Definiujemy
algebre nieprzemienna F{z,y} generowana przez dwa symbole x i y spehiajace



tozsamosci: z¢ = a, y* = b i xy = &y, gdzie & jest pierwiastkiem z je-

dynki stopnia ¢£. Dwie algebry A i B uwazamy za rownowazne jesli algebry
macierzy M (m xm;A) i M(n x n; B) sa izomorficzne dla pewnych m i n (jest to
réwnowazno$¢ Brauera). Z drugiej strony elementy K-teorii sa reprezentowane
przez kombinacje liniowe symboli postaci a ® b, gdzie a,b € F*. Hipoteza
Blocha—Kato dla n = 2 méwi, ze kazda prosta algebra centralna rangi £ jest
réwnowazna iloczynowi tensorowemu uogdlnionych algebr kwaternionowych.
Kombinacja liniowa tensoréw a; ® b; odpowiada tu iloczynowi tensorowemu
algebr kwaternionowych skonstruowanych za pomoca par {a;,b;}. Hipoteza
Blocha-Kato dla n = 2 zostala udowodniona przez Merkuriewa i Suslina w
1983.

Powyzsze przykitady dobrze oddaja sens hipotez Milnora i Blocha—Kato.
Mozna o nich mys$le¢ w taki sposéb: pewne obiekty zdefiniowane za pomoca
rozszerzen ciata F moga by¢ opisane bardziej konkretnie za pomoca, elementéw
F.

Podejscie Voevodskiego do hipotez Milnora i Blocha-Kato mozna najkrécej
naszkicowa¢ nastepujaco. Zaczal on od zinterpretowania K-teorii Milnora
w terminach kohomologii motywicznych. Otéz okazuje sig, ze KM (F) ®
Z/t = H™"(spec(F);Z/l). 7 drugiej za$ strony jesli cala konstrukcje ko-
homologii motywicznych powtérzymy stosujac zamiast topologii Nisnevicha
bogatsza, od niej topologie étalna to otrzymamy motywiczne kohomologie
étalne H2:? (spec(F), Z /(). Ponadto H}," (spec(F); Z/¢) = H%, (Spec(F); u3™) =
H"(F; u?"). Tak wiec udato sig uzyskaé¢ obie grupy jako wynik zastosowania
bardzo podobnych konstrukcji, co ulatwia ich poréwnanie. Nastepnie dzigki
dobrym funktorialnym wlasno$ciom obu wersji kohomologii motywicznych (roz-
maitym ciagom dokladnym itd.) zagadnienie wykazania izomorfizmu zostaje
sprowadzone do pokazania znikania pewnych grup étalnych kohomologii moty-
wicznych, mianowicie:

ngl’n(spec(F); Zy)) =0.

(Wspétezynnikami sa tu liczby f-adyczne.) Voevodsky nazywa te formuteg ,,90—
tym twierdzeniem Hilberta”, poniewaz w szczeg6lnym przypadku Hzl (spec(F);Z) =
H! (F,F:) sprowadza sig ona do znanego twierdzenia Hilberta przetozonego na
wspoltezesny jezyk'®. Wykazanie znikania H?jl’n(spec(F);Z(l)) jest jadrem
dowodu. Opiera sig on na istnieniu pewnych rozmaitosci o szczegdlnych
wlasno$ciach kohomologicznych, tzw. rozmaitosci rozktadu. W przypadku ¢ = 2
takie rozmaitosci zostaly znalezione. Okazaly sig nimi by¢ kwadryki Pfistera.
Tym samym hipoteza Milnora zostala udowodniona. Dla ¢ > 2 hipoteza do
niedawna byla otwarta, cho¢ pewne konstrukcje rozmaitosci rozktadu byly znane
w niskich wymiarach. W czerwcu 2003 Voevodsky ([V4]) zaanonsowal dowéd
hipotezy Bloch-Kato opierajacy sie na pewnych rezultatach M. Rosta.
Podsumujmy: dowdd hipotezy Milnora, ktéra w swoim sformulowaniu
moéwi jedynie o ciele F, wymagal nie tylko rozwazenia rozszerzen ciat (co jest

10Takie sformulowanie oryginalnego 90-tego twierdzenia Hilberta znane bylo juz Emmie
Noether, choé nie postugiwala sie ona jezykiem kohomologii.
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sktadnikiem definicji kohomologii étalnych), lecz takze rozbudowania teorii ko-
homologii obejmujacej wszystkie rozmaitosci zdefiniowane nad F. Innymi stowy
studiowanie arytmetycznych wlasnosci ciata doprowadzilo do badania calej kat-
egorii schematéw nad nim okreslonych.

Dowéd tej hipotezy jest jak dotad najbardziej spektakularnym zas-
tosowaniem teorii Voevodskiego. Uzycie jej z sukcesem do rozwiazania trudnego
problemu dotyczacego K —teorii uzasadnia w jakiej$ mierze teze, ze Voevod-
skiemu udalo sig skonstruowa¢ poszukiwana, uniwersalna, teorig kohomologii.
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