
Klasówka z teorii mnogo±ci, 29 listopada 2001

Rozwi¡zania zada«

Zadanie 1: Funkcja F jest na P (N), bo ka»dy podzbiór A ⊆ N jest postaci F (x), gdzie
x jest ci¡giem stale równym A. Ale nie jest ró»nowarto±ciowa, bo na przykªad F (x) = F (y)
dla ci¡gu staªego x(i) = N i ci¡gu

y(i) =

{
N, je±li i jest parzyste;
∅, w przeciwnym przypadku.

Dla A = ∅, jedyny ci¡g x speªniaj¡cy warunek F (x) = ∅ to ci¡g staªy x(i) = ∅. Zatem
→
F −1({∅}) jest jednoelementowy. Natomiast je±li A 6= ∅ to

→
F −1({A}) musi by¢ niesko«czo-

ny. Do tego przeciwobrazu nale»¡ bowiem wszystkie funkcje yk postaci

yk(i) =

{
A, je±li i = k;
∅, je±li i 6= k,

gdzie k jest dowoln¡ liczb¡ naturaln¡. A wi¦c nie istnieje taki zbiór A ⊆ N, »e
→
F −1({A})

ma dokªadnie cztery elementy.

Zadanie 2: Zaczynamy od cz¦±ci (a).

Zwrotno±¢: Je±li x jest parzyste to x−x = 0, a zero jest podzielne przez k. Je±li za± x jest
nieparzyste, to x · x ≥ 0, przy czym nierówno±¢ jest ostra bo x 6= 0.

Symetria: Oczywista.

Przechodnio±¢: Niech 〈x, y〉, 〈y, z〉 ∈ ρk. Wtedy x i z musz¡ by¢ tej samej parzysto±ci co y.
Zatem wszystkie trzy liczby s¡ parzyste albo wszystkie trzy s¡ nieparzyste. W pierwszym
przypadku mamy x− z = (x− y) + (y− z). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna
przez k, wi¦c 〈x, z〉 ∈ ρk. W drugim przypadku x · z = (x · y) · (y · z) · 1

y2 > 0 i te» dobrze.

Wszystkie klasy abstrakcji naszej relacji s¡ niesko«czone. Je±li a jest liczb¡ nieparzyst¡,
to [a]ρk

= {b ∈ Z | b > 0} albo [a]ρk
= {b ∈ Z | b < 0}. A je±li a jest parzyste, to

[a]ρk
= {a + nk | n ∈ Z i nk jest parzyste}. A wi¦c nie ma klasy k-elementowej.

Je±li k = 4 to mamy 4 klasy abstrakcji:

• Klas¦ liczb nieparzystych dodatnich;

• Klas¦ liczb nieparzystych ujemnych;

• Klas¦ liczb podzielnych przez 4;

• Klas¦ liczb parzystych niepodzielnych przez 4.



W przypadku k = 3 jest pi¦¢ klas:

• Klasa liczb nieparzystych dodatnich;

• Klasa liczb nieparzystych ujemnych;

• Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;

• Klasa liczb parzystych daj¡cych reszt¦ 1 z dzielenia przez 3;

• Klasa liczb parzystych daj¡cych reszt¦ 2 z dzielenia przez 3.

Zadanie 3: Przykªadem funkcji f : P(N) → P(N), która nie jest postaci Φ(T ), dla
»adnego T , jest funkcja okre±lona warunkiem

f(A) =

{
N, je±li A = ∅;
∅, w przeciwnym przypadku.

Je±li T = {〈{x}, x〉 | x ∈ N}, to Φ(T ) = idP(N), bo wtedy Φ(T )(a) = {x ∈ N | {x} ⊆ a} =
{x ∈ N | x ∈ a} = a. Aby uzyska¢ funkcj¦ staª¡ musimy przyj¡¢ T = {〈∅, x〉 | x ∈ A}, dla
wybranego A. Wtedy Φ(T )(a) = {x ∈ N | x ∈ A} = A.

Przypu±¢my, »e Φ(T ) = Φ(S) i przy tym T 6= S, na przykªad 〈a, x〉 ∈ T − S. Skoro
x ∈ Φ(T )(a) = Φ(S)(a), to 〈b, x〉 ∈ S dla pewnego podzbioru b ⊆ a. St¡d x ∈ Φ(S)(b) =
Φ(T )(b), wi¦c jest takie c ⊆ b, »e 〈c, x〉 ∈ T . Wtedy c ⊆ a, wi¦c c = a. Zatem 〈a, x〉 =
〈c, x〉 ∈ S i mamy sprzeczno±¢.
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