Klaséwka z teorii mnogoéci, 29 listopada 2001

Rozwigzania zadan

Zadanie 1:  Funkcja F jest na P(N), bo kazdy podzbior A C N jest postaci F(z), gdzie
x jest ciagiem stale rownym A. Ale nie jest roznowartosciowa, bo na przyktad F(z) = F(y)
dla ciggu stalego x(i) = N i ciagu

. N, jesli ¢ jest parzyste;
y(i) = :
(), w przeciwnym przypadku.

Dla A = (), jedyny ciag z spelniajacy warunek F(z) = () to ciag staly z(i) = 0. Zatem
F~1({0}) jest jednoelementowy. Natomiast jesli A # () to F~'({A}) musi by¢ nieskoticzo-
ny. Do tego przeciwobrazu naleza bowiem wszystkie funkcje v, postaci

(i) = A, jeslii=k;

IT=0 0, jesli i # k,

gdzie k jest dowolna liczba naturalng. A wiec nie istnieje taki zbior A C N, ze ];)*1({14})
ma doktadnie cztery elementy.

Zadanie 2: Zaczynamy od czesci (a).

Zwrotnoscé: Jesli x jest parzyste to x —x = 0, a zero jest podzielne przez k. Jesli zas x jest
nieparzyste, to x - x > 0, przy czym nieréwnosé jest ostra bo z # 0.

Symetria: Oczywista.

Przechodnio$é: Niech (x,y), (y, z) € pp. Wtedy x i z musza by¢ tej samej parzystosci co y.
Zatem wszystkie trzy liczby sa parzyste albo wszystkie trzy sa nieparzyste. W pierwszym
przypadku mamy = — z = (x —y) + (y — z). Suma liczb podzielnych przez k jest podzielna
przez k, wiec (x,z) € pp. W drugim przypadku z -z = (x-y) - (y- 2) - y% > 0 i tez dobrze.

Wszystkie klasy abstrakcji naszej relacji sa nieskoriczone. Jesli a jest liczba nieparzysta,
to [a],, = {b € Z|b>0}albo [a]l,, = {b€Z|b<0}. Aijesli a jest parzyste, to
la],, ={a+nk | n € Zink jest parzyste}. A wiec nie ma klasy k-elementowe;.

Jesli k£ = 4 to mamy 4 klasy abstrakcji:

e Klase liczb nieparzystych dodatnich;
e Klase liczb nieparzystych ujemnych;
e Klase liczb podzielnych przez 4;

e Klase liczb parzystych niepodzielnych przez 4.



W przypadku k = 3 jest piec¢ klas:

Klasa liczb nieparzystych dodatnich;

Klasa liczb nieparzystych ujemnych;

Klasa liczb parzystych podzielnych przez 3;

Klasa liczb parzystych dajacych reszte 1 z dzielenia przez 3;

Klasa liczb parzystych dajacych reszte 2 z dzielenia przez 3.

Zadanie 3:  Przykladem funkcji f : P(N) — P(N), ktora nie jest postaci ®(7'), dla
zadnego T', jest funkcja okreslona warunkiem
[N, jesli A= 0;
f(A) = { (), w przeciwnym przypadku.
Jedli T = {{{z},z) | + € N}, to ®(T) = idpa), bo wtedy ®(T')(a) = {x € N | {z} Ca} =

{r € N | x € a} = a. Aby uzyska¢ funkcje stala musimy przyja¢ T = {(0,z) | z € A}, dla
wybranego A. Wtedy ®(T)(a) ={x € N |z € A} = A.

Przypusémy, ze ®(T) = ®(S5) i przy tym T # S, na przyktad (a,z) € T — S. Skoro
x € O(T)(a) = ®(5)(a), to (b,x) € S dla pewnego podzbioru b C a. Stad z € ®(S)(b) =
O(T)(b), wiec jest takie ¢ C b, ze (c,z) € T. Wtedy ¢ C a, wiec ¢ = a. Zatem (a,x) =
(¢, z) € S i mamy sprzecznosc.



