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Uzywane oznaczenia:

e /nak C dopuszcza rownosé zbiorow; pisze C gdy ja wykluczam.

e [F —cialo skalarow rozwazanej przestrzeni wektorowej (=liniowej).

o VW, &, B — bazy uporzadkowane (skoriczone!).

e [v]y — cilag wspotrzednych wektora v w danej bazie V = (vy,...,Vvg), tzn. ciag
(N)E, € F¥ taki, ze v = >, \ivi.

e [L]), — macierz operatora (=przeksztalcenia) liniowego L : V — W w danych
bazach V = (vi,...,vy) przestrzeni V i W = (wy,...,w;) przestrzeni W. Jest to
jedyna macierz A € M, ;(F) taka, ze A[v]y = [L(v)|y dlav e V.

e Mapa, wyznaczong przez baze V = (vy, .. .,
fizm liniowy S : V — F* zadany wzorem S(v) = [v]y dla v € V. Kazdy izomorfizm
SV — F* jest tej postaci, dla V := (S71(ey), ..., S (er)), gdzie £ = (e, ..., e}) to
baza standardowa przestrzeni F¥, z e; := (1,0,...,0), e; = (0,1,...,0) i.t.d.

o L(V,W) to zbior wszystkich operatoréw liniowych z V' do W; zamiast L(V, V)
pisze L(V).

e Dla macierzy A € M, ;(FF) oznaczam przez La przeksztalcenie z F* do F!, zadane
ta macierza w standardowych bazach. (Jest ono zdefiniowane wzorem La(x) = Ax
dla x € F*, gdzie wektor x € F¥ interpretujemy jako kolumne.)

e Czasem dla uwidocznienia konstrukcji ciagu mozemy pisaé¢ (s, Tsi1, ..., T¢) 1
wtedy, gdy ¢ < s (ciag jest wiec pusty) lub gdy ¢ = s (wyrazu zs; wiec de facto
nie ma).

V) przestrzeni V| nazywam izomor-

e . Zadanie” oznacza lemat, ktorego dowdd pozostawiono czytelnikowi. Zadania te
sa w dalszej czesci wykorzystywane.

e Zadanie uzupelniajace”’ to zadanie, ktore w materiale zasadniczym nie jest wy-
korzystywane 1 spetnia role zadania, a nie lematu. Wymieniam tez zadania ze zbioru
Kostrykina, dotykajace biezacego materiatu; numeracja odnosi si¢ do pierwszego pol-
skiego wydania tego zbioru, z 1995r.

* oznacza material uzupetniajacy i zadania, ktére go dotycza lub sa trudniejsze.

** stawiam przy materiale, ktory przy pierwszym czytaniu lepiej pominac.

V  PRZESTRZENIE z ILOCZYNEM SKALARNYM

Wstep. Przez analogie ze znanymi ze szkoly sredniej pojeciami dtugosci wektora i
iloczynu skalarnego w R?, zdefiniujemy teraz ich odpowiedniki w rzeczywistych lub ze-
spolonych przestrzeniach wektorowych wyzszego wymiaru. Umozliwi to wprowadzenie
w tych przestrzeniach poje¢ geometrycznych, takich jak odlegtos¢, miara kata czy ob-
jetosé bryt. Jedli chodzi o badanie przeksztatcen liniowych R* — R czy C¥ — C!, po-
jecia te s o tyle wazne, ze pozwalaja wyroznié rzuty czy symetrie prostopadte, a takze
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przeksztatcenia liniowe nie zmieniajace odlegtosci. Oczywiscie, bedziemy sie starali
wymienione przeksztalcenia opisaé, a ich wtasnosci zrozumieé¢. Utatwione to zostanie
przez wprowadzeniu zagadkowego ,przeksztatcenia sprzezonego”, ktore nieodlacznie
okazuje sie towarzyszy¢ kazdemu przeksztalceniu liniowemu pomiedzy przestrzeniami,
wyposazonymi w iloczyn skalarny.

W tym rozdziale zaktadamy zawsze, ze F oznacza jedno z cial R, C. Ograniczenie

sie do tych ciat skalarow powodowane jest nie tylko znaczeniem, ale i szczegdlnymi
wtasnosciami liczb rzeczywistych i liczb zespolonych.

§ 1. Podstawowe pojecia.

1. lloczyn skalarny i wyznaczona przezen norma.

Przypomnijmy, ze dtugo$¢ wektora w € R? zdefiniowana jest wzorem ||w|| := /w? + w3 + w3
i ze podobnie okreglana jest dtugosé wektora na ptaszezyznie R?. Sugeruje to przyjecie

dla w e R,

Mamy wiec

W] = vw-w, gdzie u-v:= Zuivi dla u,v € R",
i

Jak powinnigmy okregli¢ dtugosé wektorow w CF, jesli chcemy, by przy naturalnym
wlozeniu R¥ w CF dtugosci nie ulegaly zmianie? Najprosciej zrobi¢ to tak:

Tym razem nie jest prawda, ze |w|| = W - w, lecz ||w|| = \/(w, w), gdzie

k
(u,v) := z:um_Z dla u,v € C*.

1=1

Definicja. Powyzsza funkcje (-,-) : C¥ x C¥ — C nazywamy standardowym ilo-
czynem skalarnym na C*, zasg funkcje RF x R¥ — R zadang przez (u,v) — u-v
nazywamy standardowym iloczynem skalarnym na RF.

Poniewaz (u,v) = u-v gdy ui v maja wyrazy rzeczywiste, wiec mozemy (i czesto
bedziemy) uzywac (, ) jako wspolnego oznaczenia obu tych iloczynow skalarnych. Gdy
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chcemy je rozréznié, standardowy iloczyn skalarny na R¥ oznaczamy przez (-, ), a

na C* — przez (-, ).

Rk>

Uwaga 1. Standardowy iloczyn skalarny (-,-) na przestrzeni V = F*, gdzie F €
{R,C}, ma ponizsze wlasnosci:

(i) (u,v) €Fi(u,v)=(v,u) dlau,v eV (symetria hermitowska);

(i) (u+ud,v) = (u,v)+ W, ,v) i (Au,v) =AXu,v)dlau,u,veVileF
(liniowos¢ wzgledem pierwszej zmiennej);

(iii) (v, v) jest liczba rzeczywista dodatnia dla v # 0 (dodatnia okreslonos¢). B

Definicja. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F € {R, C}. Iloczynem
skalarnym na przestrzeni V nazywamy kazda funkcje

VxV3s((uv)—(uv)elF

spelniajaca powyzsze warunki od (i) do (iii). Przestrzen z iloczynem skalarnym
(ang. "inner product space”) to przestrzeni wektorowa nad ciatem F € {R, C}, na ktorej
wyrozniono pewien iloczyn skalarny (czyli jest to para (V, (-, -)), gdzie V' i (-, ) sa jak
wyzej). Gdy ponadto dim V' < oo, to (V, (-, -)) nazywamy przestrzenia euklidesowa
jesli F = R, za$ przestrzenia unitarng jesli F = C.

Uwaga 2. a) lloczyn skalarny (-, ) na przestrzeni V' ma tez nastepujaca wlasnosé:
(i) (u,v+ V) =(u,v)+ (u,v) i (u,Av) =Au,v)dlau,v,v e VileF.
Ta antyliniowo$¢ wzgledem drugiej zmiennej wynika z ciagu réwnosci:

(W, Av+v) = v +v,u) = Av,u) + (v/,u) = Mv,u) + (v/,u) = Mu, v) + (u, v')

b) Podkresli¢ nalezy, ze iloczyn skalarny jest symetryczna funkcja dwoch zmiennych
gdy F = R, lecz nie gdy F = C. (Patrz wtasnosé¢ (i).) Podobnie, jest on jednorodny
wzgledem pierwszej zmiennej, lecz tylko R—jednorodny wzgledem drugiej (tzn. tylko
dla A € R ma miejsce tozsamosé (u, Av) = A(u,v).) Jednak i gdy F = C jest on
addytywna funkcja kazdej zmiennej przy ustalonej pozostatej; patrz (ii) i (ii’). O

¢) Mimo, iz przestrzen z iloczynem skalarnym stanowi para (V, (-, -)), to czesto be-
dziemy pomija¢ oznaczenie iloczynu skalarnego, zwtaszcza, gdy zostat on juz ustalony
lub gdy zadne jego wlasnosci poza (i)-(iii) nie sa dla nas istotne. (Podobnie mowilismy
cialo F” zamiast ,ciato (F, +, )", itp.) O

Jesli nie powiedziano inaczej, przestrzenie R* i C* rozwazamy z ich standardowym

iloczynem skalarnym. Jest tez wiele innych przyktadéw przestrzeni z iloczynem ska-
larnym:

Zadanie 1. W nastepujacych przypadkach mamy do czynienia z iloczynem skalarnym
na przestrzeni V:
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a) V=R, F=Ri(uv):= Zﬁzl Ny, a takze V = R2ZF =R i (u,v) :=
U1 + 2uqv9 + 2ugvy + Susvy. (Dodatnia okreslonosé wymaga uzasadnienial)
b) F = R, V C([a,b],R) = zbior wszystkich funkcji ciagltych [a,b] — R, za$
ff x)dx dla f,g € V. (Tu i ponizej, a < b. )
) Jak w b), lecz R zastepujemy przez C i przyjmujemy (f, g) f f(z
d) F € {R,C}, V = F|x] (przestrzen Wlelomlanow zmlenneJ T, 0 Wspolczynmkach

w IF), a iloczyn skalarny zaczerpniety jest z c) f f(x)g(x)dz dla f,g € Flz].
Mozemy tez wyzej zamiast F[z] wziac za V' przestrzen V =T, [::f;] Wlelomlanow stopnia
< k. (Wielomiany traktujemy tu jako wyrazenia algebraiczne, a nie jako funkcje.)

Definicja. Dtugoscig lub norma wektora v € V| wyznaczong przez rozwazany ilo-
czyn skalarny (., .), nazywamy liczbe ||v]| := /(v, v). Rowniez funkcje

Vo v v =+v({v,v) €0,00)
nazywamy norma na przestrzeni V', wyznaczona przez (-,-). 7 (ii) i (ii’) wynika, ze
|IAv]| = |A] ||v|| oraz ||v]| >0gdy v£A0 (veV, AeF). (1)

Zadanie 2. Gdy (-, -) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni V| to

o
~
>~

l

(Z Vi, Zijj ZZQ&Z% (vi,w;) dlav;,w; € Voraz z;,y; € F (2)

i=1 j=1 i=1 j=1

k
1Y vill® = ZHVZ\|2+2 > Re(vi,v;) dla vi,...,v; €V (3)
=1

1<i<j<k

Zadanie 3. Zachodza tzw. ,tozsamosci polaryzacyjne™ 4Re(u,v) = |[u+v|?*—|u—
v|?, a gdy F = C, to takze 4Im(u, v) = [[u +iv|* — ||lu — iv|%

[loczyn skalarny zaréwno wiec wyznacza odpowiadajaca mu norme, jak jest przez
nig wyznaczony. Jednak (nawet w przypadku przestrzeni R ze standardows normga)
to iloczyn skalarny szybciej prowadzi do poje¢ geometrycznych, takich jak miara kata
miedzy wektorami, i jest pojeciem prostszym do badania —a to dzieki liniowosci czy
womal liniowosci” ze wzgledu na kazda zmienng przy ustalonej pozostatej. (Sa to wla-
snosci (ii) oraz (ii)’.) Prowadzi on tez bezposrednio do waznego pojecia ortogonalnosci,
ktore badamy w nastepnym punkcie i ktére wyrazone w terminach normy nie jest wcale
przejrzyste (zwlaszeza w przypadku zespolonym).

Zadanie 4. Dla wektorow u, v, w przestrzeni z iloczynem skalarnym udwodnic
a) regute réwnolegtoboku: [[u + v||? + |[u — v||* = 2(||u||* + ||v]|?)
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b) tozsamosé Apolloniusza: [[u — v||* = 2[ju — wi||* + 2||v — w||* — 4]|%¥ — w||%.
W przypadku plaszezyzny R? ze standardowym iloczynem skalarnym, zinterpretowac
a)ib) w terminach dtugosci bokow i przekatnych rownolegtoboku oraz bokow i srodko-
wej trojkata, odpowiednio; podaé tez zwiazek miedzy a) i b). (Wskazowka: zredukowaé
b) do przypadku w = 0.)

Zadanie 5. Gdy tak (U, (-,-)y), jak i V, (-,-)},) jest przestrzenia z iloczynem skalar-
nym, to jest nia tez para (U x V, (-,-)), gdzie ((u,v), (W', V")) := (u,u’), + (v, V')

Zadanie 6. Gdy operator L € L(U,V) jest réznowartosciowy, to iloczyn skalarny
(-,-) na przestrzeni V zadaje wzorem (uy,us) — (L(uy), L(uz)) iloczyn skalarny na
U. Na kazdej podprzestrzeni liniowej Vy C V' rozpatrywaé¢ wiec mozna ,obciety”
iloczyn skalarny Vy x Vy 3 (v1,va) — (v1, va). (Za L obieramy tu wlozenie Vj w V)

Cwiczenie. Wyrazi¢ ten iloczyn gdy U = R3 V =Rosf2]i L(a) = ag+ a1z + azz? dla
a = (ag,ar,as) € R, zas (f, g) f f(t)g(t)dt dla f,g € V. (Patrz zadanie 1d).)

Zadania uzupelniajace. (V jest przestrzenia z iloczynem skalarnym (-, -) i odpowiada-
jaca mu norma.)

1. Uogolni¢ tozsamosé réwnolegtoboku nastepujaco: dla vq,...,v, € V zachodzi
ST evi|? = 2737 ||vill?, edzie sumowanie jest po wszystkich ciagach & =
(1, ..,€n) € {—1,1}". (Inaczej: srednig arytmetyczna liczb c. := || Y0 evi|%, € €
{=1,1}" jest 30, [Ivill*.)

2. Przyjmijmy v/ = WV dla v € V' \ {0}. (Przeksztalcenie v — v’ nazywane jest
inwersja wzgledem sfery ||v|| = 1.) Dowiesé, ze ||[v — w/|| = [|v — w]|/||v]| - ||w]].

3. Dla u,v, € V wyprowadzi¢ tozsamos$é Cauchy’ego [[ull?||v|* = |lu|?|w]* +

|(u,v)|?, gdziew := vy az niej nieré6wnosé Cauchy’ego—Buniakowskiego—
’ : [ =

Schwarza: |(u,v)| < [Jul|||v]], ostra dla liniowo niezaleznych wektorow u,v. (Dys-
kusja i inny dowdd sa w p.3.)

4. Ustalmy ay,..,a; € V imy,....,m; € R, iniech f(x) = Zle m;||x — a;||? dla
x€V. Przy M :=5>,m; ixg=1; Zle m;a; (gdy M # 0) dowiesé, ze:
a) Jesli M # 0, to f(x) = f(x0) + M|x — x¢[]* (x € V).
b) Jesli M > 0, to f przyjmuje w x swe minimum, rowne y_, m;[|a;[|*— ;|| >, mia;|.
c) Jak jest, gdy M = 07

5. W przypadku F = C udowodni¢, ze dla v,w € V' i n € N zachodza réwnosci
(v,w) =5 [i" ||V + (cosa + isina)w|*(cos a + i sin a)dov =
= L5 v + (cos(2km /n) + isin(2km /n))w||?(cos(2km /n) + isin(2km/n)).
Korzystajac z nastepnego zadania uzyskaé¢ tez odpowiadajace powyzszym tozsamosci,
gdy F =R.
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6. Niech teraz F = R. Rozpatrzmy zbior W wszystkich wyrazen vy + tve, gdzie
vi, vy € V. z naturalng struktura zespolonej przestrzeni liniowej. Przyjmijmy dla
uy + iUy, vy +1vy € W

(uy + tug, vi + iva)w 1= (uy, vi) + (ug, va) + i((ug, vi) — (uy, va))

Udowodni¢, ze (-, <)y jest iloczynem skalarnym na zespolonej przestrzeni liniowej WW.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 31 w §I1.4.1.

2. Ortogonalnos$¢ w przestrzeni z iloczynem skalarnym; istnienie rzutéw i baz ortogo-
nalnych.

W tym punkcie zakltadamy, ze V' jest przestrzenia z iloczynem skalarnym (-, ).

Definicja. Wektory u, v € V nazywamy ortogonalnymi i piszemy u_lLv, jesli (u, v) =
0. Zbiory A, B C V nazywamy ortogonalnymi i piszemy AL B, jesli (v,w) = 0 dla
wszystkich v € Aiw € B. Zamiast {v} LA piszemy v_LA.

Uwaga 1. Jesli v_LV (ogolniej, viAiv € A), tov=0—-bo (v,v) #0dlav #0.

Lemat 1. a) Gdy ALB, to BLA, a takze lin(A) Llin(B).
b) W szczegolnosci, (v Llin(vy,...,vg)) < (vLv; dlai=1,... k).
c) ma miejsce rowno$é Pitagorasa:

k

k
| ZWHQ = Z Ivill> gdy dla i # j zachodzi vi1v; (lub, ogdlniej, Re(v;,v;) =0)
i=1 i=1

Dowod. Wynika to ze wzoru (3) w p.1 i whasnosci (i) iloczynu skalarnego. [

W geometrii szkolnej, prostokatne uktady odniesienia sa ze wzgledow geometrycz-
nych wyréznione. Podobng role graja uktady wektorow wzajemnie ortogonalnych.

Definicja. Niech (v;);e;r bedzie uktadem wektorow przestrzeni V. Powiemy, ze uktad
ten jest ortogonalny, gdy v; Lv; dla wszystkich ¢, 7 € I takich, zei # j. Gdy ponadto
|vi|| = 1 dla kazdego i, to uktad (v;);e; nazwiemy ortogonalnym unormowanym
lub ortonormalnym.

Udowodnimy teraz dwa wazne i zwiazane ze soba twierdzenia.
Twierdzenie 1 (o istnieniu i wyznaczaniu rzutu ortogonalnego). Niech U bedzie

skonczenie-wymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni Vi niech v.€ V.. Wowczas
a) Istnieje doktadnie jeden wektor v € U taki, ze v —v' 1LU.
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b) Gdy (uy,...,uy,) jest ortogonalng bazq przestrzeni U, to wektor ten zadany jest

wzorem
<V7 ui>

(u;, ;)

v = Z v, gdzie \; = dlai=1,..,n. (4)

Twierdzenie 2 (Grama-Schmidta o ortogonalizacji). Gdy v1,...,vy € V, to istniejg
wzajemnie ortogonalne wektory uy, ..., u; € V takie, zZe lin(uy, ..., uy) = lin(vy, ..., vg).

Wektor v’ opisany w twierdzeniu 1 nazywamy rzutem ortogonalnym wektora v
na U. Obu twierdzen dowodzi¢ bedziemy rownoczesnie, w nastepujacy sposob: wpierw
udowodnimy twierdzenie 1 przy dodatkowym zalozeniu, ze U ma baze ortogonalna;
potem zas, wykorzystujac ten (pozornie) szczegolny przypadek, udowodnimy twierdze-
nie 2 — co uczyni dodatkowe zaltozenie zbytecznym.

Tak wiec taczny dowod sktada sie z trzech czescei:

i) Dowod twierdzenia 1, gdy istnieje baza ortogonalna podprzestrzeni U; niech
bedzie nig (uy,...,u,). Kazdy wektor u € U mozemy przedstawi¢ w postaci u =
> i1 ¢y, przy czym (u,u;) = ¢;(u;, w;) Vi. (Korzystamy z tego, ze (3 cjuj, w;) =
> ¢y, w) i (uj,u) =0dlai #j.)

Ponadto, warunek v — u_llin(uy, ..., u,) jest wobec lematu 1b) rownowazny temu,
by v —ulu; Vi, czy inaczej, by (v,uw;) = (u,u;) Vi. A ze (u,u;) = ¢;{u;,u;), to
jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy u = v’ dla wektora v’ okreslonego wzorami (4) — co
koriczy dowod obu czesci twierdzenia 1 (przy dodatkowym zatozeniu).

ii) Dowod twierdzenia 2 (indukcyjny wzgledem k). Gdy k = 1 obieramy u; :=
vi; przypusémy wiec, ze znamy parami ortogonalne wektory uy,...,ux_; takie, ze
lin(vy, ..., vk_1) = lin(uy, ..., ugp_1). W szczegdlnosci, podprzestrzen U = lin(vy, ..., vi_1)
ma baze ortogonalng (mozna ja wybraé z uktadu (uy,...,ux_1)). Przyjmujemy uy =
Vi — V)., gdzie v} jest rzutem ortogonalnym wektora vi na U. Wowczas uiLu; dla
1 < k. Ponadto, u; jest kombinacja liniowa wektoréow vy, ..., vy, a v — kombinacja
wektorow uy, ..., u (bo v), jest kombinacja jednych i drugich). Tak samo jest z u; i
v; dla i < k (z zalozenia indukcyjnego), skad lin(uy, ..., u;) = lin(vy, ..., vg).

iii) Ta czes¢ sprowadza sie do obserwacji, ze gdy (v;)¥_; jest baza podprzestrzeni U,
to uktad (u;)¥_; dany twierdzeniem 2 tez nia jest, bo rozpina U i liczy tyle wektorow,
ile wynosi dim U. [

Uwaga 2. a) Gdy wiec uktad (v;)¥_; jest liniowo niezalezny, tou; # 0dlai = 1,...,k,
zas dowod twierdzenia 2 daje pochodzace od Grama i Schmidta indukcyjne wzory:

u=v; iu,=v,— E?:_ll iﬁj;;ul dlan=2,... k. (5)

b)* Odnotujmy, ze dla s = 1, ..., k zachodzi réwnosé lin(vy, ..., vs) = lin(uy, ..., uy).
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Whniosek 1. Cigg wspotrzednych wektora v wzgledem bazy ortonormalnej (uy, ..., u)
jest rowny ({(v,uy), ..., (v,ug)).

Whniosek 2. Kazda skoriczenie—wymiarowa przestrzen z iloczynem skalarnym ma baze
ortonormalng 1 kazdy ortonormalny uktad jej wektorow mozna rozszerzyé do bazy or-
tonormalnej.

Dowody. Pierwszy wniosek wynika z twierdzenia 1 b), zastosowanego przy U = V.
By otrzymaé drugi, rozszerzamy zadany uklad ortonormalny do dowolnej bazy, te
poddajemy ,ortogonalizacji Grama—-Schmidta”’; i otrzymang baze normujemy: dzielimy
kazdy wektor przez jego dtugosé. [

Uwaga 3. Wniosek 1 ukazuje jedna z zalet bazy ortonormalnej: wyznaczenie wspot-
rzednych dowolnego wektora wzgledem niej jest tatwe i sprowadza sie do obliczenia
pewnych iloczynéw skalarnych.

Zadanie uzupelniajace 1. Dodatnia okreslono$é iloczynu skalarnego nie we wszystkich
dotychczasowych (i przysztych) rozwazaniach gra role. Jako przyktad wezmy proces
ortogonalizacji Grama—Schmidta. Niech funkcja (-, -) speia tylko warunki i) oraz ii)
definicji iloczynu skalarnego z p.1 i niech (v;)¥_, bedzie baza w V. Definiujmy kolejno
Uy, Uy, ... wzorami (5), konczac gdy gdy ¢ = k lub (u;, u;) = 0. Dowiesé, ze:

a) Jesli proces zakonczy sie dopiero przy i = k, przy czym uy # 0, to otrzymany
uklad (u;)%_; jest baza w V' i (u;,u;) = 0 dlai # j.

b) Jesli ponadto (u;,w;) > 0dlai=1,...,k, to (-, -) jest iloczynem skalarnym, tzn.
spetnia tez warunek dodatniej okreslonosci z p.1.

3. Zastosowanie: wazne nieréwnoéci i postaé¢ funkcjonaléw liniowych

Niech nadal (-, -) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V. Wazng role gra

Uwaga 1. Gdy v’ jest rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen U, to:
a) |[v']] < ||v]| i nierownosé jest ostra, jesli v &€ U. (Istotnie, v—v' LU i v/ € U,
wigc v — v/ LV skad [[v]]? = ||V/|* + |[v = V||* ; przy tym v—v' #£0gdy v & U.)
b) ||[v— V|| < |[v—ul dla u € U i nieréwnos¢ jest ostra, jesli u # v’. (Istotnie,
skorov' € Uiu € U, to v/ —u € U, skad jak wyzej [[v—ul]? = |[v—V'[|2+|[u—V|?).
Twierdzenie 1. Zachodzi nieré6wnos$é Cauchy’ego—Buniakowskiego—Schwarza:
[(w, V)| < Jlul[ - [[v]| diaw,v eV (6)
i jest ona ostra gdy wektory u, v sq lintowo niezalezne.

Dowod. Gdy u = 0, teza jest oczywista. A gdy u # 0, to stosujemy nieréwnosé z
czesci a) uwagi, przy U = lin({u}). Poniewaz v/ = Au dla A = (v, u)/||u|?, patrz
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wzor (4) w p.2, wiec |A|-[|u]| < [|v|| i ostatecznie |(u, v)|/||u|| < ||v]| (ostra nier6wnosé
gdy v£U). O
Uwaga 2. a) Jak wynika z dowodu, nier6wnosé (6) zaswiadcza, iz dtugosé ortogonal-
nego rzutu wektora v na ,prosta” Fu (u # 0) nie przekracza dlugosci wektora v.

b) Nier6wnosé ta, oznaczana dalej (CBS), ma tez konsekwencje analityczne nieza-
leznie od tej interpretacji. N.p., gdy przyja¢ V = CF wzgl. V = C([a,b],C) (por.
zadanie 1 w §1.1), otrzymamy dwa jej wazne przypadki szczegolne:

k k 2 b b
<Y Il < [1rra [ loor
=1 1=1 a a

dla z;,y; € Ci f,g € C([a,b];C). (Dlaczego moge pomin@é sprzezenie przy y; i g7)

2

iYi t)dt

Cwiczenie. Dla ay, ..., a, > 0 dowiesé, ze Y7 a; Yor ~ > n? Kiedy jest réwnosé?

=1 a
Twierdzenie 2 (nieréwnosé Bessela). * Gdy uktad {uy,...,u;} C V jest ortonor-
malny, to
Y lvw)P < |v|* dlav eV, (7)
i
przy czym rownosé ma miejsce wtedy i tylko witedy, gdy v € lin(uy, ..., ug).
Dowdd. Niech v/ oznacza rzut ortogonalny wektora v na podprzestrzeni lin(uy, . . ., u).

Wtedy v/ = > (v, u;)u; na podstawie twierdzenia 1b) z p.2, i [|[v/[|? = 3. (v, u;)|?
na podstawie rownosci Pitagorasa. Teza wynika wiec z uwagi la). [

Wskazemy jeszcze, jaka posta¢ majg funkcjonaty liniowe na badanych tu przestrze-
niach

Twierdzenie 3. Niech (V,(-,-)) bedzie skonczenie—wymiarowq przestrzeniq z iloczy-
nem skalarnym i niech o € V*. Wowczas istnieje jedyny wektor w € V' taki, ze

p(v)=(v,w) Vv eV.

Dowo6d. Obierzmy w V' baze ortonormalng (v, ..., vi). Funkcjonat ¢ wyznacza skalary
ci, ..., ¢ takie, ze gdy v ma w tej bazie wspotrzedne Ay, ..., Ag, to o(v) = > . Nic;. (Jest
tak dla kazdej bazy.) Jak wiemy, \; = (v,Vv;), wobec czego ¢(v) = > . ci(v,v;) =
(v,> :Gvi). Wektor w := > .GV, spelnia wiec zadany warunek. Jedynosé wynika
stad, ze gdy (v, wy) = (v, wy) Vv € V, to w; — wo LV co daje wi — wy = 0. [

Zadania uzupehiajace. Udowodnié, ze:

1. Tozsamosé Cauchy’ego z zadania uz. 3 w p.1 wynika z réwnosci Pitagorasa.

2. Gdy V jest przestrzenia z iloczynem skalarnym (-, ), to
a) ||lul| =sup{(u,v):veVil|v|<1l}dlaueV.
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b) Dla wektorow uy, ..., uy, i skalaréw ¢y, ..., ¢ zachodzi || Y-, cou||* < (52, lei|)) (2, [wi|?)-
¢) Dla bazy ortonormalnej (u;)¥_, w V', wektora v € V i przeksztatcenia L € L(V)
sachodai [L(v)] < ¥ - /3 TLTE

3. Dla danej bazy v1, ..., v przestrzeni V istnieje jedyny uktad wektoréw (w;)¥_,, taki
ze (vi, w;) jest jedynka gdy i = j, a zerem w przeciwnym razie (¢, j = 1, ..., k). Dowies¢
tez, ze uktad ten jest baza i dla dowolnego wektora v € V zachodzi v =) (v, v;)w;.

4. Rozpatrujemy C := C(|—m,x]; R) jako rzeczywista przestrzen wektorowa, z ilo-
czynem skalarnym (f, g) = L f f
a) Dowies¢, ze uktad funkcp oL smt cost sin 2t, cos 2t, ... jest ortonormalny:.
b) Dowiesé, ze rzut ortogonalny funkcji f € C nalin(1, sm(t), cos(t), sin(2t), cos(2t),
. sin(kt), cos(kt)) jest rowny 3ag + Zflzl(an cos(nt) + by, sin(nt)), gdzie

1 [7 1 [7
= —/ f(t) cos(nt)dt, b, := —/ f(t)sin(nt)dt dlan=0,1,2,...
T ) . TJ .
c¢) Dowies¢, ze przy tych oznaczeniach
. k k -
§a3 +) a4y b < / F2(t)dt dla kazdego k € N
n=1 n=1 -

skad szeregi > 00 a? i >.°7 b2 sa zbiezne i nier6wno$¢ zachodzi tez dla k = oo.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 10, 13, 32 w §I1.4.1.

4. Dopelnienie ortogonalne i rzutowanie ortogonalne.

Nadal, (V, (-, -)) jest przestrzenia z iloczynem skalarnym.

Definicja. Dla dowolnego zbioru A C V definiujemy zbior AL (czytaj ,,A z pinezky”
lub ,,A ortogonalne”) nastepujaco:

L.={veV:vLA}, przy czym zamiast {a}* piszemy tez a’.

Zadanie 1. a) A+ =, a" i jest to podprzestrzen przestrzeni V.
b) (AU B)* = At N Bt i podobnie dla wiekszej liczby podzbioréw przestrzeni V;
c) Jesli A C B, to A+ D Bt
d) (lin(A))* = A+ i (A+ B)t = At n B
Przyklad 1. Niech V' = F¥ ze standardowym iloczynem skalarnym. Gdy W =
lin({a;}._,), dla pewnych ay,...,a; € F* to Wt = {ay,...,a;}* i jest to przestrzeit
rozwiazan uktadu rownan Ax = 0y, dla macierzy A € M, ;(F) o wierszach ay, ..., a;.
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(Wynika to z definicji zbioru rozwigzan i standardowego iloczynu skalarnego, potaczo-
nych z czedciami a) i d) zadania 1.)
Definicja. Mowimy, ze V' jest suma ortogonalng podprzestrzeni Vi, ..., Vi i piszemy
V=VD..QV, jesi V =Vi + ...+ V;, 1 V; LV, dla i # j. Powiemy tez, ze V5 jest
dopelnieniem ortogonalnym podprzestrzeni Vi (i vice versa), jesli V = ViDV5.
Uwaga 1. a) Suma ortogonalna ViD...@DV}, jest prosta: jesli >, vi =01v; € V; Vi,
to > |[vil|* = 0 (rownos¢ Pitagorasa), skad wszystkie wektory v; sa zerowe.

b) W szczegolnosci, ortogonalny uktad niezerowych wektoréw jest liniowo niezalezny.

Stwierdzenie 1. Niech V. = UQDW, tzn. podprzestrzenie U 1 W dopetniajq sie
ortogonalnie. Wowczas W = U+ i (Ut =U.

Dowo6d. 7 definicji, W C U*. Ale tez gdy v € U™, to piszac v w postaci u + w,
gdzie u € U oraz w € W, otrzymujemy 0 = (u,v) = (u,u) + (u,w) = [[u/|*> + 0, bo
veUs, weW cUriueU. Zatemu=0,czyliv=we Wdlave U,

Tak wiec U+ = W i symetrycznie W+ = U, skad (U+)+ = U. O

Whniosek 1. Skoniczenie—wymiarowa podprzestrzen U przestrzeni V- -ma jedyne dopet-
nienie ortogonalne; jest nim U-~.

Dowdd. U+ jest dopeieniem ortogonalnym, bo U+U+ = V na podstawie twierdzenia
1b) z p.2. Jednoznacznosé dopetnienia wynika ze stwierdzenia 1. O

Whiosek 2. Gdy dimV < oo, todim U+ = dim V —dim U dla podprzestrzeni U C V.
Whiosek 3. Gdy A C V i dim(linA) < oo, to (A+)L =linA.

Dowdd. Niech U := linA; wtedy (U+)* = U na podstawie wniosku 1 i stwierdzenia 1.
Jest to réwnowazne tezie, bo U+ = (lind)t = AL, patrz zadanie 1 d). O

Definicja. Niech U bedzie skonczenie—wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni V. Po-
niewaz V = U @ U+, wiec poprawnie okreglony jest rzut liniowy P przestrzeni V na
U, wzdhuz podprzestrzeni U+. (Tzn. P : V — V jest jedynym przeksztalceniem
linjowym takim, ze P(u+w) =udlau € Uiw € U".) Dlav € V zachodzi wtedy
P(v)—v € Ut tzn. P(v) jest rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen U w
sensie definicji z p. 1. Dlatego P nazywamy operatorem rzutu ortogonalnego na U
(krotko: rzutowaniem czy rzutem ortogonalnym? z V na U.) Operator S := 2P — [
za$ nazywamy symetrig ortogonalng wzgledem U (jest ona wzdtuz UL).

Zadania uzupehiajace. Dowies¢, ze:

1. Gdy podprzestrzenie U, W C V sg skoniczonego wymiaru, to (UNW)+ = U+ 4+,

L Rzut ortogonalny” moze wiec oznaczaé¢ zaréwno przeksztalcenie, jak i obraz wektora przy tym przeksztalceniu.
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2. Rzut liniowy P : V — V jest ortogonalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich
v € V spelniony jest ktorys z ponizszych warunkow:

a) (P(v),v) 2 0; b) [P(v)[| < |vll; ¢) Z{v = P(v), P(v)} = m/2.

3. Gdy w € F¥ jest wektorem o dtugosci 1, to macierz rzutu ortogonalnego przestrzeni
F* na prosta Fw jest rowna ww', gdzie w traktujemy jako macierz jednokolumnows.

4. Jesli dla A, B € M ;x(R) przyja¢ (A, B) = tr(AB") i [|[A| = /(A,A) , to

a) (M, (-,-)) jest przestrzenia euklidesowa;

b) |[AB|| < ||A||||B]] dla A € M;; i B € Mg;

c) A — 1(A + A') jest rzutem ortogonalnym przestrzeni (M, (-,-)) na podprze-
strzen U = {A € My : A = A'} macierzy symetrycznych; wyznaczy¢ tez U-L.

Q) [AA" — A'AJ < 2] A"

5. Dowiesé, ze dla danej bazy vy, ..., v przestrzeni V istnieje jedyny uktad wektorow
(W), taki ze (v;, w;) jest jedynka gdy i = j, za$ zerem w przeciwnym razie (i, j =
1,..., k). Dowies¢ tez, ze uklad ten jest baza i dla dowolnego wektora v € V' zachodzi
v=> (V,v)Ww,.

6. Udowodnié¢, ze jesli A € My(R) ma te wlasnosé, ze tr(AX) = 0 dla kazdej
macierzy X € M, ze Sladem zero, to A = A\ dla pewnego A € R.

7. Niech (-,-) bedzie iloczynem skalarnym na rzeczywistej przestrzeni V.

a) Dowies¢, ze jesli wektory u, v, w € V sa takie, ze iloczyn skalarny kazdych dwoch
z nich jest ujemny, to rzut ortogonalny u’ wektora u na w i takiz rzut v/ wektora v
spetniajg warunek (u’, v’) < 0.

b) Dowies¢, ze wektory vy, ..., v € V, spelniajace warunek (v;, v;) < 0 dla wszyst-
kich ¢ # 7, rozpinaja podprzestrzen wymiaru > k — 1.

5. Przyklady wyznaczania rzutéw i baz ortogonalnych; rola macierzy Grama.

Niech (-, -) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V' i niech v, vy, ..., v, € V. Jak
znalez¢ rzut ortogonalny wektora v na podprzestrzen U = lin(vy, ..., vg)? Jedna me-
tode podsuwaja wyniki p.1: uzy¢ wektoréow vy, ..., vy, by przy pomocy ortogonalizacji
Grama—Schmidta uzyskaé¢ baze ortogonalng w U, po czym wykorzystaé¢ wzor (4) z §2.
Inng umozliwia nastepujaca uwaga:

Uwaga 1. Przy powyzszych oznaczeniach rownowazne sa warunki:
a) rzut ortogonalny v’ wektora v na podprzestrzen lin(vy, . . ., v¢) jest rowny Zle AjVij;
b) (A1,..., Ax) jest rozwiazaniem uktadu rownan

k
ZxJ-(Vj,VZ-} =(v,v;) dlai=1,.., k. (8)
i=1
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[stotnie, rownosé Z A\i(vj,vi) = (v,V;) oznacza, ze wektor Z§:1 AjV; — V jest
ortogonalny do v;. Wraz z zadaniem 1d) w p.4 dowodzi to, ze a)<b).

Poniewaz zadany rzut istnieje i jest jedyny, wiec uklad (8) jest niesprzeczny, a
kombinacja ) ;; A;v; nie zalezy od wyboru rozwiazania (A1, ..., Ax), jesli tych jest wiele.

Definicja. Macierz kwadratowa ((v;, v;))1<i j<, transponowana do macierzy uktadu (8),
nazywana jest macierza Grama wektorow vy, ..., vi. Odnotujmy jej wazna wtasnoscé:

Whniosek 1. Macierz Grama ({(vi,v;))1<ij<k jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory vy, ..., Vi sq lintowo niezalezne.

Dowo6d. Przyjmijmy v = 0, co daje v/ = 0. Liniowa niezalezno$¢ ukladu vy, ..., vy
oznacza, ze rownanie r1vy + - - - + vy = 0 ma jedyne rozwiazanie, a nieosobliwos¢
macierzy Grama —ze uktad (8) ma jedyne rozwigzanie. Stad i z uwagi 1 wynika teza.

Przyktad 1. Na przestrzeni ]R[x] wielomianéw rzeczywistych rozpatrujmy iloczyn ska-
larny (f, g) f f(t)
a) Znajdmemy bazq ortonormalnad podprzestrzeni U = R<o[z].
W tym celu zastosujemy procedure Grama—Schmidta do wielomianéw vy = 1,v1 =
x, vy = 2. Otrzymujemy:
Ug = Vg — 1, HUOH2 f dt—2,
V1, f tdt 1 _
w=o = e =0 - B =l = [ Pde =273,
. (v2,up) (va,u >u 9 f_ t2-1dt f_ t2.tdt 9 1
Up =V~ Tl T et =8 - Sy L= Spe =1
Uktad (ug, uy,us) jest baza ortogonalna podprzestrzeni U, ale nie jest znormalizo-

wany. Nalezy jeszcze kazdy z wektorow w; podzieli¢ przez ||u;||, by otrzymaé baze
ortonormalng (wy, wr, ws), gdzie wy = 1/v/2, wy = 2+/3/2, ws = (32> — 1)3/10/2.

b) Wyznaczymy rzut ortogonalny wektora v = 23 na podprzestrzent U, korzystajac
ze wzoru (4). Mamy v' = (v w0>w0+ (v, w1 ywy + (v, wohws; a ze (v, wy) = 0 = (v, ws)
i (v,w1) = 24/3/2, wige v/ = 3z. (Mozna tez w miejsce (w;)% ) uzy¢ bazy (u;)?_.)

¢) Wyznaczymy ten sam rzut opierajac sie na uwadze 1, bez koniecznosci znajdywa-
nia bazy (u;). Wyrazy macierzy Grama ((v;, v;))F;_; sa takie: (v;,v;) = 0 gdy liczba
i + 7 jest nieparzysta, (vg,vg) = 2, (v, vq) = <v2,v0> = 2/3, (v1,v1) = 2/3, (v9,09) =
2/5; ponadto {v v) = 0 = (v v9) 1 (v, vl> = 2/5. Uktad rownan (8) wyglada wiec
tak: 233+Oy+ 22=0, 0x+ 3y+02 5, 3x+0y+ 2z = 0. Latwo widzie¢, ze jego

rozwigzaniem Jest (0, g, 0), co daje v' = Ovy + v1 + Ovy = gaj

Cwiczenie. Przy V = R* wykorzystaé¢ kazda z opisanych metod do znalezienia ortogo-
nalnego rzutu wektora (1,2, 3,4) na V5 = lin((1,1,1,1),(0,1,0,1)).

Przyklad 2. Niech U = W+ i niech P i ) oznacza rzutowania ortogonalne na U i W,
odpowiednio. Kazdy z tych rzutéw wyznacza drugi, bo P+ Q = Iyy. Gdy U = w*
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dla pewnego wektora w # 0, to korzystajac ze wzoru (4) w p. 2 stwierdzamy, ze

P(v)=v —Aw oraz Q(v) =Aw, gdzie A= (v,w)/(w,w).

Przyktad 3. Niech R bedzie zbiorem rozwiazai rownania Ax = 0, gdzie A € M, ;(F)
jest macierzy, ktorej wiersze oznaczymy przez ai,...,a; € F¥. (Nadal, F € {R,C},
przy czym F¥ rozpatrujemy ze standardowym iloczynem skalarnym.) Woéwczas:

a) Dla W := lin(ay, ..., a;) zachodzi Rt = W, bo R = W; patrz przyklad 1 w p.4.

b) Rzut ortogonalny v’ wektora v na R wyznaczy¢ mozna znajdujac pewna baze
przestrzeni rozwiazan R, a nastepnie postepujac jak opisano w uwadze 1 lub przed nig.

¢) Mozna tez, wzorem przyktadu 2, wyznaczy¢ v’ rownoscig v = v — Q(v), gdzie
@ to rzutowanie ortogonalne na podprzestrzeri R+ = W. Wyznaczenie @ jest o tyle
utatwione, ze znamy uktad ay, ..., a;, rozpinajacy W.

Zadanie uzupelniajace 1. Udowodni¢, ze rzad uktadu wektorow jest taki, jak jego ma-

cierzy Grama.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 5 i od 14 do 17 w §I1.4.1

§ 2. Pojecia metryczne w przestrzeni z iloczynem skalarnym.

1. Odlegtosé¢ i miara kata.

Niech (-, -) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V. Przypomnijmy, ze (v, v) > 0
dla v € V., wobec czego mozemy okresli¢c norme (lub: dlugo$é) wektora v wzorem
V]| = \/(v,v) dlav € V. Wazne, cho¢ oczywiste wlasnosci normy odnotowano we
wierszu (1) w §1.1; mniej oczywista nieréwnosé dotyczaca normy i iloczynu skalarnego,
to nieréwnos¢ (CBS).

Twierdzenie 1. Dia wektorow v,w € V' prawdziwe sq nieré6wnosci tréjkata:
[v+wll <|v[+wl oraz [ ]lv]—[lw] | <[v—w] (9)
1 sq one ostre gdy wektory v, w sq lintowo niezalezne.

Dowod. Poniewaz [|[v+w||? = ||v]|>+]||w|*+2Re(v, w), a [2Re(v, w)| < 2||v||-[|w]| na
podstawie nieréwnosci (CBS), wiec ||[v + w||? < (]|v]] + [[w]])?. Druga za$ nieréwnosé
w (9) wynika z juz udowodnionej, zastosowanej do v/ = £(v — w),w' = +w. [J
Postugujac sie analogia z przestrzeniami R? i R?, dla wektoréw u, v € V' okreslmy
ich odleglto$é wzorem p(u,v) = |lu — v|| dla u,v € V. Ze wzgledu na (9) zachodzi

p(u,w) < p(u,v) + p(v,w) dla wszystkich u,v,w € V.
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Rowniez i te nier6wno$¢ nazywamy nierownoscia trojkata.

Oprocz odlegtosci, w przestrzeni V' mozna okresli¢ miare a kata miedzy dwoma
niezerowymi wektorami u, v. Znowu postuzymy sie analogia z przestrzeniami R* dla
k € {2,3}, gdzie rozwazajac trojkat o wierzchotkach 0, u, v otrzymujemy na podstawie
twierdzenia cosinusow:

[l = v[I* = [ful® + [|v][* = 2l[u]l - [Iv]| cos ()

Z zadania 2 w §1.1 wynika, ze jesli chcemy zachowac te tozsamos$¢ w przestrzeni V| to
powinnismy zadbac o to, by
Re(u, v)

Fall - v (10

cos (o) =

Mozemy to uczynié: funkcja cos odwzorowuje w sposob roznowartosciowy [0, 7] na
[—1,1], wiec przy zadanych u,v roéwnos¢ (10) wyznacza wobec nieréwnosci (CBS)
jedyna liczbe o € [0, 7], ktora przyjmujemy za miare kata miedzy wektorami u i v
i oznaczamy Z{u,v}. Miara ta nie zmieni si¢, gdy u zastapimy przez cu, a v przez
dv, gdzie c i d sa skalarami dodatnimi.

Cwiczenie. Jak zmieni sie ta miara, gdy ¢ > 01id < 07

Oczywiscie, dwa ortogonalne wektory u, v sa prostopadle (tzn. Z{u,v} = 7/2).
Jednak gdy ciatem skalarow jest C, to przeciwna implikacja nie jest prawdziwa; po-
nadto, w przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym, ptaszczyzna 3 = 0
nie jest ortogonalna do ptaszczyzny x1 = 0, cho¢ zgodnie z definicjami stereometrii jest
do niej prostopadta. Dlatego rezygnujemy tu z kuszacej i czesto stosowanej mozliwosci
nazywania ortogonalno$ci , prostopadtoscia’.

Zadania uzupeltniajace.

1. * Udowodni¢ nieréowno$é Ptolomeusza: ||v —x|| - |lw —y| < ||[v—w] - ||x —
v+ Illv—yl:|w—x| dav,wxyeV. (Wskazowka: tw. 11izad. uz. 2 w §1.1.)

2. a) Dowies¢, ze jesli ||ul| = ||v]| i u # £v, to Z{u+v,u—v} = 7/2. (Co mowi
to o rombie?)
b) Jesli ||ul| = ||v]| i [|[w —ul| = ||w — V||, to Z{w,u — v} =7/2.

c¢) Dla trojkata, ktorego wierzchotkami sa 0, u, v, udowodnié ,twierdzenie sinusow’:
sin(Z{v —u,u})/||v|]| = sin(Z{u —v,v})/[[ul].
3. Gdy W C V jest podprzestrzeniaiv € V, to viW & v, w} =7/2 Vw € .
4. Niech v/ bedzie rzutem ortogonalnym wektora v na podprzestrzen liniowg W i
niech w € W. Dowies¢, ze:

a) Z{v,v'} < Z{v,w};

b) Z{w,v} <7/2 & L{w, v} < L{w,v}.
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Uwaga 1. Z{v,Vv'} nazywamy miara kata pomiedzy wektorem v i podprze-
strzenia W. Z zadania wynika, Ze jest ona najmniejsza z liczb Z{v,w}, gdziew € W.

5. a) Dowies¢, ze Z{v —u,u} = 7/2 & |lu— 4v|| = i||v||. Dac interpretacje
geometryczna.
b) Niech u; i uy beda rzutami ortogonalnymi wektora v na dwie podprzestrzenie.
Dowiesé, ze |[u; — usf| < [|v]|.
6. Niech v,w € V. Dowies¢, ze jedli ||[v|]| =11 |[v —w]|| < 1, to ||[v — /|| < V2 dla

w=w/||w|.

7. Niech dimV =21 F =R.

a) Czy istnieja wektory vy, ..., v4 € V takie, ze (v;,v;) <0dlal <i<j<4?

b) Wyznaczy¢ kresy zbioru liczb {(u,v) + (v,w) + (w,u) : u,v,w € Vi |ju|| =
vl = [lwll =1}.

Problem 1. Niech || - || bedzie taka funkcja na rzeczywistej przestrzeni liniowej V', ze
dla v #£ 0 jest ||v]| € (0,00) i lim;_ |[tv] = 0. Dowiesé, ze jesli ||0|| = 0 i spelniona
jest tez tozsamosé rownolegltoboku z zadania 4a) w §1.1, to istnieje iloczyn skalarny

(-,-) na V taki, ze ||v|]| = y/(v,v) dlav e V.

2. Wektor najblizszy w podprzestrzeni i odlegto$é miedzy warstwami.

Niech (V; (-,-)) bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym.
Definicja. Jak w przypadku kazdej przestrzeni metrycznej, przyjmujemy dla A, B C V

dist(A, B) = inf{p(a,b) :a € A,b € B}

Dla a € V piszemy tez dist(a, B) zamiast dist({a}, B). Liczby dist(A, B) i dist(a, B)
nazywamy odlegtoscia od A do B i odlegloscia od a do B, odpowiednio.

Wyznaczenie tych odlegtosci jest na ogoét rzecza trudng. Tu ograniczymy sie do
przypadku bardzo specjalnych zbioréw A i B, zwiazanych ze struktura liniowa prze-
strzeni V. Niech na poczatek A = {a} i B bedzie podprzestrzenia (liniowa).

Uwaga 1. Konicowg czes¢ uwagi 1 z §1.3 mozna wypowiedzie¢ tak: gdy B jest podprze-
strzenia (liniowa) przestrzeni V', a Pp(a) rzutem ortogonalnym na nia wektora a, to
Pg(a) lezy blizej wektora a niz jakikolwiek inny wektor podprzestrzeni B. Wyrazamy
to mowiac, ze Pp(a) jest wektorem podprzestrzeni B, najblizszym wektorowi a.
W szcezegolnosed, odlegtosé wektora a do podprzestrzeni B jest rowna ||a — Pg(a)]|.

Przyktad 1. Rozpatrujemy R|x] jako przestrzen z iloczynem skalarnym (f, g) = f_ll f(t)g(t)dt,
i jej podrzestrzen U ztozona z wielomianéw stopnia < 2. Jak wiemy z przyktadu

1b) w §1.5, rzutem ortogonalnym na U wielomianu z? jest v/ = %x Wielomia-
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nem stopnia < 2, najblizszym wielomianowi @3, jest wice 22; ponadto dist(z?, U) =

\/f_ll(t?) — %t)th = ...

Inny wazny przypadek, to gdy A i B sg tzw. warstwami w V.

Definicja. a) Dla A, B C V i v € V przyjmujemy
A+ B:={atb:acAbeB}iv+tB:={v}+B
b) Warstwa w V' nazywamy zbior postaci v + Ay, gdzie v € V 1 Ay jest podprze-
strzenia liniowa w V. O v + Ay moéwimy, ze jest warstwa wzgledem Aj.

Przypomnijmy, ze warstwa w przestrzeni F¥ jest kazdy zbior rozwiazaii niesprzecznego
uktadu rownari liniowych. (Patrz twierdzenie Kroneckera—Cappellego z §1II. ....).

Zadanie 1. a) Gdy A jest warstwa wzgledem Ay, to A —a = Ay dlaa € A.
b) Dla K, L C V ia,b € V ma miejsce réwnos¢

dist(a+ K,b+ L) =dist(a— b, L — K) (11)

Stwierdzenie 1. Niech dane bedg warstwy A i B wzgledem skoriczenie—wymiarowych
podprzestrzent lintowych Ay © By, odpowiednio. Wowczas:

a) Dla x € Ay € B, warunek dist(A, B) = ||x — y|| jest réwnowazny temu, by
wektor x —y byt ortogonalny tak do Ay, jak 1 do By.

b) Istniejo x € A,y € B, spetniajgce powyzsze dwa réwnowazne warunki.

Dowdd. a) Niechx € A,y € B. Na podstawie czesci b) zadania i uwagi 1, dist(A, B) =

dist(x —y, Ag — Bo). Dalej, dist(x —y, Ay — By) > ||x — y||, przy czym réwnos¢ ma
miejsce wtedy 1 tylko wtedy, gdy x — y L(Ay — By); patrz uwaga 1, zastosowana do
podprzestrzeni liniowej Ag — By. Teza a) wynika wiec stad, ze (A9 — By)* = Ay N By

b) Oznaczmy przez P rzutowanie ortogonalne na podprzestrzen liniowa Ay — By,
obierzmy a € A ib € B, i przedstawmy P(a — b) w postaci ag — by, gdzie a; €
Ag,bg € By. Wowezas dlax:=a—agiy:=b — bgotrzymamy x € A,y € B, przy
czym wektor x — y jest ortogonalny do Ag — By —bo jest rowny a — b — P(a — b).
Tym samym jest on ortogonalny do Ay i do By. U

Uwaga 2. Szukane pary X,y mozemy znajdywac jak opisano w czesci b) dowodu, lub
wprost korzystajac z warunkow x € A,y € B,x —y € Ay N By-.

Zadania uzupetniajace.

1. Przy oznaczeniach zadania uz. 5z §1.3 okresli¢ wzorem ortogonalny rzut przestrzeni
M (R) na

a) podprzestrzeri macierzy skalarnych (tzn. zbior {A\I; : A € R});

b) podprzestrzen macierzy dolnie trojkatnych;
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¢) podprzestrzen macierzy o $ladzie 0.

2. Niech f, oznacza n—ty wielomian powstaly z wielomianéw 1,z, ..., 2" w wyniku
ortogonalizacji Grama—Schmidta (bez normowania) w przestrzeni R[z], wyposazonej
w iloczyn skalarny (f, g) f f t)dt. DOW1esc ze wspotezynnik wielomianu f,

przy x" jest rowny 1 oraz f_l th inf f t))2dt, gdzie infimum jest wziete po
wszystkich wielomianach stopma § n majqcych Wspolczynmk 1 przy z". (Wielomian
G 1= fL(l) fn nazywany jest n—tym wielomianem Legendre’a.)

Zadania ze zbioru Kostrykina: 11.6.3.14 oraz 19,25,29,30 i 3540 w §I[.4.1. (Zadania
39 i 40 wykorzystuja definicje z uwagi 1 w p. 2 i inna, ktorej nalezy sie domyslec.)

3. Metoda najmniejszych kwadratow.

Niech A € M;;(F) i niech V; bedzie obrazem przestrzeni F* przy odwzorowaniu
liniowym Lp : F¥ — F!. (Jak uprzednio, F € {R,C}.) Gdy wektor b € F! nie lezy w
Vb, to uktad rownann Ax = b jest sprzeczny i stara¢ sie mozemy jedynie o znalezienie
wektora t = (t,...,1) € F* takiego, by wektor At € Vj byl jak najblizszy b. Jedli
odlegtosé w F¥ mierzy¢ przy pomocy standardowej normy, to jest tak wtedy, gdy At
jest rzutem ortogonalnym wektora b na podprzestrzen V4.

Najwazniejszy jest przypadek, gdy rk(A) = k, tzn. gdy kolumny macierzy A, ktore
oznaczymy przez vi, ..., Vi, s liniowo niezalezne. Na podstawie uwagi 1 w §1.5, wektor
At = t1vy + ... + tp vy jest rzutem b na lin(vy, ..., vi) wtedy i tylko wtedy, gdy t jest
rozwigzaniem uktadu réwnan

k
> aj{vi,vi)=(b,v;) dlai=1 ..k (12)

j=1

Uktad ten nazywamy ukladem w postaci normalnej, odpowiadajacym wyjscio-
wemu uktadowi Ax = b; wektor t zas nazywamy przyblizonym rozwigzaniem
ukltadu Ax = b metoda najmniejszych kwadratéw. Jest on wyznaczony jedno-
znacznie, bo macierz Grama (<V,‘,Vj>)§ij:1 jest nieosobliwa (patrz §1.5.) Odnotujmy
tez, ze uklad (12) zapisuje sie tak: A"Ax = A"b, gdzie A" jest macierza o wierszach
Vi,..., VL.

Warto zauwazy¢, ze pomiary eksperymentalne czesto prowadza do sprzecznych ukta-
dow rownan. Na przyktad, by zmierzyé pewna temperature mozemy czyni¢ to wie-
lokrotnie przy pomocy réznych termometrow, uzyskujac wyniki ¢4, ..., ¢, nieco sie od
siebie roznigce. Uktad rownan ¢t = ¢, ..., t = t,, jest oczywiscie sprzeczny.

Cwiczenie. a) Sprawdzi¢, ze metoda najmniejszych kwadratow prowadzi do przyjecia
t= %ZL t; jako szukanej temperatury.
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b)* Ogolniej, dowiesé, ze dla by, ...b, € C* funkcja Y7, [|x — b;||* przyjmuje swe
minimum w xg = % > ¢ 1 bi. (Bylo to znane Leibnizowi; patrz tez zad. uz. 3z 8§1.1.)
c¢) Zadanie §11.4.1.27 u Kostrykina.

Bliskie rozwazanemu wyzej jest nastepujace zagadnienie. Niech teraz uktad Ax = b
bedzie niesprzeczny (jest tak np., gdy rk(A) = [). Ze wszystkich rozwiazai mozemy
jednak chcie¢ wybraé te, ktore jest najblizsze zadanego wektora v € F¥. Gdy b = 0,
to szukane rozwigzanie jest ortogonalnym rzutem wektora v na zbior rozwiazan uktadu
Ax = 0; znalez¢ je mozna jak w przyktadzie 3 w §1.5.

Zadanie uzupetniajgce 1. Jak postapi¢, gdy b # 07

Problem 2. (metoda Kaczmarza rozwiazywania rownan.) Rozwazmy ukltad [ row-
nan liniowych jednorodnych w F* i wektor vy € F*. Niech V; oznacza zbiér rozwigzan
i-tego rownania, dla i € {0,1,...,] — 1}. Zdefiniujmy indukcyjnie ciag (v,)>2, w F¥
jak nastepuje: gdy znamy v,,_1, obieramy za v, rzut ortogonalny wektora v, na V},
gdzie j jest reszta z dzielenia n przez [. (Rzut ten latwo jest wyznaczy¢, patrz przyktad
1 z p.3.) Dowies¢, ze ciag (v,,) jest zbiezny do rozwiazania najblizszego wektorowi vy.
(Wskazowka: dla | = 2 zrobié¢ szkice przy k =21k = 3.)

§ 3. Unitarnos¢ i sprzezenie hermitowskie (macierzy lub przeksztalcen).

1. Zanurzenia izometryczne i ich macierze.

W tym punkcie, przestrzenie sa nad wspolnym ciatem F € {R, C} i maja wyrdzniony
iloczyn skalarny.

Definicja. Przeksztalcenie L : V' — W nazwiemy zanurzeniem izometrycznym,
jesli

|L(v1) — L(vo)|lw = ||[vi — vo|lv dla vy, vo €V (13)
Jesli ponadto L(V) = W to L nazwiemy izometria (przestrzeni V' na W). Bedziemy
mieli najczesciej do czynienia z przypadkiem, gdy L € L(V,W), i wtedy méwimy o
linlowym zanurzeniu izometrycznym i liniowej izometrii.

Uwaga 1. Zanurzenie izometryczne jest roznowartosciowe (bo ||[L(vy) — L(vo)|| =
|vi — vo| > 0 dla v; # v3). Gdy wiec jest ono liniowe i dim V' = dim W, to jest ono
,ha”, a wiec jest izomorfizmem liniowym i izometria.

Przyktad 1. Niech V = (vy, ..., vi) bedzie baza ortonormalng przestrzeni V. Wowczas:

a) Gdy v = Zle CiVi, W = Zle divi, to (v,w) = > ¢id;, 1 w szezegdlnodei
VIl = v/>_; lcil?>. (Wynika to wprost z zadania 2 w §1.1.) Wyznaczona przez V mapa
v — [Vv]), jest wiec izometrig liniows przestrzeni V' na przestrzen F* rozpatrywana ze
standardowym iloczynem skalarnym.
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b)* Biorac pod uwage wniosek 1 w §1.2, mozna tez zapisa¢ a) jako tozsamosé
Parsevala:

(v,w) =SF (v,vi)(vi,w) dla v,w eV

Lemat 1. Gdy L € L(V, W), to warunek (13) jest rownowazny kazdemu z ponizszych:
a) L nie zmienia normy wektorow jednostkowych, tzn. ||v||y =1 = || L(v)|lw = 1.
b) L nie zmienia normy wektoréw, tzn. ||L(v)|lw = ||v||v dla v € V.

¢) L nie zmienia iloczynu skalarnego wektorow: (L(u), L(v))y = (u,v),, Yu,v € V.

Dowod. a)=b). Wystarczy unormowaé¢ wektor v: gdy v # 0, to v = c¢v/, gdzie

¢ = |vlly i IV]lv =1, skad L(v) = cL(v') 1 [|L(v)llw = |e[-1 = |[v][v; gdy zas
v =0, to ||L(v)[lw =0=[v]v.
b)=-c). Stosujemy tozsamosci polaryzacyjne (patrz zad. 3 w §1.1):

4Re(u, v)y = [[utv[[f—[[u=v][§ = [L(u+v) [~ L(a=v) [ = 4Re(L(u), L(v))w

i podobnie Im(u, v),, = Im(L(u), L(V))yy-
Wreszcie, stosujac ¢) przy u = v otrzymujemy a); jest tez oczywiste, ze dla liniowego
przeksztatcenia L warunki b) i (13) sa rownowazne. [J

Twierdzenie 1. Niech (v;)_ | bedzie bazq ortonormalng przestrzeni V. Przeksztal-
cenie L € L(V,W) wtedy i tylko wtedy jest zanurzeniem izometrycznym, gdy uktad
(L(v;))E_, jest ortonormalny.

Dowod. Jedna z rozwazanych implikacji wynika z lematu 1 (wykorzystujemy wta-

snosé ¢) zanurzenia L). Dla dowodu implikacji odwrotnej niech v.e Viv =) \v.
7 roéwnosei Pitagorasa i ortonormalnosci ukladu (v;)¥_; wynika, ze ||v]] = >, |M[*
Jesli uklad (L(v;))¥_, tez jest ortonormalny, to tak samo [[L(v)|* = Y, |N[* (bo

L(v) = >2; Ail(vi)). Stad [|L(v)[| = [Iv]]. O
Whniosek 1. Jesli dim V' < dim W, to istnieje lintowe zanurzenie izometryczne prze-

strzent V. w przestrzen W. Gdy dim'V = dim W, to jest ono izometriq.

Dowo6d.  Obierzmy ortonormalne bazy (v;)f , i (w;)l_; przestrzeni V i W, odpo-

wiednio. Poniewaz k < [, wiec warunek L(v;) = w; (i = 1,...,k) wyznacza pewne
przeksztatcenie L € L(V, W). Jest to szukane zanurzenie, ktore dla k = [ jest zarazem
,ha’; patrz uwaga 1. [

Definicja. a) Izometrie liniowe przestrzeni z iloczynem skalarnym nazywane sg czesto
przeksztatlceniami unitarnymi, a w przypadku gdy FF = R — réowniez euklideso-
wymi.

b) Niech A € M, ;(F). Powiemy, ze A jest macierza zanurzenia izometrycz-
nego, gdy wyznaczone przez nig przeksztalcenie Ly € L(F* F'), zadane wzorem



V-21 H. Torunczyk, GAL II (wiosna 2012)

La(v) = Av, jest zanurzeniem izometrycznym. Gdy ponadto k = [, to powiemy, ze
A jest macierzg izometrii lub macierza unitarna, przy czym przy F = R czedciej
uzywana jest okropna nazwa macierz ortogonalna.

Zadania. (Rozwazamy przestrzenie z iloczynem skalarnym.) Dowies¢, ze:

1. Zlozenie liniowych zanurzen izometrycznych tez jest takim zanurzeniem, i tak samo
dla izometrii; za$ iloczyn macierzy unitarnych jest macierza unitarng (gdy ztozenie czy
iloczyn sa okreslone).

2. Odwrotnos¢ izometrii liniowej tez jest izometrig liniowa. Podobnie, macierz uni-
tarna jest odwracalna i jej odwrotnos¢ jest macierza unitarna.

3. Gdy V = ViDV,, W = W1 DOW, i przeksztatcenia liniowe L; : V; — W; (i = 1,2)
sg zanurzeniami izometrycznymi, to jest nim i przeksztatcenie Ly & Ly @ V. — W,
zadane wzorem L(vy + Vo) = L1(v1) + Lo(ve) dla vy € Vi, vy € Vs, (Patrz §111.6.4.)

4. Kazda wartos¢ wlasna izometrii liniowej (odp. macierzy unitarnej) ma modut 1.

5. * Niech V| bedzie podprzestrzenia przestrzeni V. Gdy dimV < dimW < oo,
to kazde zanurzenie izometryczne Qo € L(Vp, W) mozna przedtuzyé¢ do zanurzenia
izometrycznego @ € L(V, W).

Whniosek 2. Niech V @ W bedqg skoriczonymi, ortonormalnymi bazami przestrzeni V-
i W, odpowiednio. Przeksztatcenie L € L(V, W) wtedy i tylko wtedy jest zanurzeniem
wzometrycznym, gdy jeqgo macierz A = [L]}fv jest macierzq zanurzenia izometryczneqo.
Tak samo jest dla izometrii © macierzy izometri.

Dowod. Mapy S :V — FF i T: W — F!, wyznaczone odpowiednio przez Vi W, sa
izometriami; patrz przyktad 1. Z zadan 1 i 2 wynika wiec, ze L wtedy i tylko wtedy
jest zanurzeniem izometrycznym, gdy jest nim L' := T'LS™!, i tak samo dla izometrii.
Koniczy to dowdd, bo L' = La, z definicji macierzy A. (Patrz str. 1.) OJ

Wniosek 3. a) Gdy V i W sq skoriczonymi bazami ortonormalnymi przestrzeni V.,
to macierz zmiany baz [I1YY jest unitarna (tzn., jest macierzq izometrii).

b) Odwrotnie, gdy [I]bv jest macierzq 1zometrii 1 jedna z baz V,VV jest ortonor-
malna, to i druga jest taka.

Dowod. Teza a) wynika z wniosku 2, zastosowanego do izometrii L := I.

Ad b). Macierz [I]3), jest tez macierza, w bazie W, operatora L takiego, ze L(w;) =
v; Vi. (Czy na pewno?) Gdy wiec [I]}), jest macierza izometrii, a baza W jest orto-
normalna, to L jest izometriag — a tym samym baza V jest ortonormalna, jako obraz
takiej bazy przy izometrii. (Patrz twierdzenie 1.) W oparciu o zadanie 2, mozemy tez
zamieni¢ role V i W. H
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Zadania uzupeltniajace.

1. a) Niech L € L(V,W). Udowodni¢, ze jesli L # 0 i L zachowuje ortogonalnosé
wektorow (tzn. (vi,va), = 0= (L(v1), L(va)), = 0), to istnieje skalar ¢ taki, ze cL
jest zanurzeniem izometrycznym.

2. * Udowodnié, ze przeksztalcenie zachowujace iloczyn skalarny jest liniowe. (Patrz
tez dalej twierdzenie 2 w §5.1.)

3. W przestrzeni euklidesowej R¥ x R (ktora utozsamiamy z R¥1) ustalmy wektor
jednostkowy (ug,co) # (0g,1) oraz przyjmijmy V := (ug,co)t. Dowiesé, Ze prze-

ksztalcenie F': V — RF, zadane wzorem F(u,c) = u + 1f60 Uy, jest izometria.

2. Hermitowskie sprzezenie macierzy i charakteryzacja macierzy unitarnych.
Macierze zanurzen izometrycznych mozna wygodnie charakteryzowac¢ uzywajac poniz-
szego pojecia, waznego i z innych wzgledow.

Definicja. Dla A € M, ;(C) przyjmijmy
A = (a_lj) e M;x(C) i A=Al € M. (C).

Macierz A" nazywa sie hermitowskim sprzezeniem (lub krotko: sprzezeniem)
macierzy A; inne jej czeste oznaczenia to A* lub A lub A*. Jest widoczne, ze
(AMP = A. Gdy A ma wyrazy rzeczywiste, to A" = A’; nie popelimy wiec btedu
piszac A" zamiast Af dla rzeczywistych macierzy A.

Uwaga 1. Gdy uy, ..., u;, vy, ..., v € CP to [ x k-macierz ((u;, v;)) jest rowna iloczy-
nowi BC", gdzie B jest macierza o wierszach uy, ..., u;, a C — o wierszach vy, ..., vi.

A oto zapowiedziana charakteryzacja macierzy zanurzen izometrycznych:

Twierdzenie 1. Ponizsze trzy warunki sq rownowazne dla macierzy A € M ;(F) :
a) A jest macierzq zanurzenia izometrycznego, tzn. przeksztatcenie La : F¥ — T jest
zanurzeniem 12ometrycznym;

b) kolumny macierzy A tworzq uktad ortonormalny (w przestrzeni F!);

C) AhA = Ik
Jesli ponadto | = k, to warunki te sq tez rownowazne kazdemu z ponizszych:
d) AA" =1T,.

e) wiersze macierzy A tworzq uktad ortonormalny.

Dowo6d. Poniewaz L, (e;) jest i-ta kolumna macierzy A, wiec rownowaznosé a)<b)
wynika z twierdzenia 1 w p.1. Za$ z uwagi 1 (przy C = D = A") wynika, ze b)& c).

Gdy k = [, to ¢)<d) na podstawie twierdzenia 2 w §11.4.2. To, ze d)<-e), wynika
znow z uwagi 1, tym razem przy C =D = A. [
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Zadanie 1. i) Kazdy z warunkéw a), b), ¢) jest tez réwnowazny temu, by A'A = I.
ii) Gdy macierz A jest unitarna, to kazda z macierzy A" A'i A tez.

Cwiczenie. a) Dowiesé, ze gdy liczby a, b, ¢, d € R spetniajg warunki a?+b? = 2 4-d? =
1iac+bd=0,toa®+ c® =1. Sformulowaé¢ analogiczng implikacje dla a,b, c,d € C.
b) Dowies¢, ze jesli A € My, jest macierza unitarna i tr(A) =k, to A =1,
c¢) Dowies¢, ze gdy macierz unitarna jest trojkatna, to jest diagonalna.

Wnhniosek 1. Gdy A jest macierzq unitarng, to |det(A)| = 1. Podobnie, gdy L €
L(V) jest izometrig, to |det(L)] = 1.

Dowod. Poniewaz I = A"A | wiec 1 = det(A") det(A) = det(A) det(A) = |det(A)|%

Stad i wniosku 2 w p.1 wynika tez dalsza cze$é tezy (bo det(L) := det([L}}), dla
dowolnej bazy V przestrzeni V). O

Sprzezenie macierzy ma znaczenie nie tylko dla charakteryzacji unitarnosci. Zasad-

nicze jest

Twierdzenie 2. Niech A € M;;(C). Wowczas dla standardowych iloczynow skalar-
nych na C* i C' ma miejsce toisamosé

(Ax,y)o = (X, A"y) e dla wszystkich x € CF iy € CL.

Ponadto, jesli macierz B € My (C) ma te wtasnosé, ze (AX,y)q = (X, By) dla

wszystkich x € RF iy ¢ R, to B = A",
Dowod. Traktujmy wektory jako macierze jednokolumnowe. Poniewaz (u, v)e. = viu

dlan==kliu,veC" wiec
(Ax,y)er = y"Ax = (Ay)'x = (x, A'y)cr.

Ponadto, jesli dla x € R¥ i y € R zachodzi (Ax,y)q~ = (x, By)cw, to zachodzi wiec
tez (x, Aly — By)c = 0. Przyjmujac x = e;,y = e; stwierdzamy, ze ij-ty wyraz
macierzy A" — B jest rowny 0, dla dowolnych i =1,...,kij=1,...,1. O

Zadania uzupeltniajace.

1. Niech wiersze macierzy A € M, ;(C) tworza uktad ortonormalny. Dowies¢, ze
|AV]|ct < ||v]|er dla wszystkich v € CF.

2. Dla A € M ;(C) iv € C* dowies¢, ze ||Av]|n < \/HAhAVH(CkHVH(Ck , Przy czym
rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy A"Av = \v dla pewnego skalara \.

3. Niech A € M;;(F) ir1k(A) =k, gdzie F € {R,C}. Dowies¢, ze A ma tzw.
QR-rozktad: A = US, gdzie macierz S € My (F) jest gornie trojkatna, o dodatnich
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wyrazach na przekatnej, zas U € M;(IF) jest macierzg zanurzenia izometrycznego.
Dowiesé, ze rozktad ten jest jedyny. (Wskazowka: ortogonalizacja Grama—Schmidta,
zastosowana do kolumn.)

3. Hermitowskie sprzezenie przeksztalcenia.

W tym punkcie rozwazamy wytacznie przestrzenie z iloczynem skalarnym, skoniczonego
wymiaru. Sprzezenie macierzy umozliwia sprzeganie przeksztatcen miedzy takimi prze-
strzeniami.

Twierdzenie 1. Niech L € L(V,W). Wowczas istnieje jedyne przeksztatcenie L' €
LW, V) takie, Ze

(L(Vv), W)y = (v, L"(w)), dla wszystkich ve Vi weW. (14)
Okreslone tym twierdzeniem zagadkowe przeksztalcenie L" € L(W, V) nazywamy

hermitowskim sprzezeniem przeksztalcenia L € L(V,W). (Inne stosowane ozna-
czenia to L* czy L czy LT w miejsce L")

Uwaga 1. * Mozna tez L" wprowadzi¢ w oparciu o tw. 3 w §1.3 (co gra role), oraz
powigzaé z przeksztatceniem L* : W* — V* z §IIl. ... ; patrz. zad. uz. 101 11.

Dowdd twierdzenia. Zbadajmy, kiedy przeksztalcenie K € L(W, V) jest takie, ze
(L(v),w)w = (v, K(w))y dla wszystkich v e V,w e W (15)

W tym celu ustalmy w V' i w W bazy ortonormalne Vi W, odpowiednio, i przyjmijmy
[ =dimW. Przy A := [L]}), zachodzi
(L(v), W) = ([LV)]w, [Ww)er = (A, W) e

(Pierwsza rownos$é wynika z ortonormalnosci bazy W, por. uwage 1b) w p.1, a druga
z wlasnosci macierzy przeksztalcenia.) Tak samo, przy B := [K]}Y i k = dim V/,

(v, K(w))y = ([vly, BlW]y)cx
Tozsamosé (15) jest wiec réwnowazna temu, by (AX,y)c = (x, By)cr dlax € FF y €
F* — czyli temu, by B = A", patrz tw. 2 w p.2. Istnieje zatem jedyne przeksztalcenie
K o zadanej wlasnosci i mozna je zdefiniowa¢ warunkiem, by [K]}Y = A" O

Uwaga 2. Ostatnie zdanie dowodu wskazuje tez sposob konstrukeji przeksztatcenia
K = L" przy czym wynik jest niezalezny od baz ortonormalnych V, W przestrzeni
V i W, odpowiednio (wobec jedynoéci L"). Ponadto, dla dowolnych takich baz ma
miejsce réwnosé [L")YY = ([LJ),)". O

Zadanie 1. Gdy L1, Ly € L(V) i (u, L1(v)) = (u, Ly(v)) Yu,v € V, to Ly = Ls.

Mozemy teraz twierdzenie 1 z p.2 przenies¢ z macierzy na przeksztatcenia:
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Twierdzenie 2. Przeksztatcenie L € L(V, W) jest zanurzeniem izometrycznym wtedy
i tylko wtedy, gdy L"L = Iy. (Jesli ponadto dim(V) = dim(W), to ostatni warunek
oznacza, ze L' = L71.)

Dowdd. Jak wiemy z lematu z p.1, L jest zanurzeniem izometrycznym wtedy i tylko

wtedy, gdy (L(u), L(v)) = (u,v) Vu,v € V. A 7e (L(u),L(v)) = (u, L"L(v)), to
badany warunek jest na podstawie zadania réwnowazny temu, by L"L = I;,. B
Wskazmy na inne jeszcze zastosowania i wlasnosci sprzezenia hermitowskiego.
Zadanie 2. Wykorzystujac tylko definicje i jedynos¢ sprzezenia hermitowskiego wy-
kazac, ze gdy K, L € L(V,W) 1T € L(W,U), to
a) (LM =L, (K+L)"= K"+ L" (TL)" = L"T" oraz (\L)" = AL" dla \ € FF.
b)Dla ACViBCW mamy L(A)LB < ALL"(B).

Twierdzenie 3. a) det(L") = det(L) dla L € L(V).
b) |det(L)| =1 dla izometrii L € L(V).

Dowod. a). Ustalmy ortonormalna baze V przestrzeni V' i niech A := [L]y. Wtedy
[L"y = A" i teza wynika z rownosci det(A") = det(A) = det(A) = det(A) i
definicji wyznacznika operatora.

b). Za)iréwnosci L"L = I wynika, ze 1 = det(I) = det(L") det(L) = | det(L)|*>. O

Pomiedzy obrazem kazdego z przeksztalcenn L, L" a jadrem drugiego zachodzi wazny
zwiazek:

Twierdzenie 4. Gdy L € L(V,W), to

ker(L") = (im(L))" oraz im(L") = (ker(L))*.

Dowo6d. Wobec czesci b) zadania 2,

wlL(V) e LMw)LlV & L'"(w) =0 & w & ker(L"),
a wiec (im(L))l = ker(L"). Gdy zmieni¢ L 7z L", wyniknie stad i pozostata czesé. O
Cwiczenie. Jesli przeksztatcenie L € L(V, W) jest ,na”, to L" jest 1-1.

Twierdzenie 5. Niech P :V — V bedzie rzutem lintowym. Wowczas:

a) P" jest rzutem na ker(P)* wzdtuz im(P)*.

b) Rzut P wtedy i tylko wtedy jest ortogonalny, gdy jest samosprzezony, tzn. gdy
P = P,

Dowod. a) Z réwnosci P? = P otrzymujemy (P")? = P". (Patrz czesé a) zadania 1.)

Zatem P" jest rzutem liniowym, a jego obraz i jadro okresla twierdzenie 2.
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b) Wobec a), P = P" & ker(P) = im(P)* < rzut P jest ortogonalny. O]

Niech przestrzen liniowa V' bedzie suma prosta swych podprzestrzeni U i W. (Tym
razem nie dbamy o iloczyn skalarny.) Wzor u+w — u—w (u € Uw € W)
zadaje wowczas przeksztalcenie liniowe S, ktore nazywamy symetria wzgledem U,
wzdtuz W. Jest ono zwigzane z rzutem P na U wzdluz W zaleznoscia P = 3(I + S);
a ze P? = P, to latwo otrzymujemy S? = I. Odwrotnie, gdy S € L(V) i S? = I, to
S jest opisanej uprzednio postaci, przy U :={v eV : S(v)=v}i W ={veV:
S(v) = —v}; mowimy wiec, ze S jest symetria liniowa przestrzeni V.

Gdy V jest przestrzenia z iloczynem skalarnym i U LW, to S nazywamy symetriag
ortogonalng wzgledem podprzestrzeni U.

Twierdzenie 6. Gdy S : V — V jest symetrig liniowq, to rownowazne sq¢ warunki:
a) symetria S jest ortogonalna, b) S = S*, ¢) S jest izometrig.

Dow6d. a)<b). S = S" < P = P"dla P:=1(S+ I), patrz zadanie 2a). Ale samo-
sprzezono$é rzutu P oznacza jego ortogonalno$é, a wiec i ortogonalnosé symetrii S.
b)<c). (S jest izometrig)< (S"S =1). Aze S’ =1 to (S"S=1)< (S"=29).

Zadania uzupelniajace.

1. Dla A, B € M;;(C) przyjmijmy (A, B) := tr(AB") = tr(B"A).
a) Dowiesc, ze (M, (-, -)) jest przestrzenia unitarna, [[A|l = />, |a;[* 1 [[AB]| <
|A] - ||B|| dla B € M, 1A € M;,. lle wynosi norma macierzy unitarnej? Przy

k=1=2 wyznaczy¢ (lin{A, B})*, gdzie A = < (1) _01 ) i B= ( (1) (1) >

b) Niech K(X) =SX i L(X) =XT dlaX € M, gdzieS ¢ M; i T € My, sa
ustalone. Okregli¢ wzorem przeksztalcenia K" L" : M — M.
¢) Dowiesé, ze gdy macierz S (odp. T) jest unitarna, to K (odp. L) jest izometria.

2. Niech V bedzie taka baza przestrzeni euklidesowej/unitarnej V', ze [L"]Y, = ([L]%)"

dla kazdego operatora L € L(V'). Dowies¢, ze baza ta jest proporcjonalna do ortonor-
malnej.

3. Przyjmijmy wyzej [ = k. Dowies¢, ze gdy macierz D jest diagonalna i ma nieujemne
wyrazy na przekatnej, to ||[D — U|| > ||D — I;|| dla unitarnych macierzy U € M.
Gdy ponadto det(D) # 0, to nier6wnos¢ jest ostra dla unitarnych macierzy U # Ij.
(Uwaga: zbior unitarnych k x k—macierzy nie jest podprzestrzenig liniowal)

4. Niech K, L € L(V) i [K,L] := KL — LK. Udowodni¢, ze jesli operatory K i L
sa samosprzezone, to [([K, Llv,v)| < 2||Kv| - |[Lv|| dla v € V. (Jest to abstrakcyjna
wersja zasady nieoznaczonosci Heisenberga, por. [Ko—Mal, str. 155-157.)
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5. Dowies¢, ze ortogonalnosc¢ rzutu P € L(V') jest rownowazna kazdemu z warunkow
a) |[PV)|| < ||v|| ¥v eV, b)(Pv),v)>0VveV.

6. Niech L € L(V,W), xo € Vib € W. Dowies¢, ze L(xg) wtedy i tylko wtedy jest
rzutem ortogonalnym wektora b na podprzestrzen im(L), gdy L"L(xq) = L"(b).

7. Niech W C V bedzie podprzestrzenia niezmienniczg danego operatora L €
L(V), tzn. niech L(W) C W. Dowiesé, ze a) L*(W+) c W+, i b) dla indukowanego
przez L operatora K € L(W) ma miejsce rownosé K" = PL" gdzie P to rzut
ortogonalny na W. Wywnioskowaé, ze || K"(w)|| < [|L"(w)]|| dla w € W.

8. Dowies¢, ze gdy L = T — I dla pewnej izometrii T € L(V), to im(L) = (ker(L))= .

9. Niech P € L(V) bedzie rzutem ortogonalnym i L € L(V). Przy Vy := P(V)
dowiesé, ze
a) Podprzestrzen V{ jest L-niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy LP = PLP.
b) Podprzestrzen Vi- jest L-niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy PL = PLP.
¢) Gdy L = L", to kazdy z tych warunkéw jest rownowazny temu, by PL = LP.

10. Niech L € L(V, W) bedzie zanurzeniem izometrycznym, a P operatorem rzutu or-
togonalnego przestrzeni V' na jej podprzestrzen Vy. Dowiesé, ze LPL" jest operatorem
rzutu ortogonalnego przestrzeni W na podprzestrzen Wy := L(V}).

11. Dowiesé, ze gdy przeksztatcenie L € L(V, W) jest roznowartosciowe, to
a) L"L : V — V jest izomorfizmem, oraz
b) L(L"L)~'L" : W — W jest rzutowaniem ortogonalnym na podprzestrzen L(V).

12. a) Wywnioskowaé z poprzedzajacego zadania, ze gdy (wq, ..., wy) jest baza danej
podprzestrzeni Wy C !, to macierza (w standardowych bazach) rzutu ortogonalnego
przestrzeni F! na Wy jest B 1= A(A"A)'A" gdzie A € M;;(F) to macierz o
kolumnach wy, ..., wy. (Macierz B zalezy wiec tylko od podprzestrzeni Wj.)

b) Gdy uktad w1, ..., w}, jest ortonormalny, to macierz tego rzutu jest rowna A A"
c) Jaki jest zwiazek czesci b) z zadaniem uz. 4 z §1.47

13. Przy oznaczeniach zadania 3 z p. 2 niech B = SU". Dowies¢, ze zaréwno AB,
jaki BA sa macierzami rzutéw ortogonalnych; ponadto, ABA = A oraz BAB = B.

Definicja. Dlav € V zdefiniujmy ¢, € V* wzorem ¢y (x) = (x,v) (x € V) ioznaczmy
przez Fy : V. — V* przeksztalcenie, przyporzadkowujace kazdemu wektorowi v € V'
funkcjonat . Na podstawie tw. 3 w §1.3, Fy jest bijekcja.

14. a) Nada¢ sens nastepujacemu stwierdzeniu i uzasadnié je: bijekcja ta jest liniowa
gdy F = R, za$ ,antyliniowa” (czy ,potliniowa”, jak kto woli) gdy F = C.

b) Dla dowolnego L € L(V,W), operatory L" € L(W,V) i L* € L(W* V*)
spetniaja warunek L* o Fyy = Fy o L, gdzie L*(¢) := po L (¢ € W*).
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15. Wprowadzi¢ przeksztatcenie hermitowsko sprzezone w oparciu o tw. 3 w §1.3.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 3, 4,9, 11 w §I1.4.21 1, 2, 8, 17 w §11.4.3.

4. Samosprzezono$é i dodatnia okreslonosé (informacje wstepne).

Niech V' bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym, skonczonego wymiaru. Wérod
operatorow liniowych V' — V wyrézni¢ mozna operatory réwne swemu sprzezeniu;
nazywamy je samosprzezonymi lub hermitowskimi. Podobnie, zespolong macierz
kwadratowa A nazywamy samosprzezona (lub: hermitowsks) gdy A = A" Jedli
macierz A jest rzeczywista, warunek ten sprowadza sie do symetrii: A = Al

Jedna z przyczyn znaczenia operatoréw i macierzy samosprzezonych jest to, ze rzuty
ortogonalne sa samosprzezone; pokazemy tez w nastepnych rozdziatach, ze kazdy ope-
rator samosprzezony jest kombinacja liniowa rzutéw ortogonalnych, z rzeczywistymi
wspotczynnikami. Inng istotna przyczyna jest opisany nizej i w rozdziale VII zwiazek
macierzy samosprzezonych z iloczynami skalarnymi.

Niech A € M},(C) i niech (-, -) oznacza standardowy iloczyn skalarny na F*. Wzor

k
(v,w), = (Av,w) = Z aviw; dla v, w € F¥ (16)

1,7=1

okregla funkcje (-,-), : F¥ x F* — F, ktora oczywiscie dla kazdego w € F¥ jest liniowa
jako funkcja zmiennej v. Warunek i) definicji iloczynu skalarnego (tzn. warunek
(v,w), = (w,v), dla v,w € F¥) jest natomiast spetiony wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz A jest samosprzezona. (Wynika to tatwo z twierdzenia 1 w p.2).

Definicja. Samosprzezona macierz zespolong A nazywamy dodatnio okreslona, jesli
> ij=1aijiv; > 0 dlav € F*\ {0}, tzn. gdy funkcja (-,-)a jest dodatnio okreslona
(w sensie definicji z §1.1) i wobec tego jest iloczynem skalarnym.

Uwaga 1. Dodatnia okreslono$¢ samosprzezonej macierzy A umiemy rozpoznac,
wykonujac ortogonalizacje Grama—Schmidta przy (-, -) zastapionym przez (-, -) o, patrz
zadanie uzupetniajace w §1.2. (Inne sposoby poznamy w rozdzale VII.)

Uwaga 2. * Gdy A ma wyrazy w ciele F € {R,C} i (-,-), jest iloczynem skalarnym
na F¥, to istnieje izometria liniowa (F¥, (-,-),) — (F¥, (-,-)). Macierz B te] izometrii
spetnia warunek (v,w), = (Bv,Bw) (ré6wnowaznie: (Av,w) = (B"Bv,w)), dla
wszystkich v, w € F*¥. Stad juz wynika, ze A = B"B.

Dowiedli$my, ze kazda dodatnio okreslona macierz A € M (F) jest postaci B"B,
dla pewnej nieosobliwej macierzy B € My(F). Ponizej i w zadaniu z §VII.2.1 ten
wazny wynik jeszcze wzmocnimy. [
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Zadanie uzupelniajace 1. Korzystajac z zadania uzupetniajacego 3 w p.2 uzyskac, by
macierz B byla goérnie trojkatna i miata tylko dodatnie wyrazy na przekatnej. Otrzy-
mamy rozklad Cholesky’ego dodatnio okreslonej macierzy A, istotny dla metod
numerycznych; dowies¢ jego jedynosci.

Zadanie uzupemiajace 2. Dowies¢, ze jesli symetryczna macierz A € My(R) spetnia
warunek ), cajv0; > 0 dla v € R* \ {0}, to jest ona dodatnio okreglona, tzn.
> aiviv; > 0dlav e C*\ {0}.

b) Gdy macierz A jest samosprzezona i dodatnio okreslona, czy A’ tez jest taka?

Zadania ze zbioru Kostrykina: 14 w w §11.4.3.

3. Gdy operator L jest samosprzezony, to V' = ker(L)Dim(L).
Zadania ze zbioru Kostrykina: 1, 2, 14, 17 w §11.4.3.

§ 4. Objetosé i iloczyn wektorowy w przestrzeniach euklidesowych.

1. Wyznacznik Grama a odlegltos$é od podprzestrzeni.

Nizej, V' 1 W oznaczaja przestrzenie z iloczynem skalarnym, nad cialem F € {R, C}.
Ustalmy vq, ..., v, veV.

Definicja. Macierz G(vi, ..., vi) := ((Vi, v;))1<ij<x hazywamy macierza Grama, a
jej wyznacznik ~—wyznacznikiem Grama uktadu wektorow vy, ..., vi.

Macierz Grama wystapita juz w przyktadzie 3 z §2.2 przy okazji badania rzutu
ortogonalnego. Teraz wykorzystamy wlasnosci jej wyznacznika.

Twierdzenie 1. a) Wyznacznik Grama |G(vy, ..., vi)| nie zmienia sie przy zmianie
kolejnosci wektorow vy, ..., v czy zmianie zwrotu niektorych z nich, a takze przy do-
daniu do ktorego$ wektora v; kombinacyi lintowe) pozostatych wektorow.

b) Wyznacznik ten nie zmieni sie tez po zastgpieniu wszystkich wektorow v; ich
obrazami S(v;) przy liniowym zanurzeniu izometrycznym przestrzeni V.

c) Jesli V = TF", to macierz Grama wektorow vy, ..., vi € F" jest rowna AA", gdzie
A € My ,(F) ma wiersze vy, ..., vg. Jesli ponadto n = k, to wyznacznik Grama tych
wektorow jest réwny | det(A)[2.

Dowod. Czesé b) wynika stad, Zze zanurzenie izometryczne nie zmienia iloczynow
skalarnych, a ¢) — z przyjetych definicji i rownosci |AA"| = |A[|A] dla A € M,,.

Gdy V =TF* to a) wynika z c), bo opisane operacje nie zmienia | det(A)|. By do-
wies¢ a) w petnej ogolnosci, wezmy liniowe zanurzenie izometryczne S : lin(vy, ..., vi) —
F*. (Patrz zadanie 4 w §3.1.) Poddajmy uktad (v;)¥_, jednej z opisanych w a) ope-
racji, otrzymujac (v))¥_,. Z b) wynika, ze |G(vy,...,vi)| = |G(S(v1),...,S(v1))| i

1
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podobnie po zastapieniu v; przez v}, zas z rozpatrzonego przypadku szczegolnego — ze
(G(S(v1), -, S(vi))| = |G(S(V]), ..., S(vi))l- Stad |G(vy, ..., vir)| = |G(V], ..., vi) [ O

Twierdzenie 2. |G(vy, .., vi_1,Vi)| = |G(v1, .., vi_1)] - (dist(vg, lin(vy, ..., vi_1))2.

Dowod. Niech vi oznacza rzut ortogonalny wektora vy na lin(vy, ..., vi_1); wowczas

|G(V1, .oy Vi1, Vi) | = |G (Vi1 ooy Vi—1, Vie — V)| (patrz a) powyzej). A ze v — v Lv;
dla ¢ < k, to ostatnia kolumna i ostatni wiersz macierzy G(vy, ..., Vi_1, Vi — V}.) sa
rowne (0, ..., 0, ||vy — v;||?). Ponadto, ||vy — V| = dist(vg, lin(vy, ..., vi_1)), wiec teze
otrzymujemy rozwijajac |G (v, .., vi — v}.)| wzdtuz ostatniego wiersza. [

Wniosek 1. a) 0 < |G(vy,...,vi)| < I, [Ivill%;
b) |G(vi, ..., vi)| = 0 < vy, ..., vk s¢ liniowo zalezne;
c) Gdy vi, ..., vk sq liniowo niezalezne, to

dist(v, lin(vy, ..., vi)) = V/|G(V1, .., Vi, V)| /|G(v1, ..., Vi)

Dowdd. Poniewaz 0 < dist(vy, lin(vy,...,vi_1)) < ||[vk||, wiec a) wynika natychmiast

z twierdzenia 2 przez indukcje wzgledem k. Teza b) byta juz odnotowana we wniosku
1 z §1.5. (Wynika tez ona przez indukcje z twierdzenia 2 — jak?) Teza c) wynika z
poprzednich i twierdzenia 2. []

Czes¢ ¢) wniosku daje szukany wzor na odlegtosé od podprzestrzeni, zas czesé a)
pozwala oszacowa¢ wyznacznik macierzy niekoniecznie zadanej jako macierz Grama:

Twierdzenie 3. Niech A € M (C).

a) | det(A)| <TI0, lasll, gdzie ay, ..., ay, sq wierszami A. (Jest to tzw. nierow-
nos¢ Hadamarda.)

b)* Jesli macierz A jest samosprzezona i dodatnio potokreslona, to 0 < |A| <

a11a92...akk -

Dow6d. Poniewaz |[A| = /|G(ay, ..., a;)|, patrz twierdzenie 1c), wiec a) wynika z
wniosku 1a).
Do dowodu b) zat6zmy wpierw, ze macierz A jest dodatnio okreslona. Wobec uwagi

1 z §3.4 istnieje wowczas macierz kwadratowa B taka, ze A = BB". (Odpowiada
ona macierzy B" ze stwierdzenia.) Dla wierszy by, ..., by macierzy B zachodzi wiec
A = G(by,...,by). W szezegolnosei, ||by||> = ay; dla i = 1,...,k i ponownie teza
wynika z czesci a) wniosku 1.

Gdy macierz A jest tylko dodatnio poélokreslona, tzn. Z” a;jziz; > 0 dla
21y .., 2k € C, to rozwazamy macierz A, := A + €I, otrzymujac 0 < |A.| < (a11 +
g)...(agr + €) dla kazdego € > 0; nastepnie, przechodzimy do granicy przy € — 0. [J

Zadania uzupeltniajace.
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1. Dowies¢, ze nieréwno$¢ Hadamarda jest ostra, poza przypadkiem, gdy uktad
V1, ..., Vi jest ortogonalny lub v; = 0 dla pewnego 1.

2. Na ptlaszczyznie, z pewnego punktu wychodza poétproste Li, Lo, L3. Oznaczmy
przez c; miare kata utworzonego przez L; i L;. Dowies¢, ze macierz (cos(a;))i ; jest
osobliwa. Uogo6lnié.

3. Niech wektory vi,..., vy, Wy, ..., w; spelniajg warunki w; = Zle cijvi dla j =

.k 1 danych skalarow c;;. Dowies¢, ze |G(wy,...,wi)| = |[C]*|G(vy, ..., vi)]| i
ustali¢ zaleznos¢ miedzy G(wy, ..., wi) a G(vy, ..., vi). (Wskazowka: dowod czesci b)
¢) twierdzenia 1.)

Problem 3. W przestrzeni R[x] z iloczynem skalarnym (f, ¢) fo x)dx obliczy¢
odlegtosé ¥ od lin(1, z, ..., 2F71).

2. Objetosé w przestrzeni euklidesowej.

W tym punkcie rozwazane przestrzenie sa euklidesowe, tzn. rzeczywiste, skoniczonego
wymiaru i wyposazone w iloczyn skalarny; oznaczaé je bedziemy E, E' i.t.p.

RoéwnolegloScianem rozpietym na wektorach vy, ..., vy € F nazwiemy zbior
R(Vl, ..,Vk) = {t1V1 + o F v s T, Ty € [0, 1]} (17)

Jest on zdegenerowany, gdy wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne. (By uczynié te
pojecia blizszymi zauwazmy, ze zdegenerowane rownoleglosciany rozpiete na 3 wek-
torach sa na ogot szedciobokami o bokach parami réwnolegtych; odrobina wyobrazni
pozwala jednak spostrzec je jako ,sptaszczone” rownolegtosciany.)

k-wymiarowa miare p;(R) omawianego rownolegloscianu R definujemy tak:

pe(R(v1, ..., vi)) = V|G (VL ..., vi)|.

Witasnosci k-wymiarowej miary (wynikajace bezposrednio z twierdzen 112 w p.1):

i) 1-wymiarowa miara odcinka {tv : ¢t € [0, 1]} jest rowna ||v]|.

i) pp(R(vi, ..., Vi) = (R(E1Vo(1)s -y EkVa@r))), dla kazdej permutacji o € Sy i
liczb €; = £1. (Inaczej mowigce, miara rownolegtoscianu nie zalezy od kolejnosci, w
ktorej wymieniono rozpinajace go wektory, i od zwrotu tych wektorow.)

iii) pr(R(V1, .oy Vi) = p—1(R(V1, .oy V1)) - dist(vg, lin(vy, ..., vg_1)), tzn. miara
rownolegtogcianu jest rowna mierze podstawy pomnozonej przez wysokoscé. (Ze wzgledu
na ii), podstawa moze by¢ wyznaczona przez kazdych k—1 z k wektoréw rozpinajacych
rozpatrywany rownolegtoscian. )

iv) pur(S(R)) = pr(R) dla zanurzenia izometrycznego S € L(FE, E') i rownolegto-
Scianu R C E.
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7 i) oraz iii) wynika, ze gdy E = R? i iloczyn skalarny jest standardowy, to
p2(R(vy,va)) jest polem powierzchni rownolegtoboku R(vy,vs), a us(R(vi,va,v3))
—objetoscia rownolegtoscianu R(vy, vo, v3), rozwazanymi w szkole. Z tego powodu
zamiast , k—wymiarowa miara’ mowi sie tez ,k-wymiarowa objetosé”.

Cwiczenie. Obliczyé pole powierzchni réwnolegtoboku rozpietego na wektorach (0,0, —1,1)
i (1,0,—1,2) w przestrzeni (R, { , ), gdzie (u,v) := u1v1 + 2ugve — ugvy — ugvy +
3usvs + ugvy.

Dla przestrzeni R¥ wyposazonej w standardowy iloczyn skalarny otrzymujemy wazna
interpretacje czesci b) twierdzenia 1 w p.1:

Wnhiosek 1 (wyjasniajacy znaczenie modutu wyznacznika macierzy rzeczywistej). Mo-
dut wyznacznika rzeczywiste] k X k—macierzy jest rowny objetosSci rownolegtoscianu
rozpietego w R* na jej kolumnach. [

Whiosek 2. * Gdy vy,....vi e RF i | <k, to
RV, ) = [ IBP,
B
gdzie B przebiega wszystkie [ X [-podmacierze macierzy, ktorej wierszami sq¢ vi, ..., V.

Dowod. * Oznaczmy ostatnia [ X k —macierz przez A. Na mocy twierdzeri 1b) z p.1
i Bineta-Cauchy’ego z §IV.3.3 mamy (u(R))? = |[AA" = Y 5 |BJ?. (W przypadku
[ = k — 1 patrz tez uwage 1 w p.3, niezalezna od twierdzenia Bineta—Cauchy’ego.) [J

Uwaga 1. * j-tym wierszem klatki B wyznaczonej przez kolumny o numerach i1, ..., 4
jest rzut ortogonalny wektora v; na lin(e;,, ..., €;). Tym samym |B| jest, wobec wnio-
sku 1, [-wymiarowa miara obrazu réwnolegtoscianu R przy ortogonalnym rzutowaniu
na lin(e;,,...,e;). Wniosek 2 mozna wiec interpretowac jako rozszerzenie (na miary)
twierdzenia Pitagorasa; to ostatnie odpowiada przypadkowi k = 2, s = 1.

Cwiczenie. Przy & = 3i vy = (0,1,2), vo = (4,3,2) naszkicowaé¢ réwnolegtobok
R(v1,vs) i jego powyzsze (trzy) rzuty, a takze sprawdzi¢ omawiang rownosc.

Whniosek 3. Niech E bedzie k—wymiarowq przestrzeniq euklidesowq, niech vy, ..., vy €
E i niech R = R(vy,...,vi). Wowczas up(R) = |det([vi]gs, ..., [Vi|s)|, dla kazdej
ortonormalnej bazy B przestrzeni E.

Dowdd. Niech S(v) = [v]g dla v € E. Z wlasnosci iv) miary py, i prayktadu 1 w §3.1
wynika, ze pup(R) = ux(S(R)). Pozostaje do S(R) zastosowaé¢ wniosek 1. [

Uwaga 2. * Mozna udowodni¢, ze gdy R, R’ sa rownolegtoscianami w E'ip+ R =
p + R’ dla pewnych p,p’ € E, to R i R’ rozpicte sg przez tyle samo niezerowych
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wektorow (powiedzmy, 1) i p;(R) = p(R'). Pozwala to okresli¢ miare zbiordéw postaci
p + R (bez wskazania punktu p i wektoroéw rozpinajacych réwnolegtoscian R).

Zadania uzupelniajace.

1. Niech R bedzie rownolegtoscianem w przestrzeni euklidesowej E, rozpietym na [
wektorach, i niech R’ bedzie jego obrazem przy rzutowaniu ortogonalnym przestrzeni £
na jej podprzestrzen. Dowiesé, ze pu(R') < w(R).

2. Niech E bedzie przestrzenia euklidesows i niech vq,..., v, wy,...,w; € F.
a) Dowies¢, ze ppri(R(V1, ..o, Vi, Wi, oo, W) = p(R(V1, ooy Vi) - i (R(W1Y, ..., W))),
gdzie w! to rzut ortogonalny wektora w; na {vy, ..., vy }+.
b) Dowiesé, ze pi+i(R(V1, ooy Vi, W1, oo, W) < i (R(V1, ooy Vi) - i (R(W1, oy WY)).
c¢) Jak z b) wynika nier6wnos¢ Hadamarda ?

3. Objetosé zorientowana i iloczyn wektorowy.

W tym punkcie, E'i E’ oznaczaja zorientowane przestrzenie euklidesowe i k := dim(FE).

Definicja. Zorientowana miarg lub zorientowana objetoscia (zorientowanego)
rownolegloscianu R(vy, ..., vi) nazywamy liczbe € - up(R(v1, ..., v)), gdzie & = 1 jesli
(v;)¥_, jest dodatnio zorientowang baza przestrzeni E, i ¢ = —1 w przeciwnym razie.
Miare zorientowana oznaczamy iy (E(v1, ..., vi)). Podkreslmy, ze jest ona zdefiniowana
tylko wtedy, gdy liczba wektoréw v; jest rowna dim E.

Jak wida¢, miara ta zalezy nie tylko od badanego réwnolegtoscianu, ale i od ko-
lejnosci rozpinajacych go wektorow, i tego tyczy sie zadanie, by rownolegtoscian byt
zorientowany — czyli podany wraz z klasa orientacji tego uktadu wektoréw. Zadanie to
nie jest jest na ogdt wypowiadane i jest traktowane jako domyslne, gdy mowa o mierze
zorientowanej; tym niemniej, strzateczka nad R ma o nim przypominac, a strzateczka
nad p — ze rozpatrywana miara zalezy od tej orientacji.

Twierdzenie 1. Dia kazdej dodatnio zorientowanej bazy ortonormalnej B przestrzeni F,
zorientowana miara rownolegtoscianu R(vy, ..., vy) jest rowna det([v1]g, ..., [Vk]g). Miara
ta jest wieloliniowq @ antysymetryczng funkcjqg wektorow vy, ..., Vi.

Dowo6d. Ze wzgledu na wniosek 3 w p.2, dla dowodu pierwszej czesci tezy nalezy
tylko zbada¢ znak. Jednak macierz o kolumnach [vq]s, ..., [Vk]s jest rowna [I]}, wiec
jej wyznacznik det([vi]p, ..., [Vk]g) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy baza V jest
zorientowana zgodnie z B.

Druga czes¢ tezy wynika z wtasnos$ci wyznacznika jako funkcji kolumn i liniowosci
przeksztalcenia E 3 v — [v]g € R¥, dla ustalonej bazy B. O
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Whniosek 1. Przeksztatcenie lintowe L : E — E zmienia zorientowang objetosé k—
wymiarowych réwnolegtosciandw w proporeji det(L) : 1, zas niezorientowang — w pro-
porcji |det(L)| : 1. Proporcje te sq wiec niezalezne od rozpatrywanego na E iloczynu
skalarnego.

Dowod. Wystarczy rozpatrzeé¢ przypadek miary zorientowanej, tzn. dowiesé, ze dla

—

V1, ..., Vi € E zachodzi rownos¢ i (R(L(v1), ..., L(vg))) = det(L) - i (R(v1, ..., Vi)).
Jak juz wiemy, jest to réwnowazne temu, by det(Y) = det(A)det(X), gdzie dla
pewnej dodatnio zorientowanej ortonormalnej bazy B przyjeto A := [L]5, a za X iY
— macierze o kolumnach [vi]g, ..., [vi]g 1 [L(V1)]s,- .., [L(Vk)]|s, odpowiednio. A zZe
j—te kolumny macierzy X i'Y zwiazane sa zaleznoscia [L(v;)|s = A[v;]z, to Y = AX
i pozostaje skorzystaé¢ z twierdzenia Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy. [

Twierdzenie 1 moéwi, ze z k—wymiarowa miarg réwnolegtoscianéw w k—wymiarowej
zorientowanej przestrzeni euklidesowej E zwigza¢ mozna funkcje wieloliniowa i anty-

symetryczna, kosztem uwzglednienia orientacji réwnolegtoscianu. Powstaje pytanie,
czy podobnie mozna postapi¢ z k — 1-wymiarowa miara. Okazuje si¢, ze mozna, lecz
wartosci funkcji beda wektorowe. Opiszemy te konstrukcje nizej.

Definicja. Niech vy, ..viy_1 € E. Z twierdzenia 1 wynika, ze funkcjonat £ > v —
fir(R(v1,...,Vvik_1,V)) jest linowy. Na podstawie twierdzenia 3 z §1.3 wyznacza on
jedyny wektor w taki, ze

i (B(v1, ., Vi1, V) = (w,v) dlav eV (18)
Nazywamy go iloczynem wektorowym wektorow vi,...,vyp_q1 i oznaczamy przez
vy X ... X Vi_1. (Kolejnosé wektorow jest istotnal)

Twierdzenie 2. Niech vy,...,vi_1 € E. lloczyn wektorowy w = vy X ... X Vi_1 ma
nastepujgce wtasnosci, ktore go jednoznacznie wyznaczajq:

i) wlvidlai=1,.. k—1;

i) ||wl| = A, gdzie A = pp_1(R(v1, ..., vi_1)) jest (niezorientowang) miarg rownole-
gtoScianu rozpietego przez v, ..., Vi_1;

i) w =0 lub (v, ...,vik_1, W) jest dodatnio zorientowanqg bazq przestrzeni E.

Dowod. Jesli w (18) przyjmiemy v := v;, to uzyskamy (w,v;) =0,dlai=1,...,k—1.
To dowodzi 1).
Dalej, porownajmy wartosci bezwgledne obu stron w (18), obierajac v tak, by
v € {vi, ..., vi_1 1\ {0}; stwierdzimy, ze |(w, V)| = pr_1(R(V1, ..., vi_1)) - ||V, patrz
whasnosé iii) z p.2. Gdy wiec w = 0, to px_1(R(vy, ..., vr_1)) = 0, a w przeciwnym ra-
zie biorac v := w otrzymamy ||w|| = pgp—1(R(v1, ..., vg—1)). To dowodzi warunku (ii).
Jest tez spelniony warunek iii), bo gdy w # 0 i w (18) nadal wezmiemy v := w, to

—

uzyskamy ji(R(v1, ..., vg_1,W)) > 0 — co z definicji miary zorientowanej oznacza (iii).
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Pozostaje dowiesé jednoznacznosci wektora w, speliajacego warunki od i) do iii).
(Nie zaktadamy juz, ze w = vy X ... X vi_1.) Gdy vi,...,vr_1 sa liniowo zalezne,
to ii) zachodzi tylko dla w = 0; patrz wniosek 1b) w p.1. A w przeciwnym razie
dim(lin(vy, ..., vi_1)) = k — 1, skad (lin(vy,...,vi_1))t = Re dla pewnego e # 0.
Warunki i) i ii) sa wiec wtedy spetnione przez doktadnie dwa wektory w = £Ae/|e]],
a trzeci warunek iii) — przez doktadnie jeden z tych dwoch. O

Jak wyznaczy¢ wspotrzedne iloczynu wektorowego w danej ortonormalnej i dodatnio
zorientowanej bazie B przestrzeni E7

Definicja. Dla wy,...,wi_1 € R* i uktadu wektoréw B = (by,...,b;) przestrzeni £
oznaczmy przez det(wy, ..., wi_1, B) wyznacznik macierzy o pierwszej kolumnie wy,
drugiej wy itd. az do kolumny k — 1, zas kolumnie k& bedacej ciggiem wektorow
(by, ..., bg). Wyznacznik ten definiujemy poprzez formalne rozwiniecie wzdtuz k-tej ko-
lumny: det(wy, ..., wi_1,B) := Zle(—l)k”cibi, gdzie ¢; = det(A;) i A; otrzymano
z macierzy o kolumnach wy, ..., wy_1 przez wykreslenie i—tego wiersza. (Wyrazami
macierzy A; sa juz tylko skalary, wiec wyznacznik ma sens.)

Twierdzenie 3. Niech w = vy X .-+ X Vip_1 & niech baza B przestrzeni E bedzie
dodatnio zorientowana i ortonormalna. Wowczas w = det([v1]g, ..., [Vi—1]g, B).
Dowod. Przy w; := [vi]g i oznaczeniach definicji, niech w' = S0 (=1)Fi¢;by.

Dla kazdego wektora v = 3. d;b; otrzymujemy (w',v) = S5 (=1)F*i¢;d;. Prawa
strona tej réwnosci to rozwiniecie, wzdtuz ostatniej kolumny, wyznacznika macierzy
o kolejnych kolumnach [vi]g, ..., [Vi_1]s, [V]g (bo ciag (dy, ..., dy) jest rowny [v]|g). Z
twierdzenia 1 wynika wiec, ze (W', v) = ﬁk(ﬁ(vl, o', Vi—1,V)). Tym samym, w’ spel-
nia warunek definiujacy wektor w = vy X ... X v,_1. [

Whniosek 2. Przyporzqdkowanie (vi)f;f — V1 X ... X Vi_1 jest wielolintowq 1 antysy-
metryczng funkcjg zmiennych vy, ...,vp_1 € F,

Dowo6d. Przy poprzednich oznaczeniach, wspotczynniki ¢; w przedstawieniu w =
Zle (—1)**i¢;b; okazuja sie byé wieloliniowymi i antysymetrycznymi funkcjami zmien-

nych vy, ..., viy_1. (Uzasadnienie jak w tw. 1.)

Uwaga 1. Z twierdzenia 3 i wtasnosci ii) iloczynu wektorowego wynika uzasadnienie
wniosku 2 w p.2, gdy [ =k —1. H

Zadanie 1. Jesli T : E — FE’ jest izometrig zachowujaca orientacje, to T'(vy X ... X
Vi_1) = T(vy) X ... x T(vi_1) dla kazdych vy, ...,vi_1 € E.

Problem 4. Udowodni¢, ze iloczyn wektorowy jest, z doktadnoscia do proporcjonalno-
Sci, jedyna antysymetryczna i wieloliniowa funkcja z E X ... X E' (k — 1 czynnikow) do
E, ktorej warto$¢ na dowolnym ciagu v, ..., vi_1 lezy w lin(vy, ..., vi_1)" .
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Zadania.

2. Dla u,v,w,w’ € R? dowies¢, ze (orientacja i iloczyn skalarny sg standardowe):

a) Jeiu+v+w=0,touxXxv=vXw=wxu
b) (uxv,w)=(u,vxw)
c) (uxv,wxw') = (u,w)(v,w')—(u, w){v,w) = det(AB), gdzie A jest macierza

. . . /
o wierszach u, v, zas B macierza o kolumnach w, w'.

Uwaga: jest to wersja tozsamosci Lagrange’a z zad. uz. 1 wg8IV.3.3,dlak =3iF = R.
d) (uxv)xw=(u,w)v—(v,w)u (wskazowka: b)+c));
e) (uxVv)Xxw+ (vxw)xu+(wxu)xv=0.

3. Niech A € M3(R) bedzie macierzg antysymetryczng (tzn. A? = —A). Dowies¢
istnienia wektora a € R? takiego, ze Av = a x v dla v € R3.

§ 5. Wiecej o izometriach liniowych. Przestrzenie E? i E3.

W tym paragrafie podamy dalsze informacje o izometriach przestrzeni euklidesowych;
uzupelnimy je jeszcze w §3.4 i 3.5 rozdzialu VI. Poza pierwszymi dwoma punktami,
dyskutowane rezultaty maja charakter uzupetniajacy i dotycza przestrzeni wymiaru 3.
Jest charakterystyczne, ze opis izometrii liniowych przestrzeni, z ktora kazdy ma do
czynienia, wymaga rozwazan najbardziej w tym rozdziale zaawansowanych. Trudnosci
biora sie stad, macierze tych izometrii sa wyrazone przez 9 wyrazow, ktore jednak
nie sa niezalezne, lecz spetniaja 6 nieliniowych rownan, wyrazajacych ortonormalnosé
wierszy.

1. Rola symetrii lustrzanej i przedtuzanie zanurzen izometrycznych (F = R).

W tym punkcie zaktadamy, ze rozwazane przestrzenie sa euklidesowe, tzn. rzeczywiste,
skonczenie-wymiarowe i z wyroznionym iloczynem skalarnym. Oznaczamy je E, E' itp.

Definicja. Ortogonalng symetrie liniowa przestrzeni F, wzgledem jej podprzestrzeni
Ey, nazwiemy lustrzana, gdy dim(FEy) = dim(F) — 1, osiowa, gdy dim(Fy) = 1, zas
srodkowa, gdy Ey = {0}. Gdy Ey = E, symetria jest identycznoscia.

Zadanie 1. a) Gdy |lu|| = 1, to symetria lustrzana wzgledem u jest zadana wzorem
v—v—2v,uyudlaveF.
b) Jedli ||u|| = ||w]|, to symetria ortogonalna wzgledem (w — u)* zamienia u z w.

Symetria ta jest lustrzana gdy u # w, za$ jest identycznoscig gdy u = w.
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Twierdzenie 1. [zometria lintowa k—wymiarowej przestrzeni euklidesowej jest ztoze-
niem pewnej liczby j < k liniowych symetrii lustrzanych. (Identycznosé traktujemy
jako ztozenie 0 symetrii.)

Dowod. Przez ,wsteczng’ indukcje wzgledem liczby n udowodnimy wiecej: jesli dla
izometrii L € L(F) zachodzi dim(Ey) = n, gdzie By = {x € F : L(x) = x}, to L
jest ztozeniem nie wiecej, niz k — n liniowych symetrii lustrzanych. Gdy n = k, to nie
ma czego dowodzi¢; niech wiec 0 < n < k i teza bedzie stuszna przy n zastapionym

przez n + 1. Obierzmy wektor v € Ej \ {0}. Poniewaz L zachowuje ortogonalnosé
i L(x) = x dlax € Ey, to L(v)LFEy. Stad L(v) — v € Ej i symetria ortogonalna
S wzgledem (L(v) — v)* spehia warunki S(x) = x dla x € Ej oraz S(L(v)) = v
(korzystamy z zadania). Dla Ej) := {y € E : SL(y) = y} jest wiec dim(Ej) > n
(bo E} D EyU{v}, gdzie v € Ej), wobec czego SL jest ztozeniem j < k —n — 1
symetrii lustrzanych na podstawie zatozenia indukcyjnego. A ze L = S(SL), to L
jest ztozeniem j + 1 takich symetrii: jedng z nich jest S, a pozostalymi te, ktorych
ztozeniem jest SL. [

Uwaga 1. * Oprocz poznawczego, twierdzenie 1 ma tez istotne znaczenie praktyczne.
Gdy S jest symetrig ortogonalng przestrzeni R* wzgledem przestrzeni u*, gdzie u € R*
jest (kolumnowym) wektorem o dtugosci 1, to S = I — 2P, gdzie P jest rzutem
ortogonalnym na Ru. Stad [S] = I — 2uu’ na podstawie zadania uzupetniajacego 4 z
§1.4. Ta ortogonalna i symetryczna macierz nazywana bywa (rzeczywista) macierza
Householdera odpowiadajaca wektorowi u. 7 twierdzenia wynika, ze kazda macierz
ortogonalna rozmiaru k£ x k jest iloczynem nie wiecej niz k macierzy Householdera.
Wiasno$é ta jest wykorzystywana w algorytmach numerycznych.

Zajmiemy sie teraz pytaniem, kiedy zanurzenie izometryczne podzbioru przestrzeni
euklidesowej przedtuza sie do liniowego zanurzenia izometrycznego calej przestrzeni.

Twierdzenie 2 (o silnej jednorodnosci przestrzeni euklidesowych). Niech E i E' bedq
przestrzeniami euklidesowymi, niech A C E i niech Ly : A — E' bedzie zanurzeniem
izometrycznym (tzn. ||Lo(vi) — Lo(vo)||gr = [|[v1 — vol|g dla vi,ve € A). Niech dalej
0p € A i Ly(0Og) = 0p. Wowczas Ly mozna przedtuzyé do liniowego zanurzenia
izometrycznego lin(A) — E'; a gdy dim(F) < dim(E’), to Ly mozna przedtuzyc i do
liniowego zanurzenia izometrycznego £ — E'.

Dowod. Dla v € A oznaczajmy dla krotkosci Lg(v) przez v/. Dowdd podzielimy tak:
a) Dla u,v € A jest (u,v) = 3(|[ul® + ||v]? = [lu — v|]*) i tak samo przy u
zastapionym przez ', a v przez v.. A ze 0p = 0p 1 |x—y| =[x —¥/| dla
x,y € {0g,u, v}, to (u,v) = (u,v').
b) Obierzmy v, ..., vj, € A dowolnie. Z a) wynika, ze uklady (v;)¥_; i (v))E | maja
te samg macierz Grama. Jesli wiec jeden z nich jest liniowo niezalezny, to drugi tez.
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(Patrz wniosek 1 w §1.5.)

¢) Niech teraz (v, ..., vi) bedzie najliczniejszym liniowo niezaleznym uktadem w A;
Z pOWyzZszego whosimy, ze (v, ..., V) jest najliczniejszym liniowo niezaleznym uktadem
w Lo(A). Uklady te sa wigc bazami przestrzeni lin(A) i lin(Ly(A)), odpowiednio, a
dla v € A zachodzi v/ € Ly(A) C lin(v], ..., v}).

d) Okreslmy L : lin(A) — E' jako (jedyne) liniowe przeksztatcenie takie, ze L(v;) =
vidlai=1,.., k Gdy wektor v € lin(A) zapisa¢ w bazie (v;)¥_; jako v = > i AV
to uzyskamy L(v) = >3, Av; 1 [[V[* = 35, MA(vi, vy) = 30, Ad(vi, vy) =
|L(v)||?. Zatem L :lin(A) — E’ jest liniowym zanurzeniem izometrycznym.

e) Niech v € A. 7 d) wynikaja rownosci (v,v;) = (L(v),v}) Vi (korzystamy z
tego, ze L(v;) = v}). Jest tak i gdy zamieni¢ w nich L(v) na v'; patrz a). Stad
(L(v) =V, vi) =0Vi;aze L(v),v' € lin(v],...,v}), to L(v) = v/ = 0.

f) L :lin(A) — E’ jest wiec szukanym przedtuzeniem. Gdy dim(F) < dim(E'), to
mozna dalej L przedtuzy¢ na E, patrz zadanie 4c) w §3.1. [J

Whniosek 1. Gdy L : E — E' jest zanurzeniem izometrycznym, to przeksztatcenie
L — L(0g) jest liniowe.

dow Przeksztatcenie to, oznaczmy je Ly, spelnia warunek Lo(0g) = Opg/, a jego
przedtuzenie, dane twierdzeniem 2, jest mu rowne (bo Lg jest okreslone wszedzie).
Zadanie 2. | Zespolone” wersje twierdzenia 2 i wniosku 1 zawodzg juzdla B = E' = C.

Zadanie 3. Niech wektory u,v,u’, v’ przestrzeni eukldesowej E bedg jednostkowe.
Dowiesé, ze jesli Z{u, v} = Z{u’, v’} to istnieje izometria L € L(FE) taka, ze L(u) =
u' i L(v) =V, ize odwrotna implikacja tez zachodzi.

Zadanie uzupelniajace 1. Minimalna liczba symetrii lustrzanych, ktorych ztozenie jest
zadang izometrig liniowa L : E — FE, jest rowna wymiarowi obrazu operatora Ip — L.

2. Izometrie liniowe plaszczyzny euklidesowej.

Do izometrii przestrzeni euklidesowych dowolnego wymiaru wrocimy w §3.4 i 3.5 roz-
dziatu VI. W dalszej czesci tego rozdziatu ograniczymy sie do wymiarow 2 i 3.

Korzystaé¢ bedziemy z tego, ze funkcje cos i sin sg okresowe i ciagtle, i dla kazdych
z,y € R spetniajacych réwnoéé a? + y?> = 1 istnieje doktadnie jedna liczba o €
0,27) taka, ze cos(a) = z, sin(a) = y. Wynika stad, ze gdy w € R?\ {0}, to
w = ||w]|(cos(a),sin(a)) dla doktadnie jednej liczby « € [0,27), ktora oznaczymy
Argpom(W). Jesli 8 = 2km + Arg o (W) dla pewnego k € Z, to méwimy, ze (3
jest argumentem dla w i piszemy [ = arg(w).Wykorzystywac¢ tez bedziemy znane
tozsamosci trygonometryczne. (Patrz zadanie 1b) w §11.1.3.)
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W tym punkcie, przez E? oznaczamy plaszczyzne euklidesows, tzn. przestrzen
euklidesowa wymiaru 2. (Dwojka w E? oznacza wiec wymiar, nie potegowanie. )

Stwierdzenie 1. Gdy mcierz A € My(R) jest ortogonalna, to dla pewnego a € R
jest A =K, lub A =S,, gdzie

cosa —Ssina cosa  Sin«
K, = ( > oraz S, := ( )

sinx COS«Q sSinx — COS

Dowod. Oznaczmy przez v = (¢,s) i w = (x,y) kolumny macierz A. Z réwnosci
cx+ sy = 0 wynika, ze (x,y) = t(—c, s) dla pewnego t € R; zas skoro ||w|| = ||v| = 1,
tot==+11v = (cosa,sina) dla pewnego a. To koriczy dowod. O

Uwaga 1. Przy A = K, operator La: R? — R? (czyli zadany wzorem w — K,w
dla w € R?) jest jednoznacznie wyznaczony nastepujacymi swymi wlasnogciami:

arg(K,w) = a + arg(w) oraz ||[K,w| = |w| dla kazdego w € R?. (19)

(By dowies¢ (19) wystarcza napisa¢ w = ||w||(cos(p), sin(y)), gdzie ¢ € R; wowczas
K.,w = [[w]|(cos(ar + ¢), sin(ar + ¢)) na mocy znanych tozsamosci trygonometrycz-
nych.) Ze wzgledu na to, K, nazywamy macierza obrotu o « radiandéw.

Uwaga 2. Natomiast przy A = S,, operator L4 jest symetria osiows plaszczyzny R?
wzgledem prostej Ru, gdzie u := (cos(a/2),sin(a/2)). (Wynika to stad, ze S,u = u
oraz Sov = —v dla v € ul; sprawdzenie jest sprawa rachunku.) Ze wzgledu na to,
S, nazywamy macierzg symetrii osiowej.

Zadanie 1. det(K,) =1, detS, = —1idla «, 8 € R maja miejsce rownosci

KaKﬂ - KO‘JFB’ Sa85 - Ka*ﬁ 1 (Stadd) Kasﬂ - Sa+ﬂ7 SaKﬂ = Safﬂ

Definicja. a) Dla przeksztalcenia L : X — X (nizej bedzie X = E?) przyjmujemy
Fiz(L) ={r € X : L(x) = x}. (20)

b) Izometrie liniowy L : E? — E? nazywamy obrotem woko6t 0 lub obrotem
liniowym, gdy det(L) > 0 (tzn. gdy L zachowuje orientacje, patrz zadanie 2 w §4.3).
Zadanie 2. Gdy L # Ip» jest obrotem plaszczyzny E? wokoél 0, to Fix(L) = {0}.
(Wskazowka: przyjac¢ wpierw E* = R?* i L = Ly, gdzie o & 277Z.)

Stwierdzenie 2. [zometria L € L(E?) jest obrotem wokét 0 lub symetrig osiowq, w
zaleznosci od tego, czy podprzestrzen Fix(L) jest wymiaru parzystego, czy nie.
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Dowdd. Jak wiemy, L jest zlozeniem n symetrii osiowych, dla pewnego n € {0, 1, 2}.
Jeslin = 1, to L jest symetrig osiowa i Fliz(L) jest prosta. W pozostatych przypadkach
L zachowuje orientacje (bo n € 2Z), wiec L jest obrotem i teza wynika z zadania 2.

Uwaga 3. Dla wektoréw jednostkowych v, w € E? istnieje jedyny obrot L € L(E?)
taki, ze L(v) = w. Istotnie, gdy rozszerzy¢ {v} do bazy ortonormalnej B = (v, V')
plaszczyzny E? i przedstawi¢ w w tej bazie, jako w = cv + sv/, to uzyskamy ¢ +
s> = ||w||> = 1. Istnieje wiec jedyna macierz obrotu K, ktorej (c, s) jest pierwsza
kolumna. (Druga kolumnag jest (—s,c).) Na podstawie stwierdzenia 1, zadany obrot
jest jednoznacznie wyznaczony tym, by [L]z = K. [J

Stwierdzenie 3. Niech L bedzie obrotem liniowym plaszczyzny E?. Wowczas dla
kazdych dwdch zgodnie zorientowanych i ortonormalnych baz B i B w E?, macierze
[L]g i [L]p sq rowne; sq one zarazem macierzq obrotu.

Dowdd. Jak zauwazono, [L]g = K, dla pewnego a € R. Macierz [I]§ zmiany baz tez

jest postaci K, dla pewnego 3 € R. (Jej wyznacznik jest dodatni, bo bazy B i B’ sa
zgodnie zorientowane; jest tez ona ortogonalna, patrz wniosek 3 w §3.1.) Wobec tego
[L)s = 11515 = (Kz)'K.Ksz = K,, na podstawie zadania 1. [

Uwaga 4. a) Odnotujmy, ze jesli bazy ortonormalne B i B’ bylyby zorientowane
przeciwnie, to dla pewnej liczby a mielibysmy [Llg = K, i [L|p = K_,. Wynika
to z powyzszego dowodu, bo macierz [/ ]gl, majac wyznacznik ujemny, bytaby wtedy
postaci Sz dla pewnego 8 —skad [L]p = (Sp) 'KaSp = K_,.

b) Uzyskana liczba cos a nie zalezy jednak od orientacji bazy B, co widaé stad, ze
cos(a) = cos(—a) —ale i stad, ze jest ona rowna str([L]g). (Patrz ....) O

Ponizej zaktadamy, ze plaszczyzna euklidesowa E? jest zorientowana. Orientacja

umozliwi wprowadzenie miary katow zorientowanych i obrotow.

Definicja. Niech L bedzie obrotem liniowym zorientowanej ptaszczyzny euklidesowe]
E?. Gdy liczba o € R jest taka, ze [L]g = K, dla pewnej dodatnio zorientowanej
bazy ortonormalnej B tej ptaszczyzny, to méwimy, ze L jest obrotem o o radianéw,
za$ « jest miara obrotu L (w radianach).

Uwaga 5. a) Ze stwierdzenia 2 wynika, ze wyzej wybor bazy B nieistotny: gdy « jest
miarg obrotu L przy pewnym takim wyborze, to jest nig i przy kazdym innym.
b) Gdy « jest miarg danego obrotu, to s nig i liczby a+27wn, dla n € Z (i tylko te).

Definicja. Mowimy, ze « jest miarg zorientowanego kata miedzy niezerowymi
wektorami v, w € E?, jesli jest miara jedynego obrotu liniowego, przeprowadzajacego
v/||v|| na w/||w]|. (Kolejnosé jest istotna, a na E? wybrana ma by¢ orentacjal!) Znow,
miar tych jest nieskoniczenie wiele; dla kazdej z nich piszemy a = Z(v, w).
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Stwierdzenie 4. a) Jesli Ly i Ly sq obrotami o oy i ag radiandw, odpowiednio, to
Lo o Ly jest obrotem o a1 + ag radiandw. (W szczegdlnosci, Ly o Ly = Ly o Ly.)

b) Gdy vi,va,vz € E*\ {0} i oy = Z(v1,va), ag = Z(va,V3), to a1 + ay =
Z(vy,v3) (co zapisujemy: Z(vi, Vo) + £(va,v3) = £(v1,V3)).

c) Z(vi,ve) = L(L(vy), L(v2)) dla vi,vy € E*\ {0} i obrotu L € L(E?).

Dowdd. Ad a). Obierzmy dodatnio zorientowana baze ortonormalna B. Dla i = 1,2
ma miejsce rownosé [L|p = K., skad [LoL1]p = Ko, Ko, = Ko, 1a,; Datrz zadanie 1.
Zatem oy + aw jest miara obrotu Loy (jedna z wielu).

Ad b), ¢). Dowody sa pozostawione jako ¢wiczenie. H

Uwaga 6. Powyzej i w §2.1 wprowadzono miare katow, zorientowanych lub nie, lecz
nie same katy. Mozna te luke tatwo uzupetnié, lecz nie jest to tu potrzebne.

Zadania uzupetniajace.

o . . . . —eb
1. Dowies¢, ze kazda 2 x 2 zespolona macierz unitarna jest postaci A = ( CbL 52 )
dla pewnych a,b, e € C takich, ze |a|> + |b|? = 1 oraz |¢| = 1. Ponadto, ¢ = det(A).
2. Przy utozsamieniu R? z C, jak w §1.1, obrét o macierzy K, jest zadany wzorem
Z +— za, a symetria o macierzy S, ~wzorem z — Zza?, gdzie a = cos a + i sin a.

3. Udowodni¢, ze sin(Z(u,v)) = det(u,v) dla jednostkowych wektorow u,v € RZ
(Orientacja i iloczyn skalarny w R? sg standardowe.)

4. Dla wektorow v, w zorientowanej plaszczyzny E? przyjmijmy € = —1 gdy (v, w)
jest ujemnie zorientowana baza w E? i & = 1 w przeciwnym razie. (Kolejno$¢ wek-
torow jest istotna!) Udowodnié, ze Z(v,w) = € - Z{v, w}; patrz §2.1.

5. Niech u, v,u’, v € E?\ {0} i przyjmijmy R,w := {tw : t > 0} dla w € EZ.

a) Warunek Z(v,w) = Z(v',w’) jest rownowazny istnieniu obrotu liniowego, prze-

prowadzajacego R, u na Ryu’, zas R, v na R v’

b) Warunek Z{v,w} = Z{v/,w'} jest réwnowazny istnieniu izometrii L € L(E?),

przeprowadzajacej Ryu UR,v na R, u' UR, V.

6. Operator nieosobliwy L € L(E?, E?), dla ktérego liczba Z{L(v), v} nie zalezy od
wektora v € E?\ {0}, jest proporcjonalny do obrotu.

3. Obroty przestrzeni F3.

Definicja. Izometrie liniows L : E?® — E3 nazywamy obrotem, jesli L = Igs lub
pdoprzestrzen Fiz(L) := {v € E* : L(v) = v} jest wymiaru 1. Podprzestrzen te
nazywamy osig obrotu L # Igs.
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Uwaga 1. Niech obrét L bedzie rozny od identycznosei i niech w € Fiz(L) \ {0}.

a) Poniewaz L zachowuje ortogonalnosé, wiec dla Ey := w zachodzi L(Ey) C Ej.
Przeksztalcenie Lip, : Ey — Ep jest (liniowym) obrotem plaszczyzny Ej, bo 0 jest
jego jedynym punktem stalym.

b) Jesli w Ey wybierzemy orientacje, to dla kazdej dodatnio zorientowanej bazy
ortonormalnej (u, us) tej plaszezyzny, B := (uy, uz, w) jest baza przestrzeni E?, dla
ktorej [L]g ma ostatnia kolumne i ostatni wiersz rowne (0,0, 1), a dopelniajaca klatka
jest macierz K, obrotu ptaszczyzny. Liczby a o tej wlasnosci sa wyznaczone jedno-
znacznie mod(27); kazda z nich nazywamy miarg obrotu L (w radianach), wzgledem
ustalonej orientacji ptaszczyzny Ej.

c¢) Ostatnia definicja jest uzasadniona tym, ze zbior M tych miar jest niezalezny od
wyboru bazy (uy, us), spelniajacej opisane warunki, a takze nie zmieni sie po zastapie-
niu w przez tw, dla t # 0; zmiana za$ orientacji ptaszczyzny powoduje zastapienie M
przez —M = {—a : a € M}. (Patrz w p.3 stwierdzenie 3 i uwaga 3.) Warto jednak
zaznaczy¢, ze zmiana orientacji nie wptywa na liczbe cos v, i ze tr(L) = 1 + 2 cos a.

d) Gdy przestrzen E? jest zorientowana, to mozemy zdefiniowaé¢ obrét o « ra-
dianéw wokol wektora v € E3\ 0, zadajac, by jego osig byla prosta Rv, za$
miara byla wyznaczona wzgledem orientacji zadanej taka baza (u;,us) plaszczyzny
Ey = Fiz(L)*, dla ktorej baza (uj,us,v) przestrzeni E® jest dodatnio zoriento-
wana. H

Od L. Eulera pochodza nastepujace wazne dwa twierdzenia, dotyczace obrotéw
3-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E3:

Twierdzenie 1. Izometria liniowa przestrzeni E> jest obrotem wtedy i tylko wtedy,
gdy ma dodatni wyznacznik.

Zadanie 1. Udowodnié¢ to twierdzenie w oparciu o twierdzenie 1 w p.1.

Lemat 1. Niech (u,v,w) i (0',v',w') bedg ortonormalnymi bazami przestrzeni E3.
Jesl bazy te sq zgodnie zorientowane, to istniejq obroty L1, Lwe wokot proste] Rw g
obrot Ly wokdt prostej Ru, takie, ze ztozenie LyoLyLwi przeprowadza u' nau, v' na
v iw naw.

Twierdzenie 2. Dla zadanych ortogonalnych wektorow u,w € E3\ {0}, kazdy ob-
6t liniowy przestrzeni E3 mozna przedstawié jako zozenie LyoLyLvwi obrotow wokdt
prostych Rw, Ru ¢« Rw, odpowiednio.

Dowdd lematu 1 i twierdzenia 2 relegujemy do zadan uzupelniajacych i problemu.

Zadania uzupekiajace. W zadaniach 11 2, przestrzen jest zorientowana.
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1. Niech L bedzie obrotem przestrzeni £ wokot wektora u o o radianéw, a S : E3 —
E? izometrig liniows. Dowiesé, ze SLS™! jest obrotem E® wokot S(u) — o a radianow,
gdy S zachowuje orientacje, zas o —a, gdy ja zmienia.

2. Dla wektora jednostkowego v € E? dowiesé, ze przeksztalcenie R? 3 x +— v x x €

E3 jest ztozeniem rzutowania ortogonalnego na v+ z obrotem wokél v, i wyznaczy¢
miare tego obrotu.

3. Wyprowadzi¢ twierdzenie 2 z lematu 1.

4. Dowies¢, ze kazda 3 X 3 macierz ortogonalng mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

cos(y) —sin(y) 0 1 0 0 cos(a) —sin(a) 0
+ | sin(y) cos(y) O 0 cos(8) —sin(p) sin(a)  cos(a) 0 |,
0 0 1 0 sin(8) cos(f) 0 0 1

dla pewnych o, 3,7 € R.

5. Kazda zmieniajaca orientacje liniowa izometria przestrzeni E? jest ztozeniem obrotu
wokol pewnej prostej Ru z odbiciem wzgledem plaszczyzny ut. (Wskazowka: gdy
L : B3 — E3 zmienia orientacje, to —L ja zachowuje.)

6. Niech E bedzie przestrzenia euklidesowg wymiaru > 2 i niech wektory u,v € F
beda rownej dtugosci. Dowiedé istnienia izometrii L € L(F) takiej, ze L(u) = v i
det(L) = 1.

7. Obrotem o 7 przestrzeni euklidesowej E nazwiemy kanoniczne przedtuzenie

obrotu — Iy dowolnej dwuwymiarowej podprzestrzeni U tej przestrzeni. Dowiesé, ze:

a) Gdy L jest symetria lustrzang i dim £ = 3, to —L jest obrotem o 7.

b) Gdy dim E > 3, to ztozenie dwoch symetrii lustrzanych jest tez ztozeniem dwoch
obrotow o 7.

¢) Gdy k := dim F > 3, to kazdy obrot przestrzeni E jest ztozeniem dwoch obrotow
o 7, a kazda zachowujaca orientacje izometria przestrzeni F jest zlozeniem k lub
mniejszej liczby obrotéow o .

Problem 5. Udowodnié lemat 1.

8. Zbada¢, czy lemat 1 i twierdzenie 2 pozostaja prawdziwe jesli zadac, by zamiast
prostej Rw, osig obrotu Ly byla: a) prosta Ru, b) prosta Rv.

Zadania ze zbioru Kostrykina: 11.4.4.12 (w ¢) zaltozy¢ zachowywanie orientacji).

4. * Obroty przestrzeni R® a kwaterniony.

Najlatwiej jest izometrie przestrzeni R? opisa¢ wykorzystujac kwaterniony.

Przypomnijmy, ze kwaternionem nazywamy wyrazenie postaci u = ug+ w1t + usj +
usk, gdzie ug,uq,us,u3 € R, i ze w zbiorze H wszystkich kwaternionéw okreslone
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sa dziatania dodawania i mnozenia spetniajace wszystkie aksjomaty ciata, procz prze-
miennosci mnozenia. Dodajemy i mnozymy kwaterniony jak wyrazenia algebraiczne,
przyjmujac jednak

ij =k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ikorazi®*=j>=k*=—1.
Mamy wu* = |ul?, gdzie |u| = Jud +ud +ud+u? i u* = uy — uyi — ugj — uzk
oznaczaja modul i sprzezenie kwaternionu u, odpowiednio. (Ze wzgledu na zwiazek

miedzy nimi, sprzezenie kwaternionu i sprzezenie hermitowskie macierzy oznaczamy w
punktach 5 i 6 gwiazdeczka.) Mnozenie w H jest taczne i ma miejsce tozsamosé (uv)* =

v'u* dla u,v € H, co najtatwiej uzasadni¢ korzystajac z macierzowej interpretacji
kwaternionow, podanej w §11.3.4. Z wlasnosci tych wynika, ze |uv| = |ul|v|, oraz ze
u*/|ul? jest odwrotnoscia (wzgledem mnozenia) kwaternionu u # 0. W szczegélnosei,
gdy kwaternion u jest jednostkowy, tzn. gdy |u| = 1, to u™! = u*.

Liczbe uy nazywamy czesScia rzeczywistg kwaternionu u = ug+uii+uqj+usk, zas
w1t + uzj + usk nazywamy jego czescig kwaternionowsg i oznaczamy przez u,. Jesli
up = 0 (tzn. u = —u*), to kwaternion u nazywamy czystym i utozsamiamy z wek-
torem (uy,us, uz) przestrzeni R3. Z tego wzgledu, czesé kwaternionowa nazywana tez
bywa przestrzenng lub wektorowa. Zbior kwaternionéw czystych oznaczmy przez F.

H traktujemy jako rzeczywista przestrzen wektorowa, a E jako jej zorientowana
podprzestrzen —jako dodatnio zorientowang przyjmujemy baze (i, 7, k). W H wprowa-
dzamy iloczyn skalarny wzorem

(ug + w1 + uoj + usk, vy + vii + voj + vsk) = Z Up U,
Wowezas 1+ = F i (u,u) = |ul* dla u € H.

Twierdzenie 1. Dla kazdego kwaternionu u # 0, wzdr F,(z) := uau™' (v € E)
poprawnie okresla izometrie liniowg E na E. Ponadto, Fy = Ig i dla u,v € H \ {0}
zachodzi:

F,oF,=F,, oraz (Fv)_1 = F, (21)

F,=F, < veRu. (22)

Dowodd. Ustalmy w i zdefiniujmy przeksztalcenie j*:u : H — H wzorem = — uxu .

Jest ono izometria, bo Juzu™!| = |u||z||u"t| = |z|. (Liniowo$¢ wynika z rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania). Ponadto, Fy(1) = ulu~! = 1, wobec czego F,(11) =
1+ aze 1+ = E, wiec E(E) =Fi E zaweza sie do izometrii liniowej £, : £ — FE.
Pierwsza rownosé w (20) wynika z definicji, a druga stad, ze F,0F,-1 = F} = F,-10 F,.
Za$ (21) wynika stad, ze gdy F,, = F),, to przy w := uwv ™! zachodzi F,, = I — co daje

w € R na podstawie nastepujacego zadania, zastosowanego przy w; = w = w2_1:

Zadanie 1. Jesli wi,wo € H i wizwy = zx dla kazdego kwaternionu czystego x, to
wy, wy € R.
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Oczywiscie, —F,, réwniez jest izometrig przestrzeni F. Zbadajmy wtasnosci izome-
trii +F,. Potrzebny bedzie lemat i zadanie.

Lemat 1. a) Dla u,v € H zachodzi uwv* + vu* = 2(u, v).
b) Gdy kwaterniony u,v sq czyste, to uv +vu = —2{u,v), sked u* = —|ul* i ulv &
uv = —ou.

Dowod. Jak w kazdej przestrzeni euklidesowej, |u + v|* — |ul? — |v]? = 2(u,v). Z
tozsamosci |w|? = ww* otrzymujemy jednak |u + v]* — |ul? — [v]* = wv* + vu*, co
dowodzi tezy a). Natomiast b) wynika z a), bo v* = —u i v* = —v dla u,v € E. [0

Zadanie 2. Gdy u = cosa+ ksina, to F,, jest obrotem przestrzeni £ wokot wektora
k o 2« radianow. (Wskazowka: wyznaczy¢ Fy (i), Fy(j) oraz F(k).)

Twierdzenie 2. a) Gdy kwaternion u # 0 jest czysty, to —F, jest symetrig ortogo-
nalng przestrzeni E wzgledem podprzestrzeni ut. (Dopetnienie u™ brane jest w E.)
b) Kazdy obrot przestrzeni E jest postaci F,, dla pewnego kwaternionu u, |u| = 1.
¢) Odwrotnie, kazda izometria F,, (u # 0) jest obrotem przestrzeni euklidesowej E.
Scislej, jesli u = uy + ug ©ug # 0, to Fy, jest obrotem wokdt u, o 2a radiandw, gdzie
o = cos H(ug/|ul) € [0,7]. (Jesliu, =0, to oczywiscie F,, = 1.)

Dowod. Ad a). Gdy w,v € F iulv, to uv = —vu (patrz lemat), skad dla ¢ € R jest
—Fy(cu+v) = —u(cu+v)ut = —cuvu™ —uvu™t = —cu+v. To dowodzi tezy a).
Ad b). Zadany obrot F' przestrzeni E jest na podstawie zadania uzupekiajacego 1

w p.3 zlozeniem dwdch symetrii zwierciadlanych. Jak juz wiemy, sa one postaci —F,,
i —F,,, odpowiednio, gdzie uy,us € H\ {0}. Stad F = (=F,,) o (—F,,) = F,, gdzie
za u obra¢ mozna ujug lub kwaternion jednostkowy ujus/|ujusl; patrz (21) i (22).
Ad ¢). (Inny dowod, pomijajacy a), b) i zad. 2, da zad. uz. 2 w p.5.) Mozemy
zalozy¢, ze |u| = 1, patrz wyzej, i napisa¢ u = cos o + wsin o, gdzie a zdefiniowano
w ) iw:=u,/sina Wtedy |w|? sin? o + cos® a = 1, tzn. wektor w jest jednostkowy,
podobnie jak k. Pewien obrot F' przestrzeni E przeprowadza wiec k na w; przy tym
F = F, dla pewnego kwaternionu v # 0, na podstawie b). Stad w = vkv~! i przy
b = cos a+ k sin v otrzymujemy tatwo u = vbv ™!, wobec czego F, = F, o0 F,o(F,)™! =
FoFyoF71 por. (20),(21). A Ze obrét F zachowuje orientacje, a I} jest obrotem
wokol k o 2a radianow, to F,, jest takimze obrotem wokol wektora F'(k) = w. (Patrz
zad. uz. 1 w p.3.) To koriczy dowod, bo wektory w i u, sa dodatnio proporcjonalne. [J

Uwaga 1. Czytelnik, zaznajomiony z podstawowymi definicjami dotyczacymi grup,
moze tw.1 i czes¢ b) tw. 2 wypowiedzie¢ tak: sfera jednostkowa {u € H : |u| = 1}
jest grupa wzgledem mnozenia kwaternionowego (jako podgrupa grupy (H \ {0}, )),
a przeksztalcenie u +— F}, jest jej homomorfizmem na grupe obrotéw przestrzeni E, z
jadrem {1, —1}.
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Whniosek 1. ** Niech L bedzie zachowujgcq orientacje izometrig liniowq przestrzeni
(R || 1), reprezentowanej przez (H,| |). Wowezas istniejq kwaterniony jednostkowe
u, v takie, ze L(x) = uzv dla x € H. Taka para (u,v) jest jedyna, z doktadnoscig do
pomnozenia jej przez —1.

Dowd6d. Przeksztalcenie H > x +— L(x)(L(1))™! przeprowadza 1 € H na 1 i jest
izometrig zachowujacg orientacje. (Dlaczego?) Jego zawezenie do E = 1+ jest wiec

rowne F,, dla pewnego kwaternionu jednostkowego w. Stad przy v := u~! - L(1)
rownos¢ L(x) = uzv zachodzi dla x € H — bo zachodzi dla x € E U {1}, a jej
obie strony sg liniowe. Oczywiscie |v] = |u|™t - |L(1)] = 1. Jedynos¢ pary (u,v), z

doktadnoscia do czynnika —1, wynika tatwo z zadania 1. &H

Przyktad 1. Wyobraznia geometryczna niewiele pomaga opisa¢ ztozenie KL dwdoch
obrotow w E, np. obrotu K wokot i + 2j o m/3 radianéw i obrotu L wokot k o 7/2
radianéw. Mozemy to jednak osiggnaé¢ uzywajac kwaternionéw. Wystarcza w tym
celu wykorzysta¢ twierdzenie 2 by napisa¢ K = F, i L = F,, dla v = cos(n/6) +

i;%j sin(mw/6) oraz v = cos(mw/4) + ksin(m/4), a nastepnie w oparciu o zaleznosci (1)

uzyska¢ rownos¢ KL = F, dla w = (\/75 + %%)(@ + \/7576) = #ﬁ(\/ 15431+ 75+

V/15k). Ponownie korzystajac z twierdzenia wnosimy wiec, ze K L jest obrotem wokot
3i + 7+ V15k 0 2 cos™1(1/3/8) radianow. [

Zadania uzupeltniajace.

1. Kazdy kwaternion mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wvw, gdzie czedci kwa-
ternionowe kwaternionéw u, v i w sa proporcjonalne, odpowiednio, do #, j oraz i (lub
tez, gdy tak chcie¢: do i, j oraz k).

2. Utozsamijmy kazda liczbe z € C z kwaternionem Re(z)+iIm(z). Pozwala to trak-
towac¢ H jako zespolong przestrzeri wektorowa (mnozenie przez skalary jest wyznaczone
przez mnozenie w H, przy czym skalar stoi z lewej strony); za jej baze mozna obraé
np. B=(1,7). Dla u,v € H przyjmijmy (u,v) = p(uv*), gdzie ¢(21 + 294) := 2 dla
21, 29 € C. Udowodnié, ze

a) (-,-) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni zespolonej H i (u,u) = |ul?® dla
u € H, a przeksztalcenie H 3 u — [u]g € C? (lub, rownowaznie, jego odwrotnosé C* >
(21, 29) + 21 + 295 € H ) jest C-liniowg izometria, gdy w C? rozwaza¢ standardowy
iloczyn skalarny.

b) ®(u)v]g = [uv|p dla u,v € H. (Tu [v]p i [uv]p traktujemy jako kolumny.)

¢) Wywnioskowaé z b) i zadania uz. 1 w p.2, ze kazda C-liniowa izometria prze-
strzeni H, majaca wyznacznik 1, jest mnozeniem prawostronnym przez jednoznacznie
przez niag wyznaczony kwaternion jednostkowy.

d) Gdy dana izometrie przedstawi¢ w postaci takiego mnozenia, jak wyrazona bedzie
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izometria sprzezona wzgledem iloczynu skalarnego (-, -)?

5. * Mnozenie kwaternionéw a operacje na wektorach (zadania)

Ponizsze zadania uzupetniajace dotycza interesujacych zwigzkéw pomiedzy mnozeniem
w ciele kwaternionéw a operacjami iloczynu wektorowego i skalarnego w przestrzeni R?,
utozsamionej ze zbiorem kwaternionow czystych.

1. a) Dla kwaternionéw x = xo+ 2,1y = yo +y, zachodzi xy = 29+ 2,, gdzie zy =
Toyo — (Tq, Yq) Oraz 2, = ToYq + YoTg + Ty X Yy
b) Przy [x,y] := zy — yx dowiesé, ze [z, y] = 2z, X y,
2. Dla kwaternionéw czystych u, v, w dowies¢, ze:
a) (uxv)xw+ (vxw)Xu+ (wxu)xv=0. (Wskazowka: b) powyzej i §1.2.1.)
b) (uv)w = (u X v) X w — (u X v,w) — (u, v)w i podobnie u(vw) = u X (v X W) —
(u,v X w) — (v, w)u.
¢) (ux v,w) = (u,v X w) oraz. (uxv)x w— (u,V)w=1ux (vxXw)— (v,wu.

3. (M. Jonczyk i M. Pacholska.) Zapiszmy kwaternion jednostkowy u jako cosa +
w sin «, gdzie kwaternion w jest czysty. Dowiesé, ze F,(w) = w, a dla kazdego kwa-
ternionu czystego x, ortogonalnego do w, zachodzi F,(x) = x cos(2a) +w X x sin(2aq).
Uzyska¢ stad twierdzenie 2¢) w p.4. (Wskazowka: lemat 1 w p.4 i zadanie 1b) wyzej.)

d) (uxv) X w = (u,w)v — (v, w)u.
e) [ux v* + (u,v)* = |ul?[v]”.

6. * Reprezentacja obrotéw a macierzowe modele ciala kwaternionéw i przestrzeni R3.

Przypomnijmy, ze w §I1.3.4 przyjelismy

H’;:{(Z _ab>:a,b€(C}orazi::<é _OZ.>7j¢:(_01 (1)>’ k::(? 8)

Naturalna bijekcja ® : H — H', zadana przez p + qi +rj + sk — pl + ¢i + rj +
sk, zachowuje dzialania dodawania i mnozenia, a takze operacje sprzezenia (patrz
§I1.3.4). Obrazem zbioru E kwaternionéw czystych jest zbior E' macierzy postaci
ql T+ st
( —r4+s1 —q
dzie 0. (Zespolona macierz nazywa sic antyhermitowska, gdy A* = —A, a hermi-
towska, gdy A* = A.) Stad wynika, ze E’ jest zbiorem antysamosprzezonych elemen-
tow zbioru H', tak jak F jest zbiorem takich elementow ciata H (w obu przypadkach
tych elementow, ktore sa przeciwne swemu sprzezeniu). H' i ' sa ,macierzowymi mo-
delami”, odpowiednio, ciata H kwaternionéw i przestrzeni E kwaternionoéw czystych.

), czyli doktadnie zbior 2 x 2 macierzy antyhermitowskich o $sla-
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Sa one podzbiorami M (C) zamknietymi ze wzgledu na sprzezenie macierzy, a takze sg
rzeczywistymi podprzestrzeniami w My (C) (tzn. sa podprzestrzeniami, gdy Ms(C)

traktowaé jako przestrzen nad R). Ani E’, ani H' nie sa jednak zamkniete wzgledem
mnozenia przez skalary zespolone.

Ponadto, zbior H' jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie w My (C) (patrz §11.2.3).
Stad i z definicji H' wynika, ze dla A, B € H' mamy AB* € H' i wobec tego tr(AB*) €
R. Tloczyn skalarny (A,B) — itr(AB*) (por. zadanie uzupelniajace 1 w §3.3)
przyjmuje wiec na H' wartosci rzeczywiste i czyni H' 1 B’ przestrzeniami euklidesowymi
wymiarow 4 i 3, odpowiednio. Z przyjetych definicji,

|A||* = det(A) dla A € H' oraz [|[®(u)|| = |u| dla v € H (23)

Stad rozwazana bijekcja @ : H — H’ jest izometria liniowa, a ponadto ®(F) = E’ i
®(u*) = &(u)* dlau € H. Poniewaz obroty przestrzeni E sa postaci E 3 z — F,(x) =
uzru®, gdzie u € H spetnia warunek |u| = 1, wiec podobnie obroty przestrzeni E’ sa
postaci £' 3 X — F{;(X) := UXU*, gdzie U € H' jest macierza o wyznaczniku 1.
Oznaczmy przez SUsy zbiér wszystkich 2 x 2 zespolonych macierzy unitarnych o
wyznaczniku 1. StwierdziliSmy wiec, por. zad. uz. 1 w p.2, ze w macierzowym modelu
E' przestrzeni R?, kazdy obrot jest wznaczony wzorem Fi;(A) = UAU* (A € E'), dla
pewnej macierzy U € SUy. Odpowiedniki rownosei (20) i (21) pozostaja oczywiscie
prawdziwe: F] =1, za§ dla U,V € SUg jest F/,o F,, = F[, i F|, = F, < U=4V.
Rozwazany model E' przestrzeni R?, w ktorym wektorami sg bezsladowe (tzn. o
sladzie 0) macierze antyhermitowskie, mozna przez pomnozenie kazdej macierzy przez
ei, gdzie € € R\ {0}, zamieni¢ w model, w ktérym wektorami sa bezsladowe macierze
hermitowskie. Przy zmiennych przebiegajacych teraz zbioér tych macierzy, wzory na

iloczyn skalarny i postaé¢ izometrii FY, pozostana niezmienione, lecz tozsamosé || ||* =

det zmieni sie na || ||> = —det. (Jest to niezalezne od &; odnotujmy jednak, ze przy
¢ = —1 macierzom 1, j, k odpowiadaja tzw. macierze Pauliego: o3 := —ii, 09 :=
—ij, 01 := —ik, a przyjmuje sie tez og := Io.)

Zadania uzupelniajace. Dowies¢, ze:

1. Zbiér E' nie jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie macierzy, lecz jest zamkniety
ze wzgledu na operacje komutowania (A, B) — AB — BA.

2. 2Itr(AB*) = AB*+ BA*=A*B+ B*A dla A,B e H'

3. a) Dla dowolnej ortonormalnej bazy (a, b, ¢) przestrzeni E kwaternionéw czystych
istnieje kwaternion jednostkowy wu taki, ze u*au = i, u*bu = j oraz u*cu € {k, —k}.

b) Gdy A,B,C € My(C) sa antyhermitowskimi macierzami o §ladzie 0, takimi,
7e A2=B?>=C?=-1i AB = —BA,AC = —CA oraz BC = —CB, to istnieje
macierz U € SU, taka, ze U*AU =i, U*BU = j oraz U*CU € {k, —k}.
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§6. Wybrane mozliwe tematy kolokwialne. (Skopiowane z wywieszki dla potoku
ogblnego z ubieglych lat.)

Nie staram sie da¢ petnej listy tematow, zwlaszcza ,teoretycznych” — zaktadam,
ze kazdy stara sie opanowac¢ catos¢ materiatu tak, by moc sie tym wykazaé¢ w takich
zadaniach. Wymienie tylko tematy szczegdlnie nadajace sie na zadania ,praktyczne”,
sprawdzajace umiejetno$é wykorzystania procedur znanych z éwiczen czy wyktadu:

e Ortogonalizacja Grama—Schmidta, w tym wykorzystanie do badania dodatniej
okreslonosci.

e Wyznaczanie rzutu ortogonalnego na podprzestrzen U: poprzez wykorzystanie
bazy ortogonalnej (ew. stworzenie takiej), poprzez wykorzystanie uktadu réwnan,
ktorego macierz jest macierza Grama, poprzez wykorzystanie (w przypadku R" i C")
uktadu rownan opisujacego podprzestrzent U i wyznaczenie UL (patrz §1.5).

e Miara kata, odlegtosé, odlegtosé miedzy warstwami (w tym wektora od warstwy).

e Wyznaczanie 1 wlasnosci hermitowskiego sprzezenia przeksztalcenia.

e Sprawdzenie, czy dane przeksztalcenie jest zanurzeniem izometrycznym /rzutem
ortogonalnymsymetrig ortogonalngobrotem ptaszczyzny lub przestrzeni 3-wymiarowe;.

e Wilasnosci i zastosowania wyznacznika Grama. Miara réwnolegloscianéw, ,zwy-
kta” i zorientowana.

e lloczyn wektorowy (wyznaczanie, sprawdzanie tozsamosci wyrazonych przy po-
mocy iloczynéw wektorowych i skalarnych).

e Opis obrotow 2- i 3-wymiarowej przestrzeni euklidesowe;j.



