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Poj¦cia, terminologia i notacja:

Poset to para X = 〈X,�〉, gdzie X jest dowolnym zbiorem, a � ⊆ X ×X to relacja cz¦±ciowego
porz¡dku na X (tj. � jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna). Monotoniczny mor�zm f : X→
X′, gdzie X = 〈X,�〉 i X′ = 〈X ′,�′〉 s¡ posetami, to taka funkcja f : X → X ′, »e dla x, y ∈ X, je±li
x � y to f(x) �′ f(y).

Zbiór skierowany w posecie X = 〈X,�〉 to taki zbiór D ⊆ X, »e dla ka»dych x, y ∈ D mamy x � z
i y � z dla pewnego z ∈ D. Dodatkowo, zbiór skierowany D ⊆ X jest idealny, gdy dla ka»dego x ∈ D
i y ∈ X, je±li y � x to y ∈ D. Oczywi±cie, zbiór pusty ∅ ⊆ X jest idealnym zbiorem skierowanym.

Sªaby cepeot to taki poset X = 〈X,�〉, w którym ka»dy idealny zbiór skierowany D ⊆ X ma
kres górny

⊔
X D ∈ X; kres górny zbioru pustego, czyli element najmniejszy w 〈X,�〉, oznaczamy

⊥X=
⊔

X ∅. Cepeot to taki poset X = 〈X,�〉, w którym ka»dy zbiór skierowany D ⊆ X ma kres
górny

⊔
X D ∈ X.

Dla sªabych cepeotów X = 〈X,�〉 i X′ = 〈X ′,�′〉, sªabo ci¡gªy mor�zm f : X → X′ to taka
funkcja f : X → X ′, która zachowuje kresy górne niepustych idealnych zbiorów skierowanych, tzn.
dla ka»dego niepustego idealnego zbioru skierowanego D ⊆ X w X, f(

⊔
X D) =

⊔
X′ f(D). Sªabo

ci¡gªy mor�zm f : X→ X′ jest rzetelny, gdy zachowuje te» kres zbioru pustego, tzn. f(⊥X) =⊥X′ .
Dla cepeotów X = 〈X,�〉 i X′ = 〈X ′,�′〉, ci¡gªy mor�zm f : X→ X′ to taka funkcja f : X → X ′,

która zachowuje kresy górne niepustych zbiorów skierowanych, tzn. dla ka»dego niepustego zbioru
skierowanego D ⊆ X w X, f(

⊔
XD) =

⊔
X′ f(D). Ci¡gªy mor�zm f : X → X′ jest rzetelny, gdy

zachowuje te» kres zbioru pustego, tzn. f(⊥X) =⊥X′ .
Powy»sze de�niuje nast¦puj¡ce kategorie (z naturalnym zªo»eniem mor�zmów jako funkcji):

� PO: kategoria posetów z monotonicznymi mor�zmami mi¦dzy nimi.

� ICPO: kategoria sªabych cepeotów ze sªabo ci¡gªymi mor�zmami mi¦dzy nimi.

� SICPO: kategoria sªabych cepeotów z rzetelnymi sªabo ci¡gªymi mor�zmami mi¦dzy nimi.

� CPO: kategoria cepeotów z ci¡gªymi mor�zmami mi¦dzy nimi.

� SCPO: kategoria cepeotów z rzetelnymi ci¡gªymi mor�zmami mi¦dzy nimi.

Mamy te» oczywiste funktory, które zapominaj¡ o relacji porz¡dku (jak zwykle, Set to kategoria
zbiorów z funkcjami mi¦dzy nimi):

� SPO : PO → Set � tu SPO(〈X,�〉) = X, SPO(f : X → X′) = f , podobnie dla kolejnych
funktorów

� SICPO : ICPO→ Set

� SSICPO : SICPO→ Set

� SCPO : CPO→ Set

� SSCPO : SCPO→ Set

W ko«cu, mamy te» funktory inkluzji:

� JICPO : ICPO→ PO � tu JICPO(X) = X, JICPO(f : X→ X′) = f , podobnie dla kolejnych
funktorów

� JSICPO : SICPO→ PO

� JCPO : CPO→ PO

� JSCPO : SCPO→ PO
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Zadanie:

1. Która z poni»szych kategorii

(a) PO
(b) ICPO
(c) SICPO
(d) CPO
(e) SCPO

jest

SZ. sko«czenie zupeªna

Z. zupeªna

SKZ. sko«czenie kozupeªna

KZ. kozupeªna

Dla ka»dego przypadku udowodnij lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡.

2. Które z poni»szych funktorów

(a) SPO : PO→ Set

(b) SICPO : ICPO→ Set

(c) SSICPO : SICPO→ Set

(d) SCPO : CPO→ Set

(e) SSCPO : SCPO→ Set

(f) JICPO : ICPO→ PO

(g) JSICPO : SICPO→ PO

(h) JCPO : CPO→ PO

(i) JSCPO : SCPO→ PO

maj¡ lewy sprz¦»ony? Dla ka»dego przypadku udowodnij lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡.

Uwagi:

� Mo»na korzysta¢ z konstrukcji i twierdze« z wykªadu bez powtarzania ich dowodów.

� Odpowiedzi na powy»sze pytania nie s¡ niezale»ne. Na przykªad, w oczywisty sposób zadania
1.a.SZ i 1.a.Z sa powi¡zane: dowód zupeªno±ci kategorii PO pokazywaªby te» jej sko«czon¡
zupeªno±¢, a kontrprzykªad na sko«czon¡ zupeªno±¢ kategorii PO byªby te» kontrprzykªadem
na jej zupeªno±¢. S¡ te» inne, niekoniecznie a» tak oczywiste zale»no±ci. W takich przypadkach
wystarczy to po prostu wskaza¢, nie powtarzaj¡c argumentacji. Tak naprawd¦ jest tu wi¦c
znacznie mniej pyta« ni» mogªoby si¦ wydawa¢ na pierwszy rzut oka.
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Szkic rozwi¡zania:

Dla dowolnego posetu X = 〈X,�〉, dla Y ⊆ X, niech Y ↓ = {x ∈ X | x � y, dla pewnego y ∈ Y }.
Dla x, y ∈ X, x � y i� {x}↓ ⊆ {y}↓ (oczywiste).

De�niujemy dalej: clX(Y ) ⊆ X to najmniejszy ze zbiorów Z ⊆ X takich, »e Y ⊆ Z, Z↓ ⊆ Z
i dla ka»dego skierowanego D ⊆ Z, je±li D ma kres górny w X to

⊔
XD ∈ Z (clX(Y ) istnieje, bo

rodzina takich zbiorów Z jest niepusta i zamkni¦ta na przeci¦cia teoriomnogo±ciowe). Dla x ∈ X,
clX({x}) = clX({x}↓) = {x}↓.

I jeszcze: dla Y ⊆ 2X (gdzie 2X to rodzina wszystkich podzbiorówX), cl∗X(Y) ⊆ 2X to najmniejsza
z rodzin Z ⊆ 2X takich, »e clX(Y ) ∈ Z dla ka»dego Y ∈ Y , oraz clX(

⋃
D) ∈ Z dla ka»dej skierowanej

(wzgl¦dem inkluzji) rodziny D ⊆ Z (cl∗X(Y) istnieje, bo rodzina takich rodzin Z jest niepusta i
zamkni¦ta na przeci¦cia teoriomnogo±ciowe).

Dwie konstrukcje domkni¦cia przez idealne zbiory skierowane:

� I(X) = 〈I(X),⊆〉, gdzie I(X) = {D ⊆ X | D idealny zbiór skierowany w X}. Wtedy:

� Je±li D ⊆ I(X) jest zbiorem skierowanym w I(X), to
⋃
D ⊆ X jest idealnym zbiorem

skierowanym w X, oraz
⊔

I(X)D =
⋃
D. Zatem I(X) jest cepeotem.

� Dla dowolnego cepeotu X′ i rzetelnych ci¡gªych mor�zmów f, g : I(X) → X′, f = g je±li
dla ka»dego x ∈ X, f({x}↓) = g({x}↓) (bo dla dowolnego skierowanego D ⊆ X, D↓ =⊔

I(X){{x}↓ | x ∈ D} i rodzina {{x}↓ | x ∈ D} jest skierowana w I(X)).

� Ip(X) = 〈Ip(X),⊆〉, gdzie Ip(X) = cl∗X({{x} | x ∈ X}). Wtedy:

� Je±li D ⊆ Ip(X) jest zbiorem skierowanym w Ip(X), to clX(
⋃
D) ⊆ X jest kresem górnym

D w Ip(X) � zatem Ip(X) jest cepeotem.
� Je±li D ⊆ X jest zbiorem skierowanym w X, a d =

⊔
XD jest jego kresem górnym w X,

to {d}↓ = clX({d}↓) = clX(
⋃
{{x}↓ | x ∈ D}) =

⊔
Ip
{{x}↓ | x ∈ D} (i rodzina {{x}↓ |

x ∈ D} jest skierowana w Ip(X)). Zatem wªo»enie { }↓ : X→ Ip(X) zachowuje istniej¡ce
w X kresy zbiorów skierowanych.

� Dla dowolnego cepeotu X′ i rzetelnych ci¡gªych mor�zmów f, g : Ip(X) → X′, f = g je±li
dla ka»dego x ∈ X, f({x}↓) = g({x}↓) (bo dla dowolnej skierowanej rodziny D ⊆ Ip(X),
je±li f(D) = g(D) dla wszystkich D ∈ D to f(clX(

⋃
D)) = f(

⊔
Ip(X)D) =

⊔
X′f(D) =⊔

X′g(D) = g(
⊔

Ip(X)D) = g(clX(
⋃
D))).

UWAGA: Je±li X = 〈X,�〉 jest cepeotem, to dla dowolnego zbioru skierowanego D ⊆ X w X,
D↓ ⊆ X jest idealnym zbiorem skierowanym w X,

⊔
XD =

⊔
XD↓ oraz D jest niepuste wtedy i tylko

wtedy gdy D↓ jest niepuste. Zatem ICPO = CPO oraz SICPO = SCPO.

Odpowiedzi:

� Zupeªno±¢/kozupeªno±¢ (sko«czono±¢ nic nie zmienia):

PO:
Z. TAK � zwykªe konstrukcje obiektu ko«cowego (singleton), produktu (iloczyn kar-

tezja«ski z porz¡dkiem po wspóªrz¦dnych) i ekwalizatora (jak w Set, z dziedziczonym
porz¡dkiem)

KZ. TAK � pocz¡tkowy: pusty; koprodukt: suma rozª¡czna; koekwalizator: dzielimy
przez relacj¦ równowa»no±ci (jak w konstrukcji koekwalizatorów w Set), indukujemy
quasi-porz¡dek, dzielimy przez relacj¦ równowa»no±ci dan¡ przez ten quasi-porz¡dek.
UWAGA: koeqwalizatory zachowuj¡ istniej¡ce kresy górne (zbiorów skierowanych i nie
tylko).

CPO = ICPO:
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Z. NIE � nie ma ekwalizatora: dla f, g : X → X′, {x ∈ X | f(x) = g(x)} moze by¢
pusty (bo zbiów pusty nie jest cepeotem), wtedy nie b¦dzie ekwalizatora

KZ. NIE � nie ma obiektu pocz¡tkowego: w szczególno±ci {⊥} nie jest pocz¡tkowy, bo
wkªada si¦ niejednoznacznie w zbiory z wi¦cej ni» jednym elementem

SCPO = SICPO:
Z. TAK � dziaªaj¡ zwykªe konstrukcje obiektu ko«cowego, produktu i ekwalizatora,

jak w PO
KZ. TAK � {⊥} jest pocz¡tkowy; koprodukt to �smashed sum�; koekwaliztor dostajemy

w dwóch krokach: najpierw konstrukcja jak w PO, potem Ip z wªo»eniem { }↓.

Lewe sprz¦»one:

(a) SPO : PO→ Set: TAK � X z dyskretnym porz¡dkiem jest wolne nad X.
(b,d) SCPO : CPO→ Set: NIE � bo CPO nie ma obiektu pocz¡tkowego, a Set ma.
(c,e) SSCPO : SCPO→ Set: TAK � bo SSCPO = SPO;JSCPO.
(f,h) JCPO : CPO→ PO: NIE � bo CPO nie ma obiektu pocz¡tkowego, a PO ma.
(g,i) JSCPO : SCPO→ PO: TAK � I(X) jest wolne nad X.

Podsumowuj¡c:

SZ Z SKZ KZ

PO TAK TAK TAK TAK

ICPO NIE NIE NIE NIE

SICPO TAK TAK TAK TAK

CPO NIE NIE NIE NIE

SCPO TAK TAK TAK TAK

L

SPO : PO→ Set TAK

SICPO : ICPO→ Set NIE

SSICPO : SICPO→ Set TAK

SCPO : CPO→ Set NIE

SSCPO : SCPO→ Set TAK

JICPO : ICPO→ PO NIE

JSICPO : SICPO→ PO TAK

JCPO : CPO→ PO NIE

JSCPO : SCPO→ PO TAK
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