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Poj¦cia, terminologia i notacja:

Przyjmujemy zwykª¡ de�nicj¦ sygnatury algebraicznej Σ, domy±lnie Σ = 〈S,Ω〉, i Σ-algebry A,
domy±lnie przyjmuj¡c oznaczenia |A| = 〈|A|s〉s∈S oraz, dla ka»dej nazwy operacji f : s1 × · · · × sn → s
w Ω, fA: |A|s1 × · · · × |A|sn → |A|s dla, odpowiednio, no±nika i operacji o nazwie f w Σ-algebrze A.
Przyjmujemy te» zwykª¡ de�nicj¦ Σ-homomor�zmu. W razie potrzeby stosujemy te» inne poj¦cia i
notacje z wykªadu.

Rozwa»my dowoln¡ sygnatur¦ Σ = 〈S,Ω〉.

Σ-algebra z pudeªkami to Σ-algebra, której ka»dy element le»y w swoim prostopadªo±ciennym pudeªku
o podanych wymiarach � zatem jest to para 〈A, p〉, gdzie A jest Σ-algebr¡, a p = 〈ps: |As| → R3

+〉s∈S
(R+ to zbiór wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych). Dla s ∈ S, a ∈ |A|s i ps(a) = 〈x, y, z〉
przyjmijmy notacj¦ pdls (a) = x, pszs (a) = y, pwys (a) = z.

Dla Σ-algebr z pudeªkami 〈A, p〉 i 〈B, q〉, ich wymiarowy homomorphizm h: 〈A, p〉 → 〈B, q〉 to taki
Σ-homomor�zm algebr h:A → B, który nie zmniejsza wymiarów pudeªek, tzn. dla s ∈ S i a ∈ |A|s
zachodzi pdls (a) ≤ qdls (hs(a)), pszs (a) ≤ qszs (hs(a)) oraz pwys (a) ≤ qwys (hs(a)). Natomiast obj¦to±ciowy
homomorphizm h: 〈A, p〉 → 〈B, q〉 to taki Σ-homomor�zm algebr h:A → B, który nie zmniejsza
obj¦to±ci (iloczynu wymiarów) pudeªek, tzn. dla s ∈ S i a ∈ |A|s zachodzi pdls (a)pszs (a)pwys (a) ≤
qdls (hs(a))qszs (hs(a))qwys (hs(a)).

Σ-algebra ze sznurkami to Σ-algebra, w której do ka»dego elementu doczepiono (by¢ mo»e nie-
sko«czony) sznurek o podanej dªugo±ci � zatem jest to para 〈A, l〉, gdzie A jest Σ-algebr¡, a
l = 〈ls: |As| → R+∞〉 (R+∞ to zbiór wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych z dodanym dodat-
kowym elementem najwi¦kszym∞). Σ-algebra ze sko«czonymi sznurkami to Σ-algebra ze sznurkami
〈A, l〉, w której wszystkie sznurki maj¡ sko«czon¡ dªugo±¢, tj. l = 〈ls: |As| → R+〉s∈S. Dla Σ-algebr
ze sznurkami 〈A, l〉 i 〈A′, l′〉, ich homomorphizm h: 〈A, l〉 → 〈A′, l′〉 to taki Σ-homomor�zm algebr
h:A→ A′, który nie zmniejsza dªugo±ci sznurków, tzn. dla s ∈ S i a ∈ |A|s zachodzi ls(a) ≤ l′s(hs(a))
(przy czym porz¡dek na liczbach rzeczywistych rozszerzamy tak, »e r ≤ ∞ dla wszystkich r ∈ R+).
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Zadanie:

1. Które z poni»szych kategorii maj¡
T. obiekt ko«cowy

BP. (binarne) produkty (ka»dej pary obiektów)
E. ekwalizatory (ka»dej pary równolegªych mor�zmów)

FC. granice ka»dego sko«czonego diagramu
P. produkty (ka»dej rodziny obiektów)
C. granice ka»dego diagramu
I. obiekt poczatkowy

BCP. (binarne) koprodukty (ka»dej pary obiektów)
CE. koekwalizatory (ka»dej pary równolegªych mor�zmów)

FCC. kogranice ka»dego sko«czonego diagramu
CP. koprodukty (ka»dej rodziny obiektów)
CC. kogranice ka»dego diagramu

dla ka»dej sygnatury Σ? Udowodnij lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡.
(a) AlgWP(Σ): kategoria Σ-algebr z pudeªkami, z wymiarowymi homomor�zmami jako mor-

�zmami, z ich zwykªym zªo»eniem;
(b) AlgOP(Σ): kategoria Σ-algebr z pudeªkami, z obj¦to±ciowymi homomor�zmami jako mor-

�zmami, z ich zwykªym zªo»eniem;
(c) AlgS(Σ): kategoria Σ-algebr ze sznurkami, z ich homomor�zmami, z ich zwykªym zªo»e-

niem;
(d) AlgSS(Σ): kategoria Σ-algebr ze sko«czonymi sznurkami, z ich homomor�zmami, z ich

zwykªym zªo»eniem.
2. Które z poni»szych funktorów maj¡

L. lewy sprz¦»ony
P. prawy sprz¦»ony

dla ka»dej sygnatury Σ? Udowodnij lub uzasadnij odpowied¹ negatywn¡.
(a) UWP

Σ :AlgWP(Σ)→ Alg(Σ): funktor zapominaj¡cy o pudeªkach,
tzn. UWP

Σ (〈A, p〉) = A i UWP
Σ (h: 〈A, p〉 → 〈B, q〉) = (h:A→ B);

(b) UOP
Σ :AlgOP(Σ)→ Alg(Σ): funktor zapominaj¡cy o pudeªkach,
tzn. UOP

Σ (〈A, p〉) = A i UOP
Σ (h: 〈A, p〉 → 〈B, q〉) = (h:A→ B);

(c) US
Σ :AlgS(Σ)→ Alg(Σ): funktor zapominaj¡cy o sznurkach,
tzn. US

Σ(〈A, l〉) = A i US
Σ(h: 〈A, l〉 → 〈B, k〉) = (h:A→ B);

(d) USS
Σ :AlgSS(Σ)→ Alg(Σ): funktor zapominaj¡cy o sznurkach,
tzn. USS

Σ (〈A, l〉) = A i USS
Σ (h: 〈A, l〉 → 〈B, k〉) = (h:A→ B).

Uwagi:

� Mo»na korzysta¢ z omawianych na wykªadzie konstrukcji i twierdze« bez powtarzania ich do-
wodów.

� Odpowiedzi na powy»sze pytania nie s¡ niezale»ne. Na przykªad, w oczywisty sposób s¡ powi¡-
zane zadania 1.P.a, 1.T.a i 1.BP.a: dowód istnienia produktów wszystkich rodzin obiektów w
ka»dej kategorii AlgWP(Σ) pokazywaªby te» istnienie obiektu ko«cowego (produktu pustej ro-
dziny obiektów) i produktów binarnych w AlgWP(Σ), a kontrprzykªad na istnienie produktu
dwóch obiektów w kategorii AlgWP(Σ) byªby kontrprzykªadem na istnienie produktów do-
wolnych rodzin obiektów w tej kategorii. S¡ te» inne, by¢ mo»e mniej oczywiste powi¡zania.
W takich przypadkach wystarczy to po prostu wskaza¢, nie powtarzaj¡c argumentacji. Tak
naprawd¦ jest tu wi¦c znacznie mniej pyta« ni» mogªoby si¦ wydawa¢ na pierwszy rzut oka.
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