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Streszczenie

Niniejsze notatki zawieraja skrotowe przedstawienie zagadnien prezentowanych w ramach wy-
kladu prowadzonego na Wydziale MIM UW w semestrze zimowym 2009/2010. Poniewaz pisane
byly na biezaco oraz nigdy nie zostaly poddane dokladnej korekcie, z prawdopodobienstwem bli-
skim 1 wystepuja w nich literéwki oraz (miejmy nadzieje, ze drobne) niescistosci. Czytelnikéw,
ktérzy zauwaza usterki lub maja jakie$ inne uwagi, uprzejmie prosze o kontakt mailowy na adres
radamcz@mimuw.edu.pl.

Na ostatnich stronach notatek mozna znalezé liste zadan rozwiazywanych na éwiczeniach wraz
z zadaniami egzaminacyjnymi.

1 Czym sa macierze losowe? Wybrane przyktady zastoso-
wan.

Intuicyjnie macierz losowa to po prostu macierz, ktorej wspotczynniki zostaly wygenerowane w
pewien losowy sposéb, np. poprzez rzuty kostka.

Bardziej formalnie, przez macierz losows rozumiemy zmienng losowa o wartosciach w przestrzeni
M (m,n) macierzy m na n nad cialem K (w dalszym ciagu ograniczymy sie do K = R oraz
K = C, niemniej rozwaza sie réwniez macierze losowe o wspélczynnikach z cial dyskretnych lub
kwaternionowych), a wiec funkcje mierzalng

A: (0, F,P) - (Mg (m,n),B),

gdzie (Q, F,P) jest pewna przestrzenia probabilistyczna, za$ B jest o-cialem zbioréw borelowskich
(traktujemy przestrzen Mg (m,n) jako podprzestrzen K™™). Teoria macierzy losowych zajmuje
sie badaniem wlasnosci tego typu obiektéw, gdy m,n — oco. Oczywidcie powyzsza definicja jest
zbyt ogdlna, by mogla stanowié podstawe interesujacej teorii. W praktyce rozwaza sie konkretne
typy macierzy losowych, pojawiajace sie w zastosowaniach (np. w fizyce, statystyce czy informa-
tyce). Ponizej przedstawionych zostanie pokrétce kilka przykladowych typéw macierzy losowych i
ich zastosowan. Lista ta nie jest oczywiscie kompletna, a przyklady maja jedynie charakter wpro-
wadzajacy.

1.1 Analiza sktadowych gltéwnych

Niech X, X1, Xo,..., X, bedzie ciggiem niezaleznych wektoréw losowych o tym samym rozktadzie
w R?. O pojedynczym wektorze mozemy mysleé¢ jako o zbiorze danych charakteryzujacych losowy
element pewnej populacji (np. w badaniach medycznych poszczegélne wspéirzedne wektora X;
moga odpowiadaé¢ wzrostowi, wadze, cisnieniu, etc. i-tego pacjenta czy tez rocznemu przychodowi,
wydatkom, liczbie 0s6b, etc. w gospodarstwie domowym wylosowanym do badania statystycznego).

Jednym z podstawowych probleméw analizy statystycznej jest opisanie wzajemnych zaleznosci
miedzy réznymi charakterystykami elementu populacji najlepiej w jak najprostszy sposéb, ale przy



niezbyt duzej utracie informacji. Jedna z pierwszych metod uzytych w tym celu jest tzw. anali-
za sktadowych gtownych. Jako miare zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi przyjmuje sie w tej
metodzie kowariancje, a sama metoda sprowadza sie do znalezienia nowej bazy w R?, w ktérej
poszczegdlne wspolrzedne wektora X bylyby nieskorelowane.

Niech zatem C' bedzie macierza kowariancji wektora X, tzn. C' = E(X — EX)(X — EX)T
(wektory dla wygody bedziemy zapisywaé¢ w formie kolumnowej). Jest to macierz symetryczna i
nieujemnie okreslona, zatem posiada d (liczac z krotnodciami) rzeczywistych wartosci wlasnych

A1 > Ay > ... > \g oraz w pewnej bazie ortogonalnej eq, ..., eq ma postacé
A0 0 0
0 X O 0
0 0 0 O
0 0o . 0
0 0 0 M\g

Jezeli od pewnego i, kolejne wartoéci wlasne zaczynaja szybko maleé, przyjmuje sie, ze od-
powiadajace im wspélrzedne (w nowej bazie) reprezentuja szum, a istotna informacja zawarta
jest w poczatkowych wspdlrzednych. Nowa reprezentacja wektora X jest rzut ortogonalny PX
na span(ey, ..., e;). Uzyskuje sie wiec w ten sposéb pewna kompresje danych (mozna wykazaé, ze
jest to najlepsza kompresja liniowa, w sensie $redniokwadratowym, tzn. ze minimalizuje wyraze-
nie E|X — QX| po wszystkich przeksztalceniach liniowych @ rzedu 7). Nastepnie, nowe zmienne
poddaje si¢ dalszej analizie, aby wyciagna¢ z nich wnioski na temat populacji.

Nie bedziemy wnikaé¢ w szczegdly metodologiczne oraz w problem interpretacji nowych zmien-
nych, przekonamy sie natomiast, ze w praktyce analiza sktadowych gléwnych prowadzi do zagadnien
matematycznych zwigzanych z macierzami losowymi.

Zauwazmy, ze aby znalezé wartosci i wektory wlasne macierzy C', musimy znaé rozklad wektora
X, ktory z reguly jest dla nas niedostepny, analiza statystyczna ma na celu wtaénie zbadanie tego
rozkladu na podstawie danych empirycznych. Mozemy jednak przyblizy¢ macierz C na podstawie
Xq,...,X,, korzystajac z prawa wielkich liczb. Mamy

1 n
EX ~ E;Xi

oraz

C~C=

SRS

n 1 n

VYT, gdzie Vi=X,—=-) X,
(powyzszy estymator jest obciazony, ale nie bedziemy tu wnikaé¢ w subtelnosci natury statystycznej).

Zauwazmy, ze C' jest macierza losows.

Jezeli wymiar d naszych danych jest stosunkowo niski i dysponujemy duza prébka, powyzsze
przyblizenia sa wystarczajaco dobre. Jednak wspolczesnie dosé czesto mamy do czynienia z sytu-
acjami, gdy wymiar d jest duzy, poréwnywalny z n (np. jesli X; reprezentuja dane genetyczne). W
naturalny sposéb pojawia sie wiec nastepujace pytanie:

e jakie warunki musza by¢ spelnione, Zeby powyzsza metoda dostarczala nam informacji na
temat wektorow i wartosci wlasnych macierzy C, czyli kiedy macierz C' jest wystarczajaco
dobrym przyblizeniem C'?

1.2 Poziomy energetyczne w fizyce jadrowej

W fizyce kwantowej uklady sa opisane przez rownanie Schrodingera, postaci

Hip = M,

gdzie ¥ jest elementem o$rodkowej przestrzeni Hilberta, opisujacym stan uktadu, zas H jest ope-
ratorem samosprzezonym na tej przestrzeni.



Liczby A dla ktérych powyzsze réwnanie ma nietrywialne rozwiazanie to oczywiscie wartosci
wtasne H. Fizycznie odpowiadajag one poziomom energetycznym, ktére moga byé przyjmowane
przez uklad.

Jednym z podstawowych probleméw przy opisie ukltadow kwantowych jest scharakteryzowa-
nie mozliwych poziomdéw energetycznych. Niestety, w wielu sytuacjach réwnanie Schrodingera jest
zbyt skomplikowane, by mozna je bylo rozwiazaé, co sugeruje, ze podobnie jak w przypadku ter-
modynamiki, by¢ moze trzeba uciec sie do opisu statystycznego. Sytuacja jest tu zreszta bardziej
skomplikowana niz w fizyce klasycznej, gdyz czesto nie jest nawet znana dokltadna postac operatora
H.

Pomystem Wignera, ktory pod koniec lat pieédziesiatych dwudziestego wieku dal poczatek roz-
wojowi teorii macierzy losowych w fizyce, bylo, aby spojrzeé¢ na ,typowy” operator samosprzezony
H, poprzez ograniczenie sie do skoficzonego (ale duzego) wymiaru oraz wprowadzenie miary na
wszystkich macierzach symetrycznych w tym wymiarze. Z rozwazan fizycznych wynika, ze miara
ta powinna by¢ niezmiennicza ze wzgledu na ortogonalna zmiane bazy, dodatkowo wprowadzono
zalozenie, ze wspo6lezynniki macierzy sa niezalezne (mod. symetria macierzy).

Okazuje sie, ze te zalozenia istotnie ograniczaja klase rozpatrywanych macierzy losowych, w
szczegdlnosci ich wspolezynniki musza by¢ zmiennymi gaussowskimi. Choé poczatkowe wyniki teo-
retyczne dot. zachowania wartosci wlasnych tych macierzy losowych w duzej skali nie pokrywaly
sie z danymi eksperymentalnymi, bardziej szczegdlowe rezultaty dotyczace lokalnego zachowania
wartosci wlasnych okazaly sie by¢ zaskakujaco zgodne z do§wiadczeniem.

Spowodowato to duze zainteresowanie modelami opartymi na macierzach losowych wsréd fizy-
kow. Czesto sa one $wiadomie uzywane jako pewnego rodzaju ,czarne skrzynki”, ktére maja opi-
sywaé zlozone uklady, dla ktérych reguly ewolucji nie sg znane. W innych przypadkach zgodnosé
wynikow eksperymentalnych z istniejacym modelem macierzy losowej lub tez jej brak sa wskazow-
kami do zaproponowania modelu fizycznego, opisujacego dane zjawisko.

1.3 Compressed sensing

Kolejny przyklad zastosowania macierzy losowych dotyczy pomiaréow dyskretnych sygnaléw wy-
sokowymiarowych. Wyobrazmy sobie, ze chcemy odtworzyé wektor € RY, a potrafimy ustalié
(zmierzyé) wartosé dowolnego funkcjonatu liniowego (y,z) (y € RY). Sytuacja taka ma czesto
miejsce w praktyce, co wiecej wymiar sygnatu (N) moze byé bardzo duzy (np. gdy wektor 2 koduje
obraz, tego typu zastosowania pojawiaja si¢ np. w medycynie). Naturalnie, kazdy kolejny pomiar
wiaze si¢ z pewnym kosztem, nalezy wigc w miare mozliwoéci wykorzysta¢ dodatkows wiedze o
strukturze sygnalu, aby zmniejszy¢ liczbe pomiaréw. W wielu zagadnieniach (np. we wspomnia-
nym wyzej problemie obrazowania medycznego czy przy przetwarzaniu dzwigku) mozna znalezé
baze w RY o tej wlasnosci, ze wszystkie lub istotna wiekszo$¢ analizowanych wektoréw ma w niej
bardzo mala liczbe (w stosunku do N) niezerowych wspélrzednych (na tym spostrzezeniu opiera sie
wiele metod kompresji obrazow, np. jpeg, baza o pozadanych wlasnosciach jest w tym przypadku
odpowiednia baza falkowa). Przypu$émy dla uproszczenia, ze wektor x jest juz wyrazony w takiej
bazie i oznaczmy liczbe jego niezerowych wspétrzednych przez m << N. Gdybysmy znali no$nik
wektora z, do zidentyfikowania go wystarczyloby nam oczywiscie m pomiaréw (wzdluz kierunkéw
odpowiadajacych odpowiednim wspélrzednym). Nognik ten jest jednak z reguly nieznany, czesto
zresztg moze nim by¢ dowolny zbiér wspélrzednych o mocy co najwyzej m. Jak w takim razie
wyznaczy¢ x przy pomocy niewielkiej liczby pomiaréw?

Pytanie to dalo poczatek burzliwie rozwijajacej sie w ostatnich latach dziedzinie ,compressed
sensing”. Jedna z popularnych metod wyznaczania x jest zmierzenie sktadowych tego wektora w
n (n ~ m) niezaleznych kierunkach (co matematycznie odpowiada przemnozeniu x przez pewna
macierz A o wymiarach n na N), a nastepnie wybranie sposréd wszystkich wektoréw zgodnych z
wynikiem pomiaréw, wektora &, minimalizujacego norme ¢;. Formalnie,

& = argmin{||y||1: y t.ze Ax = Ay},

gdzie |Jylly = |y1] + ... + lyn|-



Bardziej intuicyjnym podejsciem moze si¢ wydawaé znalezienie wéréd wektoréw zgodnych z
pomiarami wektora o najmniejszym nosniku, czyli minimalizacja ||y|lo := [{¢: y; # 0}|, problem
ten jest jednak trudny algorytmicznie, podczas gdy powyzsza metoda (nazywana czasami metoda
basis purswit) moze byé efektywnie zaimplementowana (poniewaz |ly|/; jako norma jest funkcja
wypukla). Co wiecej, przy odpowiednim doborze macierzy A daje ten sam wynik dla wektoréw
o co najwyzej m niezerowych wspoélrzednych. Dokladniej, istnieje stata uniwersalna ¢ > 0 taka
ze dla dowolnych n < N mozna znalezé macierz A o tej wlasnosci, ze ilekro¢ x ma co najwyzej
m = cn/log(2N/n) wspélrzednych niezerowych, zachodzi réwnosé & = z. Innymi stowy, liczba
pomiaréw niezbednych aby wyznaczy¢ sygnal o m niezerowych wspoétrzednych wzrasta co najwyzej
o czynnik logarytmiczny (zauwazmy, ze gdy m jest proporcjonalne do N, tracimy jedynie czynnik
staly).

Jaki jest zwiazek powyzZszego zagadnienia z macierzami losowymi? Jak dotad jedyne znane
konstrukcje macierzy A o dobrych wtasnosciach rekonstrukcji sygnaléw sa zrandomizowane. Macie-
rzami o najlepszych wlasno$ciach sa macierze o niezaleznych wspétczynnikach N(0, 1) lub macierze
znakéw losowych (wspdlezynniki sa niezalezne o rozkladzie symetrycznym na {+1,—1}). Nieco
gorsza rekonstrukcje mozna uzyskaé przy pomocy czastkowej macierzy Fouriera, czyli macierzy
o n wierszach wylosowanych z pelnej macierzy Fouriera. Tego typu macierze maja z kolei dobre
wlasnosci numeryczne.

Podobnie jak w poprzednich przyktadach, dowod powyzszych faktéw wigze sie z analiza wartosci
wlasnych odpowiednich macierzy losowych zwiazanych z A.

2 Macierze Wignera. Zbieznos$¢ miary spektralnej

Material przedstawiony w tym rozdziale zostal zaczerpniety w duzym stopniu z pozycji [G] oraz
[AGZ]. Idea kombinatorycznego dowodu gléwnego twierdzenia pochodzi od Wignera, moze byé ona
jednak sformalizowana na wiele sposobow. Ponizsze przedstawienie jest modyfikacjg i jak mi sie
wydaje pewnym uproszczeniem formalizmow ze wspomnianych ksigzek.

Macierzami Wignera nazywamy symetryczne (hermitowskie) macierze losowe, ktérych wspol-
czynniki na i powyzej przekatnej sg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Macierze te zostaly wprowa-
dzone w pierwszych pracach Wignera, zas przedstawione ponizej twierdzenie dotyczace granicznego
rozktadu ich miary spektralnej mozna uwazaé za poczatek asymptotycznej teorii macierzy losowych.
W rozwazaniach fizycznych czesto dodatkowo zaktada sie, ze wspdlezynniki maja rozkltad normalny
(rzeczywisty lub zespolony), co daje tym macierzom dodatkowa symetrie (niezmienniczo$é rozkladu
ze wzgledu na sprzezenia macierzami ortogonalnymi lub unitarnymi).

2.1 Wstepne definicje i zalozenia

Rozwazmy nieskonczong tablice tréjkatna (Xi;)i<icj<oo niezaleznych zmiennych losowych. Dla
dowolnej liczby catkowitej N > 1 zdefiniujmy macierz

An = [Xijlij<n,

gdzie dla ¢ > j przyjmujemy X;; := Xj;.

Macierz Ay jest symetryczna, zatem posiada N (liczac z krotnosciami) rzeczywistych wartosci
wlasnych A1(An) < A2(An) < ... < Av(An). Podstawowym pytaniem teorii macierzy losowych
jest zachowanie asymptotyczne wartoéci wtasnych dla N — oo. Pojawia sie tu pewien problem
formalny, mianowicie wymiar wektora zlozonego z wartoéci wlasnych zmienia sie wraz z IV, wiec
a priori nie jest jasne w jaki sposéb powinni$my tego typu wektory poréwnywaé (co to znaczy,
ze wektory sa bliskie, lub ze ciag wartosci wlasnych zbiega). Problem ten rozwiazuje si¢ kodujac
informacje o ciagu (A\;(A))i<n przy pomocy dyskretnej miary probabilistycznej.

Definicja 1. Miarg spektralng macierzy symetrycznej (hermitowskiej) A € M(N, N) nazwiemy



miare probabilistyczng Ly na (R, B(R)), dang wzorem,

1 N
La= N ;5,\i(,4),

gdzie &, jest miarqg Diraca skupiong w x.

Uwaga Dla kazdego zbioru borelowskiego I C R,

N .
1 i< N:M(A) el
La(B) = 5 D Linwen = . N( Le O
i=1

Miara spektralna zbioru I informuje nas wiec ile (jaka czes$é¢) wartosci wlasnych macierzy A nalezy
do zbioru I. Oczywiscie na podstawie miary spektralnej mozemy odtworzyé ciag \;(A) (dystry-
buanta L4 ma skoki dokladnie w punktach \;(A), za$ wielko$¢ skoku wyznacza krotno$é wartosci
wlasnej). Co wiecej, L4 jest elementem przestrzeni borelowskich miar probabilistycznych na R,
na ktérej mozemy rozpatrywaé znana z rachunku prawdopodobienstwa topologie stabej zbieznosci.
Rozwiazuje to problem poréwnywania ciagéw wartosci wlasnych macierzy o réznych wymiarach,
po utozsamieniu ich z miarami probabilistycznymi wszystkie takie ciagi sa tego samego ,typu”.

Aby moéc sformutowaé interesujace twierdzenie dotyczace asymptotycznego zachowania wartosci
wlasnych macierzy Ay, musimy narzuci¢ dodatkowe ograniczenia na zmienne losowe X;;. Zatézmy
zatem, ze
(A1) dla dowolnych ¢ < j, EX;; =0,

(A2) dla dowolny i < j, EX7; =1,

(A3) dla dowolnego k € N, my, := sup, ; E|X;;|" < oo.

Okazuje sig, ze aby opisa¢ asymptotyczne zachowanie wartosci wlasnych macierzy Ax wygodnie
jest je przeskalowaé i rozpatrywaé¢ macierze N~'/2Ay. Intuicyjnie, skalowanie N /2 mozna wyja-
$nié faktem, ze jezeli rozpatrzymy macierz bez diagonali, to z zalozenia (A2), drugi moment normy
euklidesowej dowolnego wiersza,/kolumny wynosi vN — 1 ~ /N .

Oznaczmy zatem przez A < A\ < ... < AN oraz Ly wartosci wlasne oraz miare spektralng
macierzy N~/2Ay.

Zauwazmy, ze AN sa zmiennymi losowymi (formalnie wynika to z ciaglosci warto$ci whasnych
macierzy symetrycznej jako funkcji macierzy), zas Ly miara losowa na proste;.

Okazuje sie, ze przy powyzszych zalozeniach, miary Ly sa stabo zbiezne p.n. Zanim sformulu-
jemy odpowiednie twierdzenie, zdefiniujmy miare graniczna.

Definicja 2. Rozkladem Wignera nazwiemy miare probabilistyczng o na R, o gestosci danej wzorem
1
g(.’E) = %\/ 4 — .’Ezl[_272] (.’E)

Uwaga Ze wzgledu na postaé gestosci, miara Wignera jest czesto nazywana semicircle law.

Twierdzenie 1. Jesli (X;;)icj<oo 8¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi, spelniajgcymi zaloZenia
(A1)-(A3), to z prawdopodobieristwem 1, miara L, zbiega stabo do miary o, czyli

P(L, = 0)=1.

W szczegdlnosci, dla dowolnego przedziatu I,

IS N: AN el 1
% = 5 / MI[_Q,Q] (z)dz p.n.
I



Uwaga Druga cze$é twierdzenia wynika z pierwszej i absolutnej ciggloéci o wzgledem miary
Lebesgue’a (jest to standardowy fakt dot. stabej zbieznosci).

Zanim udowodnimy powyzsze twierdzenie, musimy przypomnie¢ kilka dos¢ standardowych faktéw
kombinatorycznych oraz dotyczacych stabej zbieznosci miar. Zostana one zebrane w nastepnych
dwdch rozdzialach wraz z informacja, gdzie mozna znalez¢é ich dowody.

2.2 Liczby Catalana
Definicja 3. Dia k € N, k-tg liczbe Catalana Cy, definiujemy wzorem

_ ) ew
Cr = kil T (kD!

Liczby Catalana maja duze znaczenie w kombinatoryce. Ponizej przedstawiamy kilka ich wybra-
nych interpretacji kombinatorycznych oraz podstawowych wlasnosci. Dowody pozostawiamy jako
éwiczenie.

Fakt 1. 1. Cy jest
a) liczba poprawnych nawiasowan zlozonych z k par nawiaséw ().
b) liczbg $ciezek Dycka dlugosci 2k, tzn. ciggéw x = (xo,x1,...,Ta), takich Ze
o xg=u1x9, =0,
e z; N, i=0,1,...,2k,
o |z —x|=1,i=0,1,...,2k — 1.
¢) liczbg nieprzecinajacych sie podzialdw zbioru {1,...,2k} na zbiory dwuelementowe, tzn.
takich podziatow P, dla ktorych nie istniejg liczby 1 < a < b < ¢ < d < k, takie Ze
{a,c}, {b,d} € P.
d) liczbg triangulacji (n + 2)-kata wypuklego przy uzyciu nieprzecinajacych sie przekgtnych.
2. Diak>1, Cp,=CoCr_1 +C1Cx_o+ ...+ Cr_1Cy.

Aby przedstawi¢ kolejng interpretacje kombinatoryczna liczb Catalana, musimy wprowadzié
dodatkowsa definicje.

Definicja 4. Drzewem zorientowanym nazwiemy drzewo (czyli graf spdjny, acykliczny), w ktérym
wyrdzniony zostal korzen (a zatem takze struktura ,genealogiczna”) oraz liniowy porzadek na zbiorze
bezposrednich potomkow dowolnego wierzcholka v.

Przez izomorfizm dwéch drzew zorientowanych rozumiemy bijekcje miedzy ich zbiorami wierz-
chotkéw, przeprowadzajaca korzen, na korzen oraz zachowujaca relacje sasiedztwa i porzadku.

Fakt 2. Z dokladnodcig do izomorfizmu, liczba drzew zorientowanych o k + 1 wierzchotkach (k
krawedziach) wynosi Cy,.

Do dowodu Twierdzenia 1 bedziemy potrzebowali zwiazku liczb Catalana z miara Wignera.
Opisuje je
Fakt 3. Dla k € N zachodzg nastepujgce rownosci:

/ e do(z) = Cy,
R

/x%“da(x) = 0.
R



2.3 Zbieznos¢é momentéw, a staba zbieznosé

Dowdd Twierdzenia 1, ktéry przedstawimy, oparty jest na zwiazku miedzy staba zbieznoscia miar
probabilistycznych, a zbieznoscia ich momentéw. Ponizsze dwa fakty sa do$¢ standardowe, ich
dowody mozna znalezé w wiekszosci podrecznikéw rachunku prawdopodobiefistwa.

Twierdzenie 2. Dowolna miara probabilistyczna p o zwartym nosniku na (R, B(R)) jest wyzna-
czona jednoznacznie przez cigg swoich momentiow, fR 2Fdu(z), k=0,1,2,...

Twierdzenie 3. Niech pu, i, n € N bedg borelowskimi miarami probabilistycznymi na R, o wszyst-
kich momentach skonczonych. Jesli dla dowolnego k € N zachodzi

lim | aFdu, () :/mkdu(m)
R

n—oo R

. . ) . . D
oraz miara [ jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje momenty, to [y, — L.

2.4 Zbiezno$¢ sredniej miary spektralnej — twierdzenie Wignera

Aby zrozumieé¢ w jaki sposéb twierdzenia opisane w poprzednim paragrafie moga zostaé uzyte do
dowodu Twierdzenia 1, sprébujmy ustali¢ zwiazek pomiedzy momentami miary L4, a wspdlczyn-
nikami macierzy A.

7 definicji miary L4 mamy

kdL _ N)\Ak
) = S xar

Macierz A, jako macierz symetryczna, diagonalizuje sie w pewnej bazie ortogonalnej, tzn. istnieje
przeksztatcenie U € Oy, takie ze A = UDU ™!, gdzie D = Diag(A1(A),...,An(A)). Zatem A* =
UDFU—1, skad wynika, ze tr A¥ = tr D¥ = \{(A)*4... + An(A)*. Widzimy wiec, ze dla dowolnego
k € N zachodzi réwnosé

1
/R;vdeA(:c) = Ntr AP, (1)

Wyrazajac élad A przy pomocy wspoétczynnikéw macierzy A (przyjmijmy, ze A = [aij]%zl),
dostajemy

N
1
/RIdeA(m) =N D GirinGigiy e Gy Gy - (2)

VLyeeny ikzl

W badanym przez nas modelu losowym wspélczynniki sa niezaleznymi zmiennymi losowymi (z
dokladnos$cia do symetrii macierzy), co znacznie ulatwia analize skomplikowanej sumy z ostatniej
rownosci 1 pozwala zredukowa¢ dowdéd Twierdzenia 1 do rozwazan kombinatorycznych. Ponizsze
twierdzenie, udowodnione przez Wignera, jest pierwszym krokiem w strone dowodu Twierdzenia 1.

Twierdzenie 4 (Wigner). Przy zaloZeniach Twierdzenia 1, dla dowolnego k € N zachodzi

LAN)k:/szrkda(x).

1
lim —Etr
( vN

N—oo N

Uwaga Powyzsze twierdzenie moze by¢ zinterpretowane jako zbiezno$é §redniej miary spektralnej
macierzy N ~1/2 AN do rozktadu Wignera. Rzeczywiscie, jedli zdefiniujemy miar¢ Ly = ELy (tzn.
Ly(I) =ELN(I) dla dowolnego zbioru borelowskiego I C R), to jak latwo sprawdzié,

1

- 1
/kadLN(:r) = N]Etr (ﬁAN)k.

Zatem twierdzenie Wignera, w polaczeniu z Twierdzeniami 2 i 3, implikuja, ze L, B .



Dowéd Twierdzenia 4. Oznaczmy

N
1 1 1
By,n = N]Etr(ﬁAN)k = VR Y E(XinXii - Xin i Xigin)s

i1, yin=1

gdzie w drugiej réwnosci uzyliémy (2) oraz liniowosci wartosci oczekiwanej.

Idea dowodu polega na pogrupowaniu indekséw i = (i1, ...,1;) w rozlaczne zbiory i pokazaniu,
ze wklad czesci z tych zbioréw do powyzszej sumy jest zaniedbywalny, podczas gdy kazdy z pozo-
statych zbioréw daje asymptotycznie wktad réwny N¥/2t1 W tym celu wygodnie jest wprowadzi¢
dodatkowe oznaczenia.

Indeks i = (i1, ...,1x) bedziemy utozsamiaé z zamknieta Sciezka iy — io — ... — i — i1 W
pelnym grafie o wierzcholkach 1,2,..., N.

Na indeksach wprowadzamy relacje rownowaznosci

i:(ll,,lk) NNj:(jla"'7jk)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f: {1,...,N} — {1,..., N}, taka ze f(i;) = j; dla
wszystkich | < k.

Latwo zauwazyé, ze dla kazdego indeksu i € {1,..., N}* istnieje indeks j € {1,...,k}", taki
ze i ~n j. Innymi slowy, klasy abstrakcji relacji ~y zaleza tak naprawde tylko od k. W
szczegdlnodei istnieje podzbiér K C {1,...,k} o tej wlasnosci, ze dla dowolnego N, dowolna
klasa abstrakcji relacji ~ny ma dokladnie jeden element wspélny z K. Na potrzeby dalszej
czedei dowodu ustalmy jeden taki zbiér (nie bedzie on istotny w dowodzie, ale pozwoli nieco
uproéci¢ notacje).

Od tej pory bedziemy pisali i ~ j zamiast i ~y j (w $wietle powyzszych uwag nie prowadzi
to do niejednoznacznosci).

Z dowolna $ciezka i mozemy zwiazaé graf G(i) o zbiorze wierzchotkéw V(i) = {i1,..., ik}
oraz multizbiorze krawedzi E(i) = {(i;,%;41)}j=1,... k, gdzie przyjmujemy ix41 = i1.
Zauwazmy, ze graf G(i) moze mieé¢ krawedzie wielokrotne oraz krawedzie postaci (i,1).
Szkieletem grafu G nazwiemy graf G = (f/, E‘), otrzymany z G przez zignorowanie krotnosci
i orientacji krawedzi. Zauwazmy, ze dla kazdego i graf é(l) jest spéjny. co wiecej, jezeli i ~ j,
to grafy G(i), G(j) (a wiec takze G(i) i G(j)) sg izomorficzne.

OZD&CZHly dodatkowo P(l) = E(XiliQXizig tee Xik—likXikil)'

Dla niezorientowanej krawedzi e grafu G(i), zdefiniujmy krotnosé e wzgledem i (ozn. dj(e))

jako liczbe krawedzi grafu G(i) odpowiadajacych e (liczba di(e) méwi nam wiec ile razy
niezorientowana krawedz e zostala odwiedzona w Sciezce i1 — ig — ... — i — 41.)

Mozemy teraz zapisaé

BN = ﬁ Z Z P(i) (3)

a€l ieq1,...,N}k

1~a

Zauwazmy, ze dzigki réwnosci X;; = X;;, dla dowolnej niezorientowanej krawedzi e = {i,5}
grafu pelnego o N wierzcholkach mozemy zdefiniowaé X, = X;; (zwréémy uwage, ze dopuszczamy
tu przypadek i = j).

Ponadto, z niezaleznosci zmiennych (X;;);<; oraz symetrii macierzy Ay, P(i) = Heeé(i) EX&().

W szczegélnosci, z zalozenia EX;; = 0, jezeli Sciezka i przechodzi przez pewna krawedZ tylko
raz, to P(i) = 0. W réwnaniu (3) mozemy sie wiec ograniczyé do sumowania po $ciezkach a, w
ktérych kazda krawedz ma krotnoé przynajmniej 2. Wynika stad w szczegdlnoéei, ze graf G(a) =
(V(a), E(a)) ma co najwyzej |k/2] krawedzi.

Przypomnijmy teraz klasyczny lemat z teorii grafow.



Lemat 1. Dowolny graf spéjny G o zbiorze wierzcholkéw V' i zbiorze (niezorientowanych) krawedzi

FE spelnia nierownosé
V| <|E|+1.

Co wiecej, rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy G jest drzewem.

7 powyzszego lematu wynika, ze
[V(a)| < |E(a)| +1 < [k/2] + 1. (4)

Zauwazmy, ze | = |V (a)| jest liczbg réznych wartoéci przyjmowanych przez ciag a. Zatem dla
duzych N istnieje
N(N—-1)...(N—=1+1) < N!

indekséw i € {1,..., N}*, takich ze i ~ a. Ponadto, z ograniczono$ci momentéw zmiennych X;;
(zalozenie (A3)) wynika, ze P(i) jest ograniczone przez stala zalezna tylko od k. Wynika stad, ze
jezelil < k/241, to

1
ST Y PO MEBNT S 0dla N - .

ie{1,..., N}E

1~a

Z powyzszej obserwacji i nieréwnosci (4) wynika w szczegdlnodei, ze dla k nieparzystego
lim By ny=0= / Fdo(z).
N—oo R

Ponadto, jezeli k jest parzyste (kK = 2m), to jedyne $ciezki a, ktére moga mieé¢ asymptotyczny

wplyw na By y to takie, ze
[V(a)]=m+1=|E(a)] + 1.

Zgodnie z druga czescia lematu, powyzsza réwnosé implikuje, ze G(a) jest drzewem. Ponadto,
kolejnosé w jakiej odwiedzane sa wierzchotki é(a) w Sciezce a = (aq,...,ar) zadaje na tym drze-
wie orientacje (przyjmujemy, ze korzeniem jest a1, za$ wéréd bezposrednich potomkéw dowolnego
wierzchotka wieksze sa te, ktére odwiedzane sa w pierwszej kolejnosci). Poniewaz kazde drzewo
zorientowane mozna przej$¢ na dokladnie jeden sposéb, tak aby

e wystartowacé z korzenia,

e odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki

e dla kazdego wierzchotka kolejnosé w jakiej odwiedzane sa jego dzieci wyznaczalta ciag malejacy,
e na koniec powréci¢ do korzenia,

wynika stad, ze liczba istotnych Sciezek a € K jest rowna liczbie drzew zorientowanych o m + 1
wierzchotkach, czyli C,,. Oznaczmy zbiér tych $éciezek przez A. Zauwazmy teraz, ze z zalozenia
EX?, =1 dlai # j (zalozenie (A2)), dla dowolnego a € A oraz i ~ a, P(i) = 1.

To konczy dowdd Twierdzenia Wignera, gdyz

ﬁz 2 P<i>=ﬁ2 > PH+ONT

a€K ie{1,..., N}k a€Aic(1,... N}k

1~a 1~a

1 -1
= i Cm N (N = 1)+ (N —m) + O(N),

czyli

lim By y = Cp, = / 2Fdo(x).
R

N—o0



2.5 Dowdd Twierdzenia 1

Z Twierdzenia 3 oraz réwnosci (1), aby udowodnié¢ Twierdzenie 1, wystarczy wykazaé, ze

1 E N—oo k

Korzystajac z twierdzenia Wignera oraz przeliczalnej addytywnoéci miary, powyzszy fakt mo-
zemy zredukowaé do

1 k k| Nzoo
P(‘WtrAN— Nk?/2+1t rA ‘ O) =1

dla k € N.
Z lematu Borela-Cantellego wynika, ze aby wykazaé¢ powyzsza réwnosé¢, wystarczy udowodnic,
ze dla dowolnego € > 0,

oo

1 . 1
ZP(‘Nk/2+1trA Nk/2+1trA ‘>€) < 00.

7Z kolei z nieréwnosci Czebyszewa wynika, ze zbiezno$¢ powyzszego szeregu jest implikowana
przez

Nz: Var(ﬁtrﬁlﬁ,) < 0. (5)
=1

Zbieznosé szeregu (5) mozna uzyskaé¢ metoda kombinatoryczna, podobna do uzytej w dowodzie
twierdzenia Wignera.

Zauwazmy najpierw, ze z (2) oraz wzoru na wariancje sumy zmiennych losowych (Var(}~,Y;) =
> Cov(Xi, X)), zachodzi réwnosé

Vor(womrtrAb) = e O (PGD) - POPG)),

i,_]'E{l,A..,N}’c
gdzie dla i = (iy,...,ix), j = (j1,- -+ k),
P(i,)) = E(Xiy i, Xigis + Xig_vin Xinin Xjrja Xjogo Ko 15 Xiga)
oraz
P) = B(X;, 0, Xiy a0+ X 1in Xiri)-

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia Wignera, P(i,j) — P(i)P(j) jest ograniczone przez stala
zalezna tylko od k. Mozemy wiec sprobowaé¢ ponownie pogrupowaé indeksy 1i,j w rozlaczne zbiory
(ktérych liczba zalezy tylko od k) i wykazaé, ze wklad kazdego ze zbioréw do sumy jest niewielki
w poréwnaniu z N¥*2. Konstrukcja odpowiedniego podziatu jest zblizona do konstrukeji z dowodu
twierdzenia Wignera, zaprezentujemy ja wiec nieco mniej szczegbtowo niz w tamtym dowodzie.

Tym razem definiujemy relacje réwnowaznosci na parach indekséw:

(i,j) ~ (.5
wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje réznowartosciowe odwzorowanie f zbioru {1, ..., N} w siebie, takie
ze dla | < k, f(i;) = i) oraz f(ji) = j,. Podobnie jak poprzednio, liczba klas abstrakcji tej relacji
zalezy tylko od k i mozemy wybraé system reprezentantéw klas abstrakeji £ C {1,..., 2k}

Z kazda para indekséw (i, j) mozemy zwiazaé graf H (i,]) bedacy suma graféw G(i), G(j) zdefinio-
wanych w dowodzie twierdzenia Wignera (dodajemy zbiory wierzchotkéw oraz multizbiory krawe-
dzi). Zauwazmy, ze jezeli grafy G(i), G(j) nie dziela krawedzi, to z niezaleznoéci, P(i,j) — P(i)P(j) =
0. Wyrazenie to jest oczywiscie réwne 0 takze wtedy, gdy graf H (i,j) (szkielet grafu H) posiada
krawedz krotnosei 1 (czyli taka, ktérej w grafie H (i, j) odpowiada tylko jedna krawedz skierowana).
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Wszystkie powyzsze wlasnosci pary indekséw (i,j) zaleza tylko od jej klasy abstrakcji w relacji
~. Widzimy zatem, ze jesli zapiszemy

Vor(gomrtrAY) = i 2 O (PGD) - POPG)),

(a,b)eL  (G.i):
(i,j)~(a,b)

niezerowy wklad do sumy beda miaty tylko te pary (a,b), w ktérych grafy G(a), G(b) dziela krawedz
(a zatem H(a, b) jest spojny) oraz kazda krawedz H(a,b) ma co najmniej dwa odpowiedniki w grafie
H(a,b) (skad H(a,b) ma co najwyzej k krawedzi). Z lematu 1 wynika zatem, ze graf H(a,b) ma co
najwyzej k + 1 wierzchotkow.

To juz implikuje, ze |{(i,j) € {1,..., N}?: (i,j) ~ (a,b)}| < NF*1 czyli ze

Var( trA'f\,) = O(N7Y).

1
N

Oszacowanie to jest jednak dla nas nieco za stabe, gdyz szereg harmoniczny jest rozbiezny. Aby
je poprawi¢, zauwazmy, ze sytuacja w ktorej wklad pary (a,b) € £ do wariancji jest niezerowy, a
graf H(a,b) ma k+ 1 wierzchotkéw jest niemozliwa. Rzeczywiscie, implikowaloby to, ze graf ten jest
drzewem, w ktérym kazda krawedz ma dokladnie 2 odpowiedniki w grafie H(a,b). Jednak grafy
G(a),G (b) jako spdjne podgrafy H (a,b) réwniez musialyby byé wowczas drzewami. Poniewaz $ciezki
a; — as — ... — ap — a1, by — by — ... — by — by odwiedzaja wszystkie wierzchotki graféw
C;’(a)7 é(b), kazda z krawedzi tych graféw wystepuje w odpowiadajacej mu Sciezce przynajmniej
dwa razy. Stad jednak wynika, ze wspodlna krawedz tych graféw wystepuje w tych Sciezkach lacznie
przynajmniej 4 razy, co daje sprzeczno$é z faktem, ze ma dokladnie dwa odpowiedniki w H(a,b).

Zatem |{(i,j) € {1,...,N}2: (i,j) ~ (a,b)}| < N*, co implikuje, ze

Var( tr AX ) =0O(N?)

1
Nk/2+1

i pociaga (5), konczac dowéd Twierdzenia 1.

2.6 Ostlabienie zalozen. Uogdlnienia

2.7 Zalozenia dotyczace caltkowalnosci

Zalozenia Twierdzenia 1 mozna oslabia¢ na wiele sposobéw, np. poprzez rezygnacje z zalozen (A3)
lub (A1). To na ile mozemy ograniczy¢ zalozenia dot. calkowalnoéci zmiennych X;; zalezy od klasy
ciagdéw zmiennych losowych, ktére rozwazamy. My ograniczymy sie do ciggdéw i.i.d. i wykazemy, ze
w tym wypadku do zbieznosci miary spektralnej wystarczy catkowalnosé z kwadratem.
Twierdzenie 5. Zaldzmy, ze zmienne (X;j)1<i<j<oco $¢ niezaleine, o tym samym rozkladzie, takim
ze

EX;; =0, EX], = 1.

Wowczas
D
L, = opn.

Dowdéd powyzszego twierdzenia bedzie oparty na nastepujacym lemacie.

Lemat 2 (Nier6wno$é Hoffmana-Wielandta). Niech A, B bedg symetrycznymi macierzami N x N
o wartosciach wlasnych odp. A1 < Ao < ... < Ay oraz 71 < 12 < ... < yn. Wowcezas

N

ZW*’MZ <tr(A-B)? (6)

i=1

11



Dowdd. Poniewaz tr A2 = vazl A2, trB? = Zi\; 72 oraz tr AB = tr BA, latwo pokazaé, ze (6)
jest rownowazne nieréwnosci

N
trAB <) Ay
i=1

Mozemy bez straty ogélnosci zalozyé, ze A jest macierza diagonalng, za§ B = UDUT, gdzie
D = Diag(y1,...,9n), a U = [uij]i,jgN € Oypn.

Zatem
tr AB = Z )\i'yju?j,
ij<N

skad wynika, ze aby udowodni¢ lemat, wystarczy wykazaé, ze

N
> Aivi= : sup > Aivvij,
i=1

v;;]— podw.stochastyczna ij<N

gdzie supremum jest po wszystkich macierzach podwdjnie stochastycznych N x N (czyli macierzach
o nieujemnych wspélczynnikach, ktérych suma w kazdym wierszu i kazdej kolumnie wynosi 1).

To mozna wykazaé¢ na kilka sposobdéw. Pierwszy z nich, ktéry pozostawiamy jako ¢wiczenie spro-
wadza si¢ do pokazania, ze punktami ekstremalnymi zbioru macierzy symetrycznych sa doktadnie
macierze permutacji, dla ktorych nieréwnosé jest tatwa.

Drugi sposéb sprowadza sie do indukcji po rozmiarze macierzy. Dla N = 1, teza jest trywialna.
Zalézmy wiec, ze zachodzi dla N — 1. Jezeli vi; = 1, to v1; = v;1 = 0 dla dowolnego j i mozemy
zastosowac zalozenie indukcyjne. W przeciwnym wypadku istnieja k,I > 0, takie ze vg1,v1; > 0.
Niech v = min(vg1,v1;). Zdefiniujmy macierz [0;;] wzorem

V11 = V11 + U, Vg1 = Vg1 — U, Uy = V1 — U, Uk = Vg + 0,

oraz ¥;; = v;; dla pozostatych par ¢, j.
Nowa macierz jest nadal macierza bistochastyczna. Ponadto,

D At — Y Aivivig = v(A = ) (m =) > 0.
ij

ij

Zauwazmy, ze aczna liczba zer w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie macierzy [9;;] zmniej-
szyla sie w poréwnaniu do macierzy [v;;]. Kontynuujac opisana powyzej procedure uzyskamy wiec
w skoniczonej liczbie krokéw macierz w ktérej na miejscu (1,1) stoi jedynka, co jak zauwazyliSmy
powyzej pozwala na zastosowanie zalozenia indukcyjnego. O

Dowdd Twierdzenia 5. Niech C' > 0 bedzie dowolna liczba rzeczywista, taka by rozktad X;;1¢x,,<c}
byt niezdegenerowany.
Zdefiniujmy

Xijlyx, <oy — EXijlyx,; <oy

x(©) —
ij
\/Var(Xijl{lxrinC})

) (@)

Zmienne X i(jc spelniajg zalozenia Twierdzenia 1, zatem miara spektralna L;’ macierzy Ag\?) =

1 x(©)
7w X

. (C),N
macierzy przez A; .

li.j<n prawie na pewno zbiega slabo do miary Wignera. Oznaczmy wartoéci wlasne tej

12



Rozwazmy teraz dowolna funkcje Lipschitzowska f: R — R i oznaczmy przez L jej stala Lip-
schitza. Mamy

| [ #@ar @) = [ @i @] = 5] 30500 - 1) < Ly

i=1 i=1

AN AN

=L /53 3 - X2,
i,j<N

przy czym druga nieréwnos$¢ wynika z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza, za$ trzecia z Lematu 2.
Zauwazmy, ze z mocnego prawa wielkich liczb, przy N — oo, prawa strona powyzszej nieréwnosci

dazy p.n. to L/ E(X12 — Xl(g))Q7 co jak tatwo sprawdzié zbiega do 0, dla C' — oo. W polaczeniem ze
zbieznoscia miary spektralnej LSVC) i faktem, ze stabg zbieznos$¢ wystarczy sprawdzaé na funkcjach
Lipschitzowskich, pozwala to w prosty sposoéb zakonczyé¢ dowdd twierdzenia. O

Uwaga o wspoétczynnikach zespolonych Do tej pory ograniczali$émy si¢ do badania miary
spektralnej macierzy symetrycznych o rzeczywistych wspotczynnikach. W rozwazaniach fizycznych,
czesto istotna role odgrywaja macierze hermitowskie o wspotczynnikach zespolonych. W zasadzie
wszystkie twierdzenia wykazane do tej pory mozna udowodnié¢ takze dla tego typu macierzy, czasami
moze sie to wiazaé z niewielkimi komplikacjami technicznymi (wlasnie dla ich unikniecia skoncen-
trowali$my sie na przypadku rzeczywistym). Aby zilustrowaé jakie zalozenia o zmiennych losowych
czynione sg w przypadku zespolonym, ponizej podajemy przykltadowo odpowiednik Twierdzenia 1.

Twierdzenie 6. Zaldimy, Ze (Zij)1<i<j<oo S@ Miezaleznymi zespolonymi zmiennymi losowymi,
takimi ze

e dla dowolnych i < j, EZ;; =0, E|Z;;|* =1,

e dla dowolnego i, Z;; € R p.n., EZ; =0,

e dla dowolnego k € N, my, := sup,; E|Z;;|* < oo.

Zdefiniugmy dodatkowo Z;; = Zj; dlai > j i oznaczmy przez Ly miare macierzy N‘l/Q[Zij]mgN.
Wowczas, z prawdopodobienstwem 1 zachodzi zbieznosé

LNgadlaNHoo.

2.8 Zalozenia dotyczace scentrowania zmiennych

Sprébujemy teraz ostabi¢ zalozenie EX,;; = 0. Z punktu widzenia kombinatorycznego dowodu
Twierdzenia 1 byto ono niezwykle wazne, pozwalato bowiem wylaczy¢ z rozwazan wszystkie Sciezki,
w ktérych pewna krawedz byla odwiedzona jedynie raz. Okazuje sie¢ jednak, ze nie odgrywa ono
istotnej roli, twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli wszystkie zmienne maja wspolna srednig m i
wariancje 1, a nawet gdy $rednie poszczegdlnych zmiennych sg rézne, pod warunkiem, ze macierz
$rednich ma niewielki rzad. Dokladniej, zachodzi nastepujace

Twierdzenie 7. Niech (X;;)1<i<j<co bedg zespolonymi zmiennymi losowyms, takimi zZe X;; € R
p.n. Niech
By = EAn = [EXyjli j<n,

gdzie przyimujemy X;; = Xj; dla i > j. Zdefiniujmy ponadto macierze Ax = [X;jlij<n oraz
AN = AN — By
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Zatozimy, ze
D
L, ; —opn
VNN

(np., ze X;; — EX,; sq niezalezne majq jednostajnie ograniczone momenty dowolnego rzedu oraz
oraz E|X;; —EX;;|? =1 ). Jesli
. rank By
lim ———

N—oc0 N - 0,

D
to L 1 = o p.n.
TRAN p

W niosek Jezeli zmienne XZ i SQ I'Z€eCZywW iste, o tej samej wartosci oczekiwanej, to L —1/2 — 0
J ) A ] Js N AN
p.n.

Dowdd wniosku. Wystarczy zauwazyé, ze w tym wypadku wszystkie wspélczynniki macierzy By
sa réwne, a wiec ma ona rzad co najwyzej 1. O

Okazuje sie, ze za Twierdzeniem 7 nie kryja sie zadne fakty probabilistyczne dotyczace zacho-
wania zmiennych X;;. Wynika ono z nastg¢pujacego twierdzenia z algebry liniowe;.

Twierdzenie 8. Jesli A, B sqg macierzami hermitowskimi N x N, za$ Fa, Fg dystrybuantamsi ich
miar spektralnych, to
1
sup |Fa(t) — Fp(t)] < —rank (A — B).
teR N
Twierdzenie 7 wynika z powyzszego, gdyz staba zbiezno$¢ miar probabilistycznych jest rowno-
wazna zbieznosci dystrybuant w punktach ciaglosci dystrybuanty miary graniczne;j.

Dalszy ciag niniejszego paragrafu po$wiecimy na dowéd Twierdzenia 8, po drodze formutujac
kilka faktéw z algebry liniowej przydatnych w analizie wartosci wlasnych macierzy losowych. Ponizej
przez B* bedziemy oznaczali sprzezenie hermitowskie macierzy lub wektora o wspolczynnikach
zespolonych.

Lemat 3 (Courant-Fischer). Niech A bedzie macierzg hermitowskg N X N, o wartosciach wlasnych
A < A2 < ... < Ay. Wowcezas

. x* Ax
A = min max .
T1,..,oN_rECN  zecN\{o}  T¥T
zlaq,..., TNk

Uwaga Jak latwo zobaczy¢ z dowodu powyzszego twierdzenia, w przypadku macierzy o wspol-
czynnikach rzeczywistych, CV moze zostaé zastgpione przez RV.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze A = Diag(Aq,...,A\n) (gdyz macierze zmiany
bazy do bazy wektoréw wlasnych sa unitarne, a wigc zachowuja iloczyn skalarny).

Ustalmy najpierw dowolne x1,...,zy_; € CV, Chcemy znalezé wektor jednostkowy z L
T1,...,TN_k , taki ze z*Ax > Ag.

Zauwazmy, ze istnieje wektor x L x1,...,xN_, ktérego wspélrzedne od pierwszej do (k — 1)-
ej sa réwne 0. Rzeczywiscie, niech P: CV — CV oznacza rzut ortogonalny na podprzestrzen H
rozpigta przez ostatnie N —k+ 1 wektoréw bazowych. Poniewaz span(Px1, ..., Pry_;) ma wymiar
co najwyzej N —k < N — k+ 1 = dim(H), istnieje wektor jednostkowy x € H, ortogonalny do
Pxy,..., Pry_j. Mamy

(x,2;) = (x, Px;) = 0.

Oznaczmy i-ta wspolrzedna x przez xz(i). Mamy

2t dr = 3w (iPh = 3 ai)’A > M Do w(i) = A

N N
=k i=k

i=1 %
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Aby zakonczy¢ dowdd lematu wystarczy zauwazyé, ze jezeli xq,...,xn_k sa wektorami bazo-
wymi odpowiadajacymi Ag41,..., AN, to

x*Ax
max = Ag.
zecN\{o0} x*x
elay,...enN_)

Whioskiem z powyzszego lematu jest tzw. twierdzenie Lidskiiego.

Lemat 4 (Twierdzenie Lidskiiego). Niech A bedzie macierzqg hermitowskg N x N, z € CN,n €
{=1,+1}. Zdefiniugmy macierz
B=A+nzz"

i oznaczmy przez \i(A) (odp. A\i(B)) wartoéci wlasne macierzy A (odp. B) ustawione w porzedku
rosngcym.
Zachodzq nastepujgce nierownosci

a) M(A) < A(B) < A3(A) < q(B) <.,
b) M(B) < A2(A) < A3(B) < M(A4) < ...
Dowdd. Ustalmy k. Z Lematu 3 wynika, ze istnieja 1,...,zn_r € CV, takie ze dla kazdego
niezerowego x 1 x1,...,zN_ zachodzi nierownos¢
(B) > T L)
T*r
W szczegdlnosei, dla dowolnego niezerowego x | x1,...,TN_k, 2, MamMy
*A
M(B) > =2,
T*r
Zatem
*A *A
Ae(B) > max TS min max LAY Ai—1(A).
zecN\ {0} xr*x Tl N — k41 ECN zecN\{0} r*x
TLT] TN s 2 LT, TN 1
Z symetrii A (A) > Ag—1(B), co koficzy dowdd lematu. O

Do dowodu Twierdzenia 8 potrzebny nam jeszcze jeden elementarny fakt z algebry liniowej.

Lemat 5. Dowolna macierz hermitowska A rzedu k ma przedstawienie postaci

k
*
i=1

gdzie z; € CN, m; € {—1,1}.

Dowdd. Istnieje macierz unitarna U oraz macierz diagonalna D = Diag(A1,..., Ag,0,...,0), gdzie
——

N—k
Ai € R\{0}, takie ze A = UDU*. Oczywiscie

k
D= Zm(\/mei)(\/mei)*v

gdzie n; = sgn \;, za$ e; jest i-tym wektorem bazy. Zatem A = Zle nizizs, gdzie z; = /| \i|Ue;.
O
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Dowod Twierdzenia 8. Niech k = rank (A — B). Z lematu,

k
A=B =Y mzz,
=1

zatem iterujac Twierdzenie Lidskiiego otrzymujemy, ze A\;(A) < Aj1x(B) oraz A\;(B) < Ai1x(A) dla
i< N—k.
Rozwazmy dowolne i oraz t < \;. Mamy

i+k-—1
gdyz jeslii+k < N, to A\i1x(B) > \i(A) > t, zas§ w przeciwnym wypadku nieréwnosé jest spelniona
trywialnie.
Podobnie, jesli ¢ > X;(A4), to
i—k

Fp(t) > N

gdyz jesli i — k > 0, to A\j—x(B) < \(A) < t.
Zatem dla t < \; mamy |Fa(t) — Fp(t)| = Fp(t) < kN~-1. Dla t € [\;, A\j41), mamy

i kE k
Fa(t) = Fo(t) = 1 — Fo(t) € [ -+~
Wreszcie dla t > Ay mamy |Fa(t) — Fp(t)|=1—-Fp(t)<1— (N —k)N-1 =kN~L O

3 DMacierze gaussowskie — podstawowe wlasnosci

Niniejszy rozdzial bazuje na pozycjach [M] oraz [AGZ]. Wyprowadzenie gestoSci macierzy niezmien-
niczych o niezaleznych wspélczynnikach jest uproszczeniem dowodu przedstawionego w [M]. Dowdd
wzoru na gestosé wartosci wlasnych macierzy GOE mozna znaleZé w obu wspomnianych Zrédiach,
aczkolwiek [M] omija wiekszo$¢ istotnych zagadnieri analitycznych, ktdrych przedstawienie ponizej
zostato oparte na pozycji [AGZ]

Jednym z podstawowych postulowanych przez fizykéow zatozen dot. macierzy losowych jest, aby
ich rozktad byt niezmienniczy ze wzgledu na sprzezenia macierzami ortogonalnymi lub unitarnymi
(czyli nie zalezal od wyboru bazy ortonormalnej, w ktérej sa reprezentowane). Macierze o tych
wlasnosciach stanowia bardzo szeroka klase modeli, badana w ogdélnoéci przy uzyciu metod anali-
tycznych. Okazuje si¢ jednak, ze jezeli do zalozenia niezmienniczosci dodamy zalozenie, ze zmienne
na i powyzej przekatnej sa niezalezne (ze wzgledu na symetrie macierzy jest to najsilniejsze zalo-
zenie o niezalezno$ci na jakie mozemy sobie pozwolié), klasa dopuszezalnych rozkladéw istotnie sie
zaweza. W szczegdlnoéci wspolczynniki macierzy musza mieé¢ rozklad gaussowski. W nastepnych
rozdziatach udowodnimy ten fakt oraz pokazemy, ze tego typu specjalne macierze maja duzo do-
brych wlasnosci analitycznych i probabilistycznych. Jedna z nich jest mozliwo$é znalezienia jawnego
wzoru na gesto$¢ wartosci wlasnych.

Podobnie jak w poprzednich paragrafach, dowody ograniczymy do macierzy o wspolczynni-
kach rzeczywistych, natomiast w przypadku zespolonym zasygnalizujemy tylko jak zmieniaja sie
odpowiednie twierdzenia.

3.1 Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE)

Definicja 5. Powiemy, Ze macierz losowa

Hy Hyp ... Hin
H— Hgl . HQN
Hnq ... Hpyn

16



jest macierzq GOFE jesli
e dla Z,] < N, Hij = Hji p.-n.,

o (Hij)igi<j<nN $q niezalezne,

e dla kazdego i, Hy; ~ N(0,2),
e dla dowolnych i < j, H;; ~ N(0,1).

Uwagi:

1. Powyzej przyjmujemy konwencje, ze drugim parametrem rozktadu gaussowskiego jest warian-
cja, w szczegblnosci jedli g ~ N(0,1), to v2g ~ N(0,2).

2. Macierz symetryczng N x N mozemy utozsamié¢ z wektorem w RYN+1/2 Przy takim utoz-
samieniu, rozklad Py macierzy H ma gestos¢ wzgledem miary Lebesgue’a, dana wzorem

1 1 1 1 ,
g(H) = 2N/2 (2m)N(N+1)/4 exXp ( 1 ;VH“Q D) Z H”)

IisysN

1 1 1 9
= 3572 (27T)N(N+1)/4 exp(f ZtrH )

3. Jak tatwo sprawdzi¢, rozklad macierzy GOE nie zalezy od wyboru bazy ortonormalnej, tzn.
dla dowolnej macierzy U € Oy,
H~UTHU,

3.1.1 Charakteryzacja macierzy GOE

Ponizsze twierdzenie implikuje, ze symetryczna macierz losowa o niezaleznych wspdélczynnikch
(mod. symetria) i z gestoscia niezmiennicza na sprzezenia macierzami ortogonalnymi musi by¢
z dokladnoscia do skalowania i przesuniecia macierza GOE.
Twierdzenie 9. Zaldimy, ze symetryczna macierz losowa H = [Hyjl; j<n spetnia warunki

(1) (Hij)ij<n s@ niezaleZnymi zmiennymi losowymi,

(ii) dla kazdej macierzy U € O,,, H ~UTHU.

Wowczas macierz H jest albo stala p.n. i rowna A\Id dla pewnego A € R, albo ma gestos$é postact
g(H) = exp(—atr H? — btr H — ¢),
gdzie a > 0,b,c € R.

Dowdéd. Wykazemy najpierw, ze jezeli macierz H speinia zalozenia twierdzenia, to zmienne H;; dla
1 # J majg wszystkie ten sam rozklad i podobnie, wszystkie zmienne H;; majg ten sam rozktad.
W tym celu wystarczy ograniczy¢ sie do sprzezen macierzami permutacji. Niech dla k& < [,
U(k,l) oznacza macierz transpozycji k < [ (czyli w terminach bazy U(k,l)er = e;,U(k,l)e; = ey,
oraz U(kl)e; = e; dla i # k,1).
Oznaczmy wspélezynniki macierzy U (k, )" HU (k,1) przez a;j. Mamy
a) agx = Hy,
b) Cbkj = Hlj dlaj 75 k‘,l,
c) a, = Hy dlai #Ek,l.
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Z punktu a) wynika, ze wszystkie elementy na przekatnej maja ten sam rozklad, z b) réwnosé
rozkladéw elementéw lezacych w tej samej kolumnie, poza elementem na przekatnej, zas z ¢) réwnosé
rozkladow elementow z tego samego wiersza, lezacych poza przekatna. Stad juz wynika rownosé
rozktadow odpowiednich wspotezynnikéw.

Zal6zmy teraz dodatkowo, ze rozklad macierzy H ma gladka i $cidle dodatnia gestoéé g wzgledem
miary Lebesgue’a na RNV+1/2 7 niezaleznosci i udowodnionej réwnosci odpowiednich rozkladéw
gestosé ta jest postaci

g )= [ fi(Hy)
1IN
gdzie f;; sa gestosciami prawdopodobiefstwa na prostej (wiemy juz, ze f; = f;; oraz fi; = fr dla
dowolnych i < j, k < I, ale dla skr6cenia zapisu nie bedziemy uwzgledniaé tego w notacji).

Aby znalezé funkcje f;;, wystarczy ograniczy¢ sie do podmacierzy [H;jl; j<2. Latwo wykazaé, ze
réwniez jej rozklad jest niezmienniczy ze wzgledu na sprzezenia macierzami ortogonalnymi (wynika
to z faktu, ze dowolng izometrie R? mozna rozszerzy¢ do izometrii RY). Zatézmy zatem, ze N = 2.
Rozwazmy szczegblna postaé izometrii

Uy = { cosf sind ],

—sinf cos@

czyli obrét o kat 6 € R.
Zdefiniujmy Fp: R?® — R3 wzorem

Fo(H) = UFHU,.
Korzystajac z powyzszej definicji, tatwo sprawdzié, ze

d duf dUy

—Fp(H)= —2H FTH—>

qpfo(H) = — ~HUp + Uy H—p (7)
= WUHFG(H) + Fo(H)Uy a0

= Afp(H) + Fp(H)AT,

_duf . [0 -1
a=on-0 3

7 twierdzenia o calkowaniu przez podstawienie, wynika ze dla kazdego 6 gesto$¢ macierzy
F, Y (H) = UgHU{ jest réwna

gdzie

g(Fp(H))|det DFp(H)| = g(Fy(H))

(jakobian jest réwny 1, gdyz przeksztalcenie Fe_l zachowuje norme Hilberta-Schmidta macierzy).

Z drugiej strony, z niezmienniczodci rozktadu H wzgledem sprzezen macierzami ortogonalnymi,
rozktad Fgl(H) jest réwny rozkladowi H. Stad g(Fy(H)) = g(H) p.n. wzgledem miary Lebesgue’a.
7Z gladkosci g wynika, ze réwnosé ta musi zachodzi¢ wszedzie (dopelnienie zbioru miary zero jest
geste). Zatem

dg(Fo(H)) _
do ’
Lewa strong powyzszej réwnosci mozemy policzy¢ korzystajac z (7). Otrzymujemy
fi;(Fo(H )ij) T
T 9(Fe(H))(AFp(H) + Fo(H)A™);; = 0,
fi(Fo(H)ij) !

INAVA
gdzie przyjmujemy konwencje, ze dla macierzy B, przez B;; oznaczamy jej wspolczynniki. Korzy-
stajac z zalozenia, ze ¢ jest dodatnia oraz faktu, ze Fy jest na R3, otrzymujemy stad

1 (Hij)

T L=
(. Al + HAT); =0

1<i<5<2 Fij
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dla dowolnej symetrycznej macierzy H. Mamy

—2H —H. H
AH + HA" = —Hao -|-le{11 ;21;1_2 B

zatem z powyzszej rownosci otrzymujemy

/ / /

Rl R )y =

co dla Hy1 # Hoy mozemy zapisaé jako

(fh(Hn) B fﬁz(Hw)) 1 flolp) 1 (8)

fi1(Hi1)  fea(Ha2)/ Hin — Haa  fi2(Hi2) 2H12

Zauwazmy, ze lewa strona powyzszej réwnosci zalezy tylko od Hi1, Hos, za$ prawa tylko od His.
Wynika stad, ze obie strony musza by¢ stale. Oznaczajac

_oq  f12(12) 1

J12(Hiz) 2Hyo’

otrzymujemy

d
— 1 Hqs) = —4aH
dHys nglQ( 12) arl12,

skad
fi2(Hio) = Cexp(—2aH%,).

Przeksztalcajac lewa strone (8), otrzymujemy

L (H 2o (H
) oog _ SeaHa) o

f11(H11) f22(H22)

skad ponownie otrzymujemy, ze obie strony musza by¢ stale. Zatem dla pewnej stalej b,

aH log fi1(H11) = —2aH11 +,
czyli
fll(Hll) == Dexp(—aHfl - lel)-

Mozemy teraz wroci¢ do ogblnego przypadku macierzy dowolnych rozmiaréw i napisaé
g(H) = exp ( - CL(ZH% + QZHZQJ) - bZHii - c) = exp(—atr H? — btr H — ¢),
i i<j i

dla pewnej stalej normalizujacej c. Zauwazmy, ze musimy mie¢ a > 0, gdyz w przeciwnym przy-
padku otrzymana funkcja nie bylaby catkowalna.

Wzér na rozklad macierzy H udalo nam sie znalezé przy zalozeniu, ze posiada on gladka i
dodatnia gesto$¢. Ogdlny przypadek mozna latwo sprowadzi¢ do powyzszego, poprzez dodanie do
macierzy H niezaleznej macierzy gaussowskiej. Niech zatem G bedzie macierza GOE, niezalezna
od H. Zdefiniujmy

H. = H + <G.

Mozna sprawdzié¢, ze dla e > 0 macierz H. ma gladka i Scisle dodatnia gestosé. Jest takze niezmien-
nicza na sprzezenia macierzami ortogonalnymi i ma niezalezne wspélezynniki (mod. symetria).
Zatem, jak wykazaliSmy, ma gesto$¢ postaci (9), czyli jej wspoélezynniki sa zmiennymi gaussowski-
mi. Zauwazmy, ze a we wzorze (9) odpowiada 1/(20?%) gdzie 0 to wspélna wariancja zmiennych
na przekatnej. Ponadto bo? jest wspdlng rednia tych zmiennych. Oznaczmy przez m. i o2 érednia
i wariancje zmiennej (H.)11. Z oczywistej zbieznosci H, — H dla ¢ — 0 otrzymujemy w szcze-
golnosei (H:)11 LA Hy:. Ale staba zbiezno$é¢ zmiennych gaussowskich jest réwnowazna zbiezno$ci
ich parametréw, co wigcej granica jest zawsze gaussowska. Zatem, jezeli 02 — 0, macierz H jest
deterministyczng macierza diagonalna, w przeciwnym wypadku posiada gestosé postaci (9). O
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3.1.2 Rozklad laczny wartosci wlasnych macierzy GOE

Twierdzenie 10. Niech H bedzie macierzg GOE (N XN ), za§ A\1 < A2 < ... < A\ jej warto$ciamsi
wlasnymi. Wowczas gestosé wektora losowego (M1, ..., AN) wyraza sie wzorem

N
1
(M- An) = Dy [T 1A = Al exp ( -4 2A$)1{A1<,“<AN},

i<J

gdzie Dy jest pewng stalg normujgcg.

Whioski
1. Wartosci wlasne macierzy GOE z prawdopodobienstwem 1 sg jednokrotne.

2. Niech e; oznacza jednostkowy wektor wlasny macierzy H, odpowiadajacy \;, wybrany tak,
aby jego pierwszy niezerowy wyraz byl dodatni (zauwazmy, Ze poniewaz wartosci wlasne

maja krotnos$é 1, definicja ta jest jednoznaczna). Wowczas (eq,...,en) jest niezalezny od
()‘la"'a)\N)'

3. Macierz [ej]es]...|en] (czyli macierz o kolumnach e;) ma taki sam rozklad jak macierz
[uijsgn(uij)]ij<n, gdzie U = [u;;] jest macierza rozlozong wzgledem miary Haara na gru-

pie ortogonalnej Oy .

Uwaga W wyrazeniu A(Aq,...,Any) = Hi<j |A; — Aj| mozemy rozpozna¢ wyznacznik Vander-
monde’a
oA A A
TP VDY D T
det | . . . .
IRED VRN D TV

Dowdd Twierdzenia 10. Najproéciej rzecz ujmujac, dowdd sprowadza sie do wzoru na catkowanie
przez podstawienie i bazuje na wlasciwej parametryzacji zbioru macierzy symetrycznych przy uzyciu
ich wartosci wlasnych i dodatkowych parametréw. Parametryzacja taka nie jest mozliwa dla calego
zbioru macierzy symetrycznych, niemniej mozna ja uzyska¢ po odrzuceniu domknietego zbioru
miary zero. Ponizej przedstawimy te wtasnosci parametryzacji, ktére sa kluczowe dla dowodu.
Natomiast sama, do$¢ techniczna, konstrukeje praykladowej parametryzacji podamy pézniej (wybér
konkretnej parametryzacji nie ma znaczenia dla dowodu twierdzenia).

Macierz symetryczna H o wartodciach wlasnych A1 < ... < Ay mozemy zapisa¢ w postaci
H = UDUT, gdzie U € Oy , za$ D = Diag(A1,...,Ay). Jezeli \; < Ay < ... < Ay, to zapis
ten jest prawie jednoznaczny (dla kazdej wartosci wlasnej odpowiadajacy jej jednostkowy wektor
wlasny mozemy wybraé na dwa sposoby).

Okazuje sie, ze mozna znalezé podzbiér otwarty On C Oy, ktéry daje sie gladko sparametry-
zowaé pewnym podzbiorem otwartym A C R™"~1/2 taki ze zbiér macierzy symetrycznych, ktére
nie maja przedstawienia postaci UDiag(Ay,...,Ax)UT, gdzie A\; < ... < Ay oraz U € O,, jest do-
mknigtym zbiorem miary zero. Istnieje zatem gladkie przeksztalcenie T: A x A — MY (N N),
(gdzie A = {(A1,...,An) € RV A < ... < An}), takie ze

T(U,\) = Ty (U)Diag(\y, ..., An)TL(U)T

oraz MY (N, N)\T(U x A) jest domknietym zbiorem miary 0.
Rozwazmy teraz dowolny zbiér otwarty B C A x A. Mamy

BT\ (H) € B) = P(H € T(B)) = [

g(H)dH = / o(T(U, \)| det DT|dAU,  (9)
T(B) B
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gdzie g jest gestoscia macierzy GOE. Poniewaz g(H) = cy exp(—4~1tr H?), zachodzi réwnosé

| N
g(T (U, \)) = e exp ( ~ 1 ZA?)
i=1

Przyjrzyjmy sie dokladnie macierzy DT. Oznaczmy [h;;| = T'(U, X). Przy ustalonym U, odwzo-

rowanie 7" jest liniowa funkcja A, wigc 4 9L nie zalezy od A, zas aa 2odlar=1,2,...,N(N —1)/2

rowniez jest liniowa funkcja . Wymka stadd ze det DT jest przy ustalonym U w1elomlanem zmien-
nej A stopnia co najwyzej N(N —1)/2.

Zauwazmy ponadto, ze wzér T(U,\) = Ty (U)Diag(\1, ..., \n)T1(U)T pozwala rozszerzyé T
na A x RN, Wéwezas, dla A takich, ze \; = \; przy pewnych i # j, przeksztalcenie T nie jest
1 — 1 w otoczeniu punktu (U, A). Wynika to stad, ze przestrzenn wektoré6w wlasnych dla pewnej
wartosci wlasnej jest przynajmniej dwuwymiarowa i mozemy w niej lekko obréci¢ baze wektoréw
wtasnych. Poniewaz O jest zbiorem otwartym, parametryzowanym przez A, istnieja punkty (U’, \)
dowolnie bliskie (U, \), takie ze T(U’, \) = T(U, \). Zatem DT (U, \) nie moze by¢ odwracalne, czyli
det DT = 0, skad wynika, ze det DT, jako wielomian zmiennej A jest podzielny przez [],_.(A; — ;).
Ale, jak wiemy, det DT jest wielomianem stopnia N(N — 1)/2, skad wynika, ze

1<j

det DT(U,\) = f(U) [T\ = X))

i<j

dla pewnej funkcji f. Podstawiajac to wyrazenie do wzoru (9), otrzymujemy

P(T~Y(H) e _/ ex [N = A |eXp(—fZ)\2) U)dAdU

1<j

dla dowolnego zbioru otwartego w A x A. Z lematu o m — X\ ukladach wynika, ze réwnos¢ ta zachodzi
dla dowolnego zbioru borelowskiego, zatem gesto$é T—1(H) jest postaci

N
CNH|)\i — A\jlexp ( - iZAf)f(U
i=1

i<j

skad po odcatkowaniu wzgledem U dostajemy gesto$¢ wektora wartosci wlasnych. O

Konstrukcja parametryzacji uzytej w dowodzie Twierdzenia 10

Zbiér Oy, wykorzystany w dowodzie twierdzenia mozna zdefiniowaé np. jako zbiér wszystkich ma-
cierzy ortogonalnych, ktérych elementy diagonalne sg $cisle dodatnie, a wszystkie minory niezerowe.
Oczywiscie jest to zbior otwarty.

Wykazemy najpierw nastepujacy

Lemat 6. Zbiér Oy posiada gladkq parametryzacje pewnym otwartym podzbiorem RNN—1)/2,

Dowdd. Dla U € Oy, zdefiniujmy

F(U) = (@ Uin U23 Uan Un—an-1 Un-aon Un-1.N ) _ (%

.y geeey 5 9 ) . °
Uy’ UL Uy Uso Un—an—2 Un—an—2 Un_1,N-1 Ui / 1<i<j<N

Niech A = F(Op). Wykazemy, ze A jest otwarty, oraz, ze F ma gladka odwrotnoéé S =
F~1: A - Oy.

Postaé przeksztalcenia S mozemy otrzymaé poprzez indukcje. Niech (vsj)i<; = F(U), gdzie
U = [Uijli,j<n € On. Zauwazmy, ze warunki Z;\le Ufj = 1 oraz U;; > 0 (wynikajace z definicji
zbioru Oy ), implikuja, ze

Ui = ——. (10)
N U3
L4350 o7
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Pozwala to wyznaczy¢ Urq na podstawie (vi;)i<j<n. Dalsze wyrazy macierzy U mozemy wy-
znaczy¢ wiersz po wierszu, indukcyjnie. Zalézmy, ze znamy juz U;; dla i < k, j < N. Macierz U
jest ortogonalna, wiec jej (k + 1)-~wszy wiersz jest prostopadly do poprzednich, czyli dla ¢ < k,

N
> UijUksr,; = 0.

=1

Dzielac powyzsza réwnosé przez Ugtq k41, oraz korzystajac z faktu, ze Uyt j/Uk+1,k+1 = Vk+1,5
dla j > k + 1, otrzymujemy uklad réwnan na z; = Ugt1,j/Uk+1,k+1, J < kt

k N
D Ujay=—1—= > Ujvesrg
=1

j=k+2

dlai=1,...,k. Poniewaz macierz U ma z zalozenia niezerowe wiodace minory gléwne, uktad ten
ma doktadnie jedno rozwigzanie. Znajac ; oraz v1,;, mozemy wyznaczy¢ Ugy1 x+1 2z réwnosci
(10), co nastepnie pozwala na wyznaczenie wspétczynnikéw U415, j # k + 1.

Aby udowodnié, ze A jest otwarty, a S gladkie, zauwazmy, Zze powyzsza konstrukcja moze byé
przeprowadzona dla v = (v;j)i<; € RY (N=1)/2 jedli wyznaczniki macierzy zadajacych uklady
rownan sa w kazdym kroku odwracalne. Zbiér macierzy odwracalnych jest otwarty, a rozwiazanie
uktadu réownan, ktérego wspolczynniki tworza macierz odwracalna, lokalnie jest gltadka funkcja
tych wspolezynnikéw, mozemy wiec przez indukcje wykazaé, ze zbiér tych wektoréw v, dla ktérych
mozemy przeprowadzi¢ powyzsza konstrukcje jest otwarty, a macierz U, przez nig zdefiniowana jest
gladka funkcja v. Aby wektor v nalezal do A, dodatkowo wszystkie minory otrzymanej macierzy
musza by¢ niezerowe, warunek ten oczywiscie zadaje zbiér otwarty. O

Twierdzenie 11. Zbior macierzy symetrycznych H, nie posiadajgcych reprezentacji postaci

H =UDiag(\1,...,An)UT,
gdzie A\ < Xa < ... < Ay, U € ON, jest miary Lebesgue’a zero (jak zwykle utoZsamiamy macierze
symetryczne z wektorami z RN(N+1)/2).

Powyzsze twierdzenie udowodnimy, znajdujac wielomiany, ktére znikajg na macierzach nie po-
siadajacych odpowiedniej reprezentacji i korzystajac z nastepujacego lematu, ktérego dowdd zosta-
wiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 7. Niech P bedzie dowolnym niezerowym wielomianem n zmiennych. Wéwczas zbior {x €
R™: P(z) = 0} ma miare Lebesgue’a zero.

Przypomnijmy teraz dwa klasyczne pojecia algebraiczne dotyczace wielomianéw jednej zmien-
nej.
Definicja 6. Wyrdznikiem wielomianu rzeczywistego P(x) = anx™ + ...+ a1x+ ag nazwiemy liczbe
A(P) =ar" T = N)?,
i<y

gdzie A1, ..., A\, sq pierwiastkami P.

Uwaga 7 reguly wyréznik definiuje si¢ jako a"~2T],_.(A\i — A;j)? (w szczegblnym przypadku

i<j
wielomianéw stopnia 2 daje to znany ze szkoty wzér A = b? — 4ac).

Definicja 7. Rugownikiem wielomianéw P = apx™ + ...+ ag © @ = bpa™ + ... 4+ by nazwiemy
liczbe

r(P,Q) = ay'by, H()‘l - ’7j)»
i,J

gdzie \;,y; to pierwiastki odpowiednio wielomianu P i Q).
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Bezposrednio z definicji wynika, ze wyréznik wielomianu jest rowny zero, wtedy i tylko wtedy,
gdy ma on pierwiastki wielokrotne. Podobnie, rugownik dwéch wielomiandéw wynosi zero, wtedy i
tylko wtedy, gdy maja one wspélny pierwiastek. Ponadto, jak tatwo wykazac

A(P) = (-1)"("=V/2p (P, P'),

gdzie n to stopien P.

Rugownik wyraza sie wielomianowo poprzez wspélczynniki ag, by. Powyzsza réwnosé implikuje,
ze réwniez wyréznik jest wielomianem od wspélezynnikéw ay, (nietrudno wykazad, ze jest tak réw-
niez przy ,standardowej” definicji wyréznika, z potega a2"~2, nie jest to jednak istotne dla naszych
zastosowan).

Fakt 4. Niech P = a,x™ + ...+ ag, Q = bpx™ + ...+ by. Wowczas

Ap  Qp—1 ai ag 0 ... ... 0
0 Qp, Ap—1 e aq Qo 0 0
0 0 (7% Ap—1 ce al ag ce 0
r(P,Q)=det| 0 e . 0 an  Qp_1 ... ai ag
b bm_1 by bo o ... 0
0 bm  bm_1 ... by bp ... O
i 0 b bm—1 cee .. b1 b |

(powyzsza macierz ma n+m wierszy, m razy powtarza sie w niej odpowiednio przesuniety cigg ag,
nastepnie n razy cigg by ).

Lemat 8. Niech H bedzie macierzg symetrycznag, ktorej wszystkie wartosci wilasne sqg jednokrotne
i ktora posiada przedstawienie H = UDUT, gdzie D jest macierzq diagonalng, zas U macierzq
ortogonalng, ktérej przynajmniej jeden wspolczynnik wynosi zero. Wéwczas, dla pewnego k, macierz
H®) otrzymana z H przez usuniecie k-tej kolumny i k-tego wiersza ma wspdlng wartosé wlasng z
H.

Dowdd. Dla dowolnej macierzy A, oznaczmy przez A¥Y macierz powstala z A przez usuniecie
k-tej kolumny i I-tego wiersza. Zalézmy nie wprost, ze H oraz H*) nie posiadaja wspélnej wartosci
wlasnej dla zadnego k i rozpatrzmy dowolng warto$é¢ wlasna H (oznaczmy ja przez A). Niech A =
H — M. 7 rozwinigcia Laplace’a, AAY = det(A)Id = 0, gdzie AV = [(—1)"7 det(AH)]; j<n.
Zatem kolumny macierzy A®¥ sg wektorami wlasnymi H, odpowiadajacymi wartoéci wlasnej A.
7 zalozenia, A ma krotnosé 1, zatem wszystkie kolumny A sg wielokrotno$ciami pewnego jednost-
kowego wektora wlasnego v macierzy A (wyznaczonego z dokladnoscia do zwrotu). Zauwazmy, ze
A?idj = det(H®) — XId) # 0 (z zalozenia, ze H i H®) nie dziela wartoéci wiasnej). Wynika stad,
ze v; # 0. Poniewaz kazda kolumna macierzy U jest wektorem wilasnym H (wyznaczonym z do-
ktadnoscia do zwrotu), otrzymujemy stad, ze wszystkie wspdlczynniki U sa niezerowe, co przeczy
zalozeniom twierdzenia. O

Whniosek Niech H C M(N, N) bedzie zbiorem macierzy symetrycznych H, posiadajacych wielo-
krotne wartoéci wlasne lub reprezentacje postaci H = UDUT, gdzie D jest macierza diagonalna, za$
U € Oy oraz pewien wspoélczynnik U wynosi zero. Wéwczas istnieje wielomian N (N +1)/2 zmien-
nych P, taki ze P(H) = 0 (jak zwykle utozsamiamy macierz symetryczna z elementem RN (V+1)/2),

Dowdd. Niech Q(H ) oznacza wielomian charakterystyczny macierzy H. Jego wspélezynniki sa oczy-
wiscie wielomianami od elementéw macierzy. Macierz H ma wielokrotne wartosci wlasne wtedy i
tylko wtedy, gdy A(Q(H)) = 0. Z kolei z lematu, macierz H o jednokrotnych wartosciach wlasnych,
posiadajaca reprezentacje jak w sformulowaniu twierdzenia, spelnia

[I @) QH™)) =o0.
k=1
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Wielomianem spelniajacym zadane warunki jest zatem np. P(H) = A(Q(H)) Hiv:l r(Q(H), Q(HW®))).
O

Aby wyprowadzi¢ z powyzszego lematu Twierdzenie 11 potrzebujemy jeszcze znanego wzoru
Cauchy’go-Bineta.

Fakt 5. Niech A = [a;;] € M(m,n), B = [bj;] € M(n,m). Dla I C {1,...,n}, |I| =m oznaczmy
przez Ap = [aijli<m,jer, Br = [bijlict j<m- Wowczas zachodzi réwnosé

det(AB)= Y det(A;)det(By).

Dowdd Twierdzenia 11. Wykazemy fakt nieco mocniejszy niz teza twierdzenia, mianowicie, ze mia-
ry zero jest zbiér macierzy H, nie posiadajacych reprezentacji postaci H = U Diag(A1, . . ., AN)UT,
gdzie U € Oy oraz dla dowolnych I,J C {1,...,N},

=1, 1#7 = [[x# ][ (11)
iel ieJ

Dla dowolnego k = 1,..., N oraz zbioréw I,J C {1,..., N}, mocy k, oznaczmy (/\lc H) gy =
det Hy, j, gdzie Hy j jest minorem macierzy H wyznaczonym przez zbiér I wierszy i zbiér J kolumn.
A" H jest zatem macierza rozmiaréw (1;[) X (]Z) Latwo sprawdzié, ze (A" H)T = A" HT, zatem
jezeli H jest symetryczna, to réwniez /\kH jest symetryczna. Ponadto wzér Cauchy’ego-Bineta
implikuje, ze \"(H1Hs) = (A" Hy)(A\" Hy), skad wynika, ze A" U jest macierza ortogonalna, co
wiecej jezeli H = UTDU, to N¥H = (N*U)T(\* D) \*U), oraz \* D jest macierzg diagonalna,
ktoérej elementy diagonalne, to wszystkie iloczyny k sposréd wartosci wlasnych macierzy H.

Jezeli zatem wartosci wlasne macierzy H nie spelniaja warunku (11), to dla pewnego k, macierz
/\lc D ma wielokrotne wartosci wlasne. Z kolei, jedli warunek ten jest spelniony, ale pewien minor
macierzy U jest zerowy, to dla pewnego k, macierz /\k U ma zerowy wspélczynnik. Z lematu 8
wynika zatem, ze zbiér macierzy nie posiadajacych zadanej reprezentacji zawiera sie w zbiorze
miejsc zerowych pewnego wielomianu, a zatem - z Lematu 7 - ma miare zero. O

3.2 Gaussian Unitary Ensemble

Definicja 8. Macierzg GUE nazywamy macierz losowg postaci

Xi12+iY12 Xain+iYin
X1 72 . 72
Xi12—iY12 . L Xon+iYon
H = V2 V2 , (12)

Xan—tYin  Xon—iYon
V2 V2 e XNN

gdzie X;;,Y; ; sq niezaleznymi zmiennymi N (0, 1).

Uwagi

1. Macierz H mozemy utozsami¢ z losowym elementem R ’ (rozpatrujac jej wspoOlczynniki na
przekatnej oraz czeSci rzeczywiste i urojone wspélezynnikéw nad przekatna). Wowcezas jej
rozklad ma gestoscé

1 1 5
N2 N2 exp ( — §trH )

2. Podobnie jak w przypadku macierzy GOE, rozklad macierzy GUE jest niezmienniczy ze wzgle-
du na wybér bazy ortogonalnej. W tym wypadku oznacza to, ze

H ~ U*HU,

dla dowolnej macierzy unitarne;j.
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3. Mozna wykazaé, ze jezeli macierz losowa H jest postaci (12), gdzie X;;,Y;; ¢ < j sa rze-
czywistymi niezaleznymi zmiennymi losowymi, ma rozktad absolutnie ciagly, niezmienni-
czy ze wzgledu na sprzezenia macierzami unitarnymi, to jej gesto$é jest postaci g(H) =
exp(—atr H2 — btr H — ¢) dla pewnych a,b,c € R, a > 0.

Réwniez da macierzy GUE mozna znalez¢é gestos¢é wektora wartosci wlasnych. Dowdd ponizszego
twierdzenia jest zblizony do dowodu Twierdzenia 10, ale zawiera dodatkowe szczegdly techniczne
(ze wzgledu na konieczno$é sparametryzowania macierzy unitarnych oraz na fakt, ze wyznacznik
Vandermonde’a pojawia si¢ w gestodci w potedze 2).

Twierdzenie 12. Gestosé wektora wartosci wtasnych macierzy GUE rozmiaréw N x N wyraza sie
wzorem

Dy [T = AP TTexp(= DA /215, <xaccands
i=1 [

i<j

gdzie Dy jest pewng stalq.

4 Twierdzenie Marczenki-Pastura

Dowdd twierdzenia Marczenki-Pastura przedstawiony ponizej jest pewnym przeformulowaniem do-
wodu z [BS]. W ksigzce tej mozna znaleZé réwniez dowdd kombinatoryczny oraz pewne uogdlnienia.
Informacje o stabej zbieznodci miar niekoniecznie probabilistycznych mozna znaleZé w ksigzce [F| lub
(w ujeciu badziej abstrakcyjnym) w wigkszosci podrecznikéw do analizy funkcjonalnej. Podstawowe
fakty dotyczqce transformaty Stieltjesa sq podane w [AGZ] oraz [BS]

Omoéwimy teraz drugi, po twierdzeniu Wignera, podstawowy fakt dotyczacy stabej zbiezno$ci
miar spektralnych macierzy losowych — twierdzenie Marczenki Pastura.
Rozwazmy tablice (X;;)1<i,j<co Diezaleznych rzeczywistych zmiennych losowych o tym samym
rozkltadzie i ustalmy liczbe y € (0, 00) oraz ciag liczb naturalnych N,,, taki ze lim,, o, N, /n = y.
Zdefiniujmy macierz losowa wymiaréw N, na n,

My, = [Xijlign,,j<n-

Bedziemy zainteresowani zachowaniem miary spektralnej macierzy

1
S=8,=—-M,M".
n

Uwaga Jak latwo sprawdzié¢, macierz S, jest nieujemnie okreSlona, skad wynika, ze jej miara
spektralna skupiona jest na péiprostej [0, 00).

Macierz S ma wymiary N,, X N,, oraz jest rzedu co najwyzej min(N,,n). Wynika stad, ze
jezeli N, > n, 0 jest wartoscia wlasna S, krotnosci przynajmniej N,, —n, co dla y > 1 jest rzedu
(y—1)n. Zatem dla y > 1 miara spektralna S,, ma dla duzych n atom w zerze o wadze przynajmniej
(y—1)n/N,, — 1—y~t. Mozemy wiec podejrzewaé, ze asymptotyczne zachowanie miary spektralnej
macierzy S, jest rozne dla y < 1 oraz y > 1. Jest tak w istocie, niemniej przypadki te sa ze soba
Scisle powiazane. Zachodzi bowiem nastepujacy fakt, ktorego dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Fakt 6. Dia dowolnej macierzy A, niezerowe wartoéci wlasne macierzy AAT oraz AT A sq réwne
i majqg te same krotnosci.

Graniczne zachowanie miary spektralnej macierzy .S,, jest opisane przez tzw. rozklad Marczenki-
Pastura.
Definicja 9. Dla y > 0 zdefiniuymy o = a, = (1 — \/y)2, b= by
Marczenki-Pastura nazwiemy miare v, o gestosci

(1 + \/%)*. Rozkladem

(b—2z)(x — a)ljp(z)
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na (0,00) oraz atomie w zerze o wadze 1 —1/y dla y > 1.
Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 13 (Marczenko-Pastur). Dla dowolnego y > 0 oraz ciggu liczb naturalnych Ny,
takiego, ze Nyp/n — y oraz tablicy (Xij)i<i j<oo zmiennych losowych i.i.d. o wariancji 1, miara
spektralna macierzy n~'S,, zbiega prawie na pewno do rozkladu Vy.

Podobnie jak twierdzenie Wignera, powyzsze twierdzenie mozna udowodni¢ metoda momentow,
poprzez analize $ladéw poteg macierzy S,. My jednak podamy inny, bardziej analityczny dowdd,
oparty o transformate Stieltjesa.

Zanim przejdziemy do omoéwienia metody dowodu, zasygnalizujmy zwiazek pomiedzy powyzszym
twierdzeniem Marczenki-Pastura, a problemem przyblizania macierzy kowariancji wektoréow loso-
wych. Rozwazmy wektor losowy X = (Xq,..., Xp)T. Przypuscmy, ze chcemy przybliza¢ macierz
kowariancji wektora X na podstawie n niezaleznych kopii XV, ..., X (™) tego wektora. Zalézmy dla
uproszczenia, ze wspolrzedne wektora X sg scentrowane. Naturalny estymator macierzy kowariancji

ma postaé
Z x @) X(J)

Okazuje sig, ze jezeli n jest proporcjonalne do p, powyzszy estymator nie jest dobrym przyblize-
niem macierzy kowariancji. Uzasadnienie, ktére przedstawiamy ponizej jest raczej nieformalne, jego
celem jest jednak raczej przedstawienie zwigzkéw z twierdzeniem Marczenki-Pastura niz precyzowa-
nie modelu statystycznego lub wyjasnianie, co rozumiemy przez ,dobre przyblizenie”. Wyjasnijmy
wiec tylko, ze odnosi sie ono do czestego w statystyce modelu, w ktérym wymiar danych jest duzy
(co modelujemy biorac p — o0), za$ licznoéé prébki nie przekracza jego ustalonej wielokrotnosei.

Zalézmy zatem dodatkowo, ze wspdlrzedne X; sa zmiennymi i.i.d., o wariancji 1. Oczywiscie
wéwezas macierz kowariancji wektora X jest réwna Id. Zauwazmy, ze oznaczajac X ) = (Xij)i<ps
dostajemy

S =

:\H

(S = Zij 1= — (MnMZ)kz,

gdzie M,, = [Xijli<p.j<n- Jezeli p,n — oo w taki sposéb, ze p/n — y € (0,00), z Twierdzenia
Marchenki-Pastura wynika, ze macierz S ma z prawdopodobienstwem oddzielonym od zera norme
operatorowg okolo (1+ ,/y)?, a wigc nie moze by¢ bliska Id, czyli prawdziwej macierzy kowariancji.

4.1 Podstawowe informacje o transformacie Stieltjesa

Definicja 10. Transformatq Stieltjesa nieujemnej, skonczonej miary borelowskiej u na R nazywa-
my funkcje s,: Ct ={z € C: Imz > 0} — C, dang wzorem

SM(Z)Z/]R L du(a).

r—z

Uwaga Calka w powyzszej definicji jest dobrze okreslona, gdyz dla kazdego z o dodatniej czesci
urojonej, funkcja podcatkowa jest ograniczona. Ponadto, jak nietrudno wykazac¢, funkcja s, jest
analityczna w CT.

Transformata Stieltjesa jest dos$é uzytecznym narzedziem w badaniu sltabej zbieznodci miar
probabilistycznych, pelniac role podobna do funkcji charakterystycznej (transformaty Fouriera).
Szczegblne znaczenie transformaty Stieltjesa w badaniu miar spektralnych macierzy losowych wy-
nika z jej dobrych wlasnosci algebraicznych, dajacych wzory rekurencyjne, pozwalajace na obnizenie
wymiaru rozpatrywanych macierzy (podobnie przydatno$é funkcji charakterystycznych w badaniu
sum niezaleznych zmiennych losowych wiaze sie z faktem, ze funkcja charaktersytyczna takich sum
to iloczyn funkcji charakterystycznych sktadnikéw).
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Ponizej przedstawiamy podstawowe fakty dotyczace zwiazkéow transformaty Stieltjesa ze staba
zbiezno$cia miar.

Twierdzenie 14 (Transformata Stieltesa jest odwracalna). Dla dowolnego otwartego przedzialu
I = (a,b), ktérego korice nie sa atomami u, zachodzi wzdr

1
p(l) =lim — [ Ims,(x+ ie)da.

e—0 T I

Dowod. Mamy

1/bIms (x+i5)da:—1/b/1mld (N dzx
T Ja a Cr ). g A—x—ie a

b g
2 L o
/ %(arctan((b — ) /e) — arctan((a — A)/E))dﬂ()‘)~
R

Dla A € R mamy lim._.garctan(A/e) = (sgn A)w/2, zatem dla A < a oraz A > b, funkcja podcal-
kowa zbiega do 0 przy € — 0, za$ dla A € (a,b) funkcja ta zbiega do 7~ 1(7/2 — (—7/2)) = 1. Teza
wynika zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej. O

Zanim sformulujemy kolejne twierdzenie, przypomnijmy, ze staba zbiezno$¢ miar mozna okre-
§li¢ nie tylko na miarach probabilistycznych, ale ogdlniej na miarach nieujemnych skonczonych.
Dokladniej, méwimy, ze ciag miar p,, zbiega stabo do miary p jezeli

lim [ fdu, — / fdu, (13)
dla dowolnej funkcji cigglej i ograniczonej, znikajacej w nieskonczonosci. Jezeli miary pu, sa pro-
babilistyczne, oraz pu, zbiega slabo do u, to pu(R) < 1, przy czym moze sie oczywiscie zdarzyé, ze
#(R) < 1 (w takich sytuacjach p jest czasami nazywana rozkladem ulomnym). Ponadto, jak latwo
wykazaé, jezeli miara graniczna p tez jest miara probabilistyczna, to (13) zachodzi dla dowolnej
funkcji ciaglej i ograniczonej, co usprawiedliwia stosowanie terminologii staba zbiezno$é w szerszym
kontekscie miar niekoniecznie probabilistycznych.

Jednym z podstawowych faktéw dotyczacych stabej zbieznosci jest twierdzenie méwiace, ze z
kazdego ciagu miar probabilistycznych mozna wybrac podciag zbiezny (by¢ moze do rozkladu utom-
nego). Fakt ten (sformulowany w jezyku dystrybuant) jest czesto stosowany do dowodu twierdzenia
Prochorowa. Wynika on réwniez do$¢ latwo z tego twierdzenia zastosowanego do prostej uzwarco-
nej nieskonczonoscia. Alternatywnie, dzieki twierdzeniu Riesza, staba zbieznoéé miar skonczonych
mozna traktowaé jako szczegdlny przypadek x-stabej zbieznosSci znanej z teorii przestrzeni Banacha.
Prezwarto$¢ rodziny miar probabilistycznych jest woéwczas szczegdlnym przypadkiem twierdzenia
Banacha-Alaoglu.

Twierdzenie 15. Niech u, bedzie ciggiem miar probabilistycznych na R.

a) Jezeli i, zbiega stabo do miary p (niekoniecznie probabilistycznej), to s, () — su.(z) dla
dowolnego z € CT.

b) Jezeli s, (z) — s(z) dla dowolnego z € C*, to istnieje dokladnie jedna miara nieujemna
skoriczona, taka zZe s = s,,. Ponadto p, zbiega stabo do p.

Dowéd. Czeéé a) wynika z faktu, ze dla ustalonego z € C*t, funkcja o + (z — z)~! jest funkcja
ograniczona, znikajaca dla |z| — oo.

Aby wykazaé punkt b), zauwazmy, ze punkt a) oraz odwracalno$é transformaty Stieltjesa im-
plikuja, ze wszystkie podciagi stabo zbiezne ciagu u zbiegaja do tej samej granicy (ozn. ja przez
1). Wraz z prezwartoscia p,, implikuje to juz teze. O
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Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 13, wprowadzimy jeszcze pewne uzyteczne fakty,
ktérych dowod zostawiamy jako éwiczenie.

Przypomnijmy, ze dla dowolnej macierzy A, przez A®) oznaczamy macierz powstalg z A przez
usuniecie k-tego wiersza i k-tej kolumny:.

Lemat 9. Niech A = [a;j]; j<n bedzie macierzqg N x N. Zaléimy, ze A sq oraz A®) (k < N) sq
odwracalne oraz oznaczmy H = [hijli j<n = A~ Wéwczas

1
apr — ol (AW)=15,7

hir =

gdzie af oraz By sq wektorami otrzymanymi odpowiednio z k-tego wiersza i k-tej kolumny A przez
usuntecte k-tej wspotrzednej.

W szczegélnosci
N

1
AT =
o 2 T(AW) 15,

k=1 Wk T O

Lemat 10. Jesli macierz A jest symetryczna i odwracalna oraz A% jest odwracalna, to

1+ of (AR)=2q,
Al — ag(A(’f))*lak

tr A7H —tr (AR =

Lemat 11. Dla dowolnej miary p i dowolnego z € C*, Ims,(z) > 0.

Lemat 12. Jesli p jest miarg probabilistyczng skupiong na [0,00), to dla kazdego z € CT oraz
y>0,
Im(y+2z—1+yzs,(z)) >Imz.

4.2 Dowbdd twierdzenienia Marczenki-Pastura

Podobnie jak w przypadku twierdzenia Wignera, poprzez zastosowanie T'wierdzenia 8, dowéd mozna
sprowadzi¢ do przypadku zmiennych scentrowanych, za$ nieréwno$¢ Hoffmana Wielandta pozwala
ograniczy¢ sie¢ do zmiennych ograniczonych. Poniewaz szczegdly techniczne sg bardzo podobne do
dowodéw Twierdzen 5 i 7, pominiemy je i od razu zalozymy, ze zmienne X;; sa ograniczone i maja
Srednia zero.

Przy tych zalozeniach wykazemy, ze z prawdopodobienstwem 1, transformaty Stieltjesa (lo-
sowych) miar spektralnyh macierzy S, zbiegaja punktowo do transformaty Stieltjesa miary w,,.
Poprzez Twierdzenie 15 implikuje to juz teze Twierdzenia 13.

Oznaczmy miare spektralng S, przez L,, za$ jej transformate Stieltjesa przez s,.

Dowéd podzielony jest na cztery czesci. Najpierw wyznaczymy Transformate Stieltjesa miary v.
Nastepnie wykazemy, ze dla kazdego z € C*, z prawdopodobienstwem 1, s,,(z) — Es,,(z) — 0. Ko-
lejnym krokiem bedzie wykazanie, ze dla dowolnego z € C*, Es,(z) — s,,(2) (czyli wykorzystamy
typowy schemat ,zbieznosé¢ srednich + koncentracja”). Stad juz wynika, ze z prawdopodobiefistwem
1, 5,(2) — s, (2) dla z z pewnego przeliczalnego gestego podzbioru C*. Aby rozszerzyc¢ te zbieznosé
na caty zbiér Ct skorzystamy z ogdlnych faktéw dotyczacych zbieznosci funkeji holomorficznych
(twierdzenie Vitaliego).

4.2.1 Transformata Steltjesa miar v,

Dla uproszczenia notacji oznaczmy s¥(z) = s, (z). Zalézmy najpierw, ze y < 1. Z definicji

11
sy(z):/ V(b —2z)(x — a)dx,

T — 22wy
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gdziea = (1— /y)%, b= (1+ \/5)2 Przez podstawienie z = 1+ y + 2,/y cos 6, otrzymujemy

T2 sin? @
sy(z):/ = de
o T(1+y+2/ycosO)(1+y+2,/ycost — z)

_/2”2 sin® ¢ "
» T(l+y+2ycost)(1+y+2/ycost — z)
1 [ sin? 6
;/0 (1+y+2/ycost)(1+y+2\/ycost — z)
1 27 (eie _ e—i9)2
W), AT e e

do

ie?de.

W ostatnim wyrazeniu mozemy rozpoznaé calke krzywoliniowa po okregu (przypomnijmy, ze dla
krzywej 7 i funkcji f f,y [ definiujemy jako [ f(r(¢))r'(t) gdzie r jest parametryzacja krzywej 7).
Zatem

Y(y __L (5_5_1)2
)= /g Ty i N0 Tyt aEren 9%
ey (€212
i e (AT e T Vi@ T ) 1y - e+ VB T 1)

Aby obliczyé¢ powyzsza catke, mozemy zastosowaé teorig residudéw. Funkcja podcatkowa ma 5 bie-
gunow, wszystkie rzedu 1. Sa nimi &y = 0,

A4y -QQ-y 1 _—0+y+Q0-y
51_ 2\/@ _\/gv 52 2\/@ \/y

¢ _ Oty t+e— V-2 - 201 +y)z + 22 ¢ _ Oty et V-2 - 201+ y)z + 22
3 2\/? ’ 4 2\/@ Y

przy czym przyjmijmy, ze przez /- oznaczamy galaz gléwna pierwiastka. Zauwazmy, ze |£1| > 1,
|€2| < 1. Ponadto §3&4 = 1. Oznaczmy r = [—(14+y)+2]/2/y i zauwazmy, ze {4 = r++/r2 — 1. Latwo
sprawdzi¢, ze niezaleznie od tego czy r nalezy do pierwszej czy do drugiej ¢wiartki plaszczyzny
zespolonej (r € C z zaloZenia o z), czeSci rzeczywiste r oraz v/r2 — 1 sg tych samych znakéw,
podobnie czesci urojone. Poniewaz r # 0, wynika stad, ze |£4] > |&3], a zatem |&5] < 1, |[&4] > 1.
W kole jednostkowym funkcja podcalkowa ma zatem trzy bieguny &g, &2, &3. Obliczajac residua w
tych punktach, otrzymujemy

de.

1, 1 1 1—y

Y)=— ——— —v/ (1 —y)2—-2(1 2 — >

sY(z) 2( ) yz\/( Y) 1+y)z+2 o
Cl-y—z+/(1—y—2)?%—4dyz

507 (14)
Powyzszy wzér wyprowadziliSmy przy zalozeniu, ze y < 1. Z ciaglo$ci wzgledem zmiennej y, jest
on prawdziwy takze dla y = 1.

Rownosé (14) zachodzi takze dla y > 1. Wyprowadzenie jej sprowadza sie do uwzglednienia
atomu w zerze i obliczenia metoda residuéw, tej samej caltki, co dla y < 1. Szczegdly pominiemy,
zaznaczajac tylko, ze w przypadku y > 1, bieguny, ktore nalezy uwzgledni¢ we wzorze residuéw to

£0,&1,&.

4.2.2 Dowdd zbieznosci s,(z) — Es,(z) — 0 p.n. (przy ustalonym z).

Podstawowym naszym narzedziem bedzie
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Twierdzenie 16 (Nieréwnosé¢ Azumy). Niech My, My, ..., M, bedzie martyngalem wzgledem pew-
nej filtracji F;, Moy = 0. Oznaczmy d; = M; — M;—1 (i > 1). Wéwezas, dla dowolnego t > 0,

tQ
P(|M,| > t) < 2exp ( _ n7>
23 i dill%

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze ||d;||s > 0. Dla A > 0 obliczmy

Eexp(AM,) = [T IE(exp(Ad:)|Fim1)loc-
=1

Mamy d; = 2711 —d;/||di|loo) (—||dilloo) + 271 (1 +di/||dil| o) ||di || o, zatem z wypuklogci funkcji
x +— exp(Ax) dostajemy
exp(Ad;) < 271 (1 = di/|dloc) exp(=Alldilloc) + 271 (1 + di/l|d] ) exp(Alldi|oc)-
Z warunku E(d;|F;—1) = 0, wynika ze

e AMdilloo 4 eAlldillo

5 < HNldilZ /2.

E(exp(Ad;)|Fi—1) <

Zatem Eexp(AM,,) < exp(A* Y7, ||di||%/2). Z nieréwnosci Czebyszewa,

P(M, >t) < inf E AM,, — \t) < inf A2 d;|I2. /2 — At).
( ) < inf Eexp( ) < inf exp(A® Y [ldifl2/2 = M)

i=1

Aby zakoficzy¢ dow6d wystarczy teraz zauwazy¢, ze dla A =t/ ", [|d;||%, mamy

n 2
t
NS 12 2~ N = — e
2Nl E)SRNTATER
oraz skorzysta¢ z faktu, ze ciag —M; réwniez jest martyngatem. O

Powyzsze twierdzenie zastosujemy, aby wykazaé, ze dla dowolnego z € C* oraz € > 0,
o0
ZP(\sn(z) —Esn(2)| =€) < o0, (15)
n=1

skad poprzez lemat Borela-Cantellego wynika, ze s,(z) — Es,(z) — 0 p.n.
Jak latwo sprawdzié, dla dowolnej odwracalnej macierzy A oraz wektoréw o, 3 takich ze A+a87
jest odwracalne, mamy

A tapT A—?

Ty—1 _ 4—1 _
(A+aft)™ = A7 - T

(16)

Zauwazmy, ze dla z € CT, macierze S,, — zId s odwracalne (widmo S, jest rzeczywiste, z tej ob-
serwacji bedziemy jeszcze wielokrotnie korzystaé¢ w podobnych sytuacjach, nie podajac kazdorazowo
uzasadnienia). Oznaczajac wartosci wlasne macierzy S,, przez \; mozemy napisaé

1 1 1
n = — == 7t n Id 71.
5n(2) Nn;Ai_Z -t (S — #1)
Oznaczmy kolumny macierzy M, przez Y; (i =1,...,n) i przypomnijmy, ze

1 n
S, = — E Y,V
n
=1
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Wektory losowe Y; sa oczywiscie stochastycznie niezalezne. Mozemy zapisaé

$n(2) — Esp(z) = ! ZEktr (Sp — 21d) ™t — Eg_1tr (S, — 2Id) ™),
k=1

’ﬂ

gdzie E, = E(-|Y1, ..., Ys). Zauwazmy, ze M; = ch:l(Ektr (Sp—21d) "1 —Ep_1tr (S, —2Id) 1) jest
martyngatem wzgledem naturalnej filtracji generowanej przez Y;. Oznaczmy Ay = %Zk £i ;.1 i
zauwazmy, ze Ej,_1tr (Ay, — 21d) ! = Egtr (4 — 21d) !, a zatem

Extr (S, — 2Id) ™t — Eg_qtr (S, — 2Id)~*

= Ei(tr (S, — 21d) ™ — tr (Ag — 2Id)™Y) — By (tr (S, — 2Id) ™ — tr (Ay — 21d) ™)

Z réwnosci (16) zastosowanej do A = Ay, — 21d, oraz a = § = n~/?Y;, otrzymujemy

tr (S, — 2Id) ™! —tr (A — 2Id)™') = tr ((Ak —zId + aa®) 7t — (Ag — zId)_l)
e (A — 2Id) taat (A — 21d)
o 1+ OéT(Ak — ZId)fl
ol (A - z1d) P
1+ aT (A, —zId)"la

Oznaczmy a = Rez, b = Imz. Niech ponadto A; beda warto$ciami wlasnymi macierzy Ay — zId
za$ y; wspolrzednymi wektora o w odpowiedniej bazie wektoréw wlasnych. Wéwezas,

N 2 N
Ay — 21d)~ :‘ ‘
o (Ak =2 ;)\—a—bl Z)\—a 2y p2

j=1

<.

7 kolei

N
(14 a7 (4 - 21d) o) =Tm Y 2

Wynika stad, ze [tr (S, —2z1d) ™t —tr (A —21d)71)| < b71, a zatem Egtr (S, —21d) "' —Ej_1tr (S, —
21d)~! < 2b~1. Mozemy wiec zastosowaé nieréwno$é Azumy (udowodniliémy ja dla martyngatéw
rzeczywistych, ale tatwo sprawdzi¢, ze z dokladnoscia do stalych przenosi sie ona na martyngaly o
wartosciach zespolonych) i otrzymaé

P(Np|5,(2) — Es,(2)] > t) < 2exp(—ct?b?/n).

Stad, dla € > 0,
P(|s,(2) — Es,(2)| > €) < 2exp(—ce? N2b?/n),

co dla duzych n jest rzedu 2exp(—ce2N,b%y). Oczywiécie wynika stad zbieznos$é szeregu (15), co
konczy dowdd.
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4.2.3 Dowdd zbieznosci Es,(z) — sY(z).
Krok A. Zauwazmy najpierw, ze funkcja s¥(z) spelnia nastepujaca tozsamosé

1 B 1
1—y—z++/(1—y—2)2—4yz

2yz
2

l—y—z—+/(1—y—2)?2—4dyz

B 1—y—z+\/(1—y—z)2—4yz_ v
= 2 = s¥(2). (17)

1—y—2z—yzs¥(2) o | —y—z—yz

Dowdéd bedzie opieral si¢ na wykazaniu, ze warto$¢ oczekiwana transformaty Stieltjesa empirycz-
nej miary spektralnej spelnia réwnanie bedace dla duzych n nieznacznym zaburzeniem powyzszego,
co ze wzgledu na stabilno$é rozwiazan pozwoli wykazaé, ze jej granica jest s¥(z). Szczegély dowodu
sg niestety dos¢ malo przyjemne rachunkowo.

Chcieliby$my uzyska¢ réwnanie na s, zblizone do (17). Zdefiniujmy zatem liczbe d,, = d,,(2),
tak aby spelnione byto réwnanie

1
1= 2= yn — yn2Es,(2)

Es,(z) + 0n(2), (18)
gdzie Y, = N, /n. Powyzsza definicja jest poprawna ze wzgledu na Lemat 12, gwarantujacy, ze
1— 22—y, —ynzEs,(z) £ 0.

Rozwiazujac powyzsze réwnanie wzgledem Es,,(z), otrzymujemy dwa rozwiazania

1
— _ _ _ _ _ 2
S1(z) = Sz (1 2= Yn + Ynzon(z) + \/(1 Z = Yn — Yn20n(2)) 4ynz)
oraz )
_ . _ . 2 _
Sa(z) = Sye (1 2= Yn + Yn2z0n(2) \/(1 Z = Yn — Yn20n(2)) 4ynz>.

Krok B. Wykazemy, ze Es,(z) = S1(z). W tym celu wykorzystamy wlasnosci transformaty
Stieltjesa. Jak latwo wykazaé, Es,(z) — 0 dla Imz — oco. Zatem z (18) otrzymujemy d,(z) — 0
dla Im z — oo. Analizujac definicje Sa(z) widzimy, ze zbiezno$é ta implikuje, ze Sa(z) — —1/yn.
Zatem dla z o duzej czesci urojonej mamy Es, (z) = S1(2).

Przypus$émy, ze réwno$é ta nie zachodzi dla wszystkich z € CT. Z ciggloéci funkcji S; istnieje
z € CT, takie ze S1(z) = Sa2(z). Wynika stad, ze

(1= 2 = Yp — Yn26,(2))? — dynz = 0,

a zatem
Esn(z) _ 1—2z—y,— ynZ(sn(Z).
2ynz

Wyliczajac 6,(2) z (18) i podstawiajac do powyzszego réwnania, dostajemy

1l—z—vy, 1 1 1
Es,(z) = STETYn —Es,(z) — = ,
2ynz 2 21—z —yn — YnzEsn(2)
co daje
1—z—1y, 1
E = )
sn(2) YnZ Yn + 2 — 1 + ynzEs,(2)

7 powyzszej roéwnosci wynika, ze

(yn +z—-1+ ynZESn(Z))2 = YnZ.
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Korzystajac z Lematu 12, otrzymujemy stad réwnosé

Yn + 2 — 1+ ynzEs,(2) = Vynz. (19)

Skorzystamy teraz z nastepujacego lematu (jego dowdd, wynikajacy prosto z Faktu 6 pozosta-
wiamy jako éwiczenie).
Lemat 13. Rozwaimy dowolng macierz A wymiaréw N X n, gdzie N/n = y. Niech s oznacza

transformate Stieltjesa miary spektralnej AAT, zas § transformate Stieltjesa miary spektralnej AT A.
Wowczas

Oznaczmy zatem przez 3, transformate Stieltjesa miary spektralnej macierzy n~'MTI M,. Z
powyzszego lematu dostajemy

2E3,(2) = yn — 1 + ypzEsn(2),
co w polaczeniu z (19) daje

z + zE5§,(2) = V/Unz,

czyli 1+ E3,(2) = \/yn/+/7. To jest jednak niemozliwe, gdyz z Lematu 11, lewa strona ma dodatnig
czeS¢ urojona, podczas gdy czesé urojona prawej strony jest ujemna.
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze

Esy(2) (1 — 2= Yn + Yn20n(2) + V(L — 2 — Yo — yn26n(2))? — 4yn2)

- 2ynz

dla kazdego z € CT.

Krok C. Aby zakoficzy¢ dowdd zbieznosci Es, (2) — sY(z), wystarczy wykazaé, ze §,(z) — 0
dla n — co. W tym celu wyrazimy 0,,(z) w terminach macierzy M,

Dla uproszczenia oznaczen, opuscimy chwilowo czesé indekséw i bedziemy pisaé M zamiast
M,, oraz N zamiast N,,. W tym kroku dowodu nie bedziemy juz rozwazali zachowania d,(z) jako
funkcji zmiennej z, dlatego opuscimy argument i bedziemy pisa¢ po prostu d,,. Wprowadzmy réwniez
oznaczenie M* na macierz powstata z M przez usuniecie k-tego wiersza (dla odréznienia od M ()
— macierzy powstalej z M przez usuniecie k-tego wiersza i k-tej kolumny).

Lemat 9 daje

N 1

1
sn(2) = N 1;1 n~lalay —z — n2al (MF)T (n= MF(MF)T — 2Idy_1) "' M*ay,’

gdzie o} jest k-tym wierszem M.
Powréémy do réwnosei (18) 1 przypomnijmy, ze

1
12—y, — yn2Esp(2)

On = Esp(2)

"N nltagal — z —n 2, (MF)T (n 1 MF(MF)T — 2Idy_1) ' M*Fal 1 —2z—y, — ynzEsn(2)

k=1

_iEi Sk
N — (

= (l—z—yn —yn2Es,(2))(1 — 2 — yn — ynzEs,(2) +€x)’

gdzie

ex =er(n) =ntaFar — 1 —n 20l (MHT (nMH(M*T — 21dx 1) "' M*ay + yn + ynzBs,(2).
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Mozemy réwniez napisaé

N
1 E
=y o
N = (1= 2= yn — ynzEsn(2))?

k=1
+ iE 5%
N (1—-z—yp —ynzEsn(2))2(1 — 2 — yn, — ynzEs,(2) + &x)
Eey g2
- (1 =2 —yn —ynzEsn(2))? + ]E(l — 2 —Yn — Yn2E8,(2))2(1 — 2 — Y — ynzEspn(2) + 1)
=:A, + B,,

przy czym skorzystalismy z faktu, Ze zmienne ex(n) maja przy ustalonym n ten sam rozklad (wynika
to z niezaleznodci i identycznosci rozktadéw zmiennych X;;).

A, — 0 ZLematu 12 mianownik jest oddzielony od zera, wystarczy wiec wykazaé, ze Ee1(n) — 0
dla n — oo.
Obliczmy Eeq, korzystajac z zalozen dotyczacych zmiennych losowych X;;. Mamy

1 1<
“Eafa;—1==) EX2 =1-1=0.
n o n; 1j

Oznaczmy C = (MY)T(n MY (MY)T — 2ldy_1)"*M" = [Cyjli j<n. Zauwazmy, ze M' jest
niezalezne od X7i;, a zatem rowniez macierz C' jest niezalezna od X7;. Zatem, oznaczajac przez E;q
warunkowa warto$¢ oczekiwana wzgledem C, z twierdzenia Fubiniego, otrzymujemy

]EO(%CCY]Q =E Z Cij]EIXIiXIj = EZC” = Etr C,
i,5=1 i=1

przy czym w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z niezalezno$ci zmiennych Xi;, Xi; dla i # j oraz
réwnosci EXq; =0, EX%Z» =1.
Zauwazmy dalej, ze z wzoru tr EFG = tr FGE, wynika ze

%Etrc = Etr (MY(MY)T — 2Idy_y) o M (MH)T
= trldy_1 + 2Etr (n P MY (M) — 2Idx_y) 7t
=N — 1+ 2Etr (n *M* (MY - 2Idy 1) !
=N — 1+ 2Etr (S — 2Idy_) "%

Uwzgledniajac réwno$é y, = N/n, dostajemy stad
1 —1 1)
Eey = ——2zn E(tr (S, —zIdn_1) — tr (Sp, — zIdN)).
n

Roéznice $ladow w powyzszej rownoséci mozemy wyliczy¢ z Lematu 10, skad dostajemy

14 87 (S = 2ldy_1) 28, ‘

Eey| <n~!+ |z|n*1u4:’ —
BEB — 2 — BE(Sh’ — 21dN—1)" 1/

gdzie 31 jest wektorem uzyskanym z pierwszego wiersza macierzy S, przez usuniecie 1-tej wspot-
rzednej.

Oznaczmy a = Rez, b = Imz. Niech ponadto oy,...,0ny_1 oznaczaja wartoéci wlasne ma-
cierzy 57(,,1) za$ (y1,...,Yyn—1) wspdlrzedne wektora §; w odpowiedniej bazie wektoréw wiasnych.
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Zauwazmy, ze

N-1

2
L BT syl = e
R e M
N-1 2
y,
<1 s,
i (0; —a)? 4+ b?

podczas gdy

8L 81 — 2 — BL (S — 2ldn—1) " B1| > [Im (BF B, — 2 — BL(SY) — 2Idn—1) "' Br)|

Y
=|—-b— I :
’ ; mai—a—zb|
N-1 9
y.
:b(l i )
* — (0i—a)? +b°

Wynika stad, ze
|Eey| <n~t+ 27107t

skad dostajemy, ze Ee1(n) — 0 i w konsekwencji A, — 0 dlan — oo .

B, — 0 Wykazemy najpierw, ze |1 — z — y, — yn2Es,(2) + €1] jest oddzielone od zera. Pozwoli
to na zredukowanie dowodu zbieznosci B, — 0 do Eleq(n)[? — 0 dla n — oc.
Zauwazmy, ze

1 1
Im(1—2—yn — ynzEsp(z) +€1) = —Im ( - Eafal +z+ ﬁarf(Ml)T(n_lMl(Ml)T - zIdN,l)Mlal)

Pierwszy sktadnik w sumie powyzej jest rzeczywisty, ponadto, jak tatwo wykazac¢ patrzac na rozktad
spektralny macierzy n~'M*(M*)T z faktu, ze b = Im 2z > 0, wynika, ze czeéé urojona ostatniego
skladnika jest nieujemna. Wynika stad, ze Im (1 — 2z — y,, — yn2zEs,(2) + 1) < —b, czyli |1 — 2z —
Yn — YnzEs,(2) + 1] > b.

Pozostaje zatem wykazaé, ze E|e1|? — 0. Oznaczmy przez E; warunkows warto$é oczekiwana
pod warunkiem o ({c;}ix1). Mamy

E|51‘2 = E‘El — E1€1|2 +E|E161 — E€1|2 + |E€1|2. (20)

Rzeczywiscie, korzystajac z wlasnoéci warunkowej wartosci oczekiwanej, otrzymujemy, ze prawa
strona jest rowna

E|51|2 — E(€1E1§1) — E(§1E1E1) + IElEl‘Z +E|E1E1|2 — E(E1E1E§1) — E(E1§1E€1) + |E€1|2 + |]E€1|2
= IE|€1|27
gdyz

E(€1Ek51) = E({:TlEkéfl) = E|E151|2.

Ostatni skladnik po prawej stronie (20), jak juz wykazali$émy zbiega do 0 dla n — oo. Pozostaje
oszacowaé dwa pierwsze skladniki.

Oznaczmy przez C macierz Id,, — n=1(MHT (n=1MY(MY)T — 2ldy_1) "t M!. Zauwazmy, ze
macierz ta zalezy tylko od «;,i # 1. Ponadto &1 = —1—n"'af Cay +y, +yn2Es,(z). W polaczeniu
z niezaleznoscia «;, implikuje to, ze

Eiep = —1—-n""! Z CiijEX1: X1 + Yn + yn2Esp(2) = —n~! Z Cii + yn + yn2Esp(2) — 1.

(%) [
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Zatem .
1
e1 —Eier = E(Zcii(‘XliP -1)+ Zcinlinj)-
i=1 i#j
Stad, uzywajac niezalezno$ci X1; oraz réwnosci EXZ, = 1, latwo wykazaé, ze

n

1
Eiler — Eie1]? = E(Z CulP(BXY; — 1) +23 |cij|21EX12iEX12j)
i=1 i£]
1 n
<= (S IcalK +2 3|0y PEXEEXE )
i=1 i£]
< KZi,j |Cii‘2 - KtI‘CC*
h n? - on2

gdzie K, K sy pewnymi statymi (korzystamy z zalozenia, ze zmienne X;; sg ograniczone).

Mozna wykazaé (pozostawiamy to jako éwiczenie), ze tr CC* jest punktowo ograniczone przez
(n+ N)K(z), gdzie K(z) jest (nietrudna do wyliczenia) stala zalezna tylko od z. Pokazuje to, ze
Ele; — Eie1|? — oo dla n — oo.

Pozostaje nam wykazaé, ze E|Eje; — Eeq|? — 0 dla n — oo.

Mamy

1
]E1€1 — ]E61 = 7(131‘0 — Etr O)
n
1
—(tr D — Etr D),
n
gdzie D = n=Y(MYH)T (n MY (MY)T — 2Idy_;) 1 M!. Korzystajac ponownie z whasnosci §ladu,
tatwo wykazadé, ze

trD =N — 1+ ztr (n ' MY (M) — 2Idy_1) 71,

zatem

|Erey — Eey| ~ N|ZE/1 ltr (0= M (MYT — 2Idy_1) "t — Etr (n MY (MYT — 2ldy_1) 7Y

Macierz n ' M*(M™")T jest macierza otrzymang z probki i.i.d. w sposéb analogiczny do S,,, posiada
jednak N — 1, a nie N wierszy. Wykazujac, ze s,,(z) — Es,(z) zbiega do zera p.n., pokazalismy, ze
macierz S, spelnia oszacowanie

P((N — 1) tr (S, — 2Idy) " = Etr (S, — 2Idn) 7Y > t) < 2exp(—ce?N?b?/n),

gdzie B = Im z. Stosujac teraz to oszacowanie do macierzy n= M (M')T (z N —1 zamiast N) oraz
calkujac przez czesci, z tatwoscia mozna wykazaé, ze

Eltr (n *MY(MMT — 2Idy) ™' = Etr (n MY (MHT — 21dy) 712 — 0,

co konczy dowdd zbieznodci Es,,(z) — s¥(z).

4.2.4 Dowdd zbieznosci P(V, .o+, sn(z) — sY(z)) = 1.

Wiemy juz, ze dla ustalonego z € C*, P(s,(z) — s¥Y(z)) = 1. Zatem z prawdopodobienstwem
1, zbieznoéé ta zachodzi dla wszystkich z € CT o wspéhrzednych wymiernych. Oznaczmy zbiér
tych w, dla ktérych jest to prawda przez §)'. Skorzystamy teraz z klasycznego twierdzenia analizy
zespolonej.

Twierdzenie 17 (Twierdzenie Montela). Niech f, bedzie ciggiem wspdlnie ograniczonych funkcji
analitycznych w pewnym obszarze U plaszczyzny zespolonej. Wowczas z ciggu f,, mozna wybraé
podcigg niemal jednostajnie zbieiny w U.
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Uwaga Zalozenia powyzszego twierdzenia mozna bardzo istotnie ostabié, powyzsza wersja jest
jednak wystarczajaca dla naszych zastosowan.

Latwo wykazaé, ze transformaty Stieltjesa dowolnej miary probabilistycznej sa w obszarze
Ur = {z € CT: Imz > R™'} ograniczone przez R. Zatem, przy ustalonym w € €’ z dowolnego
podciagu ciagu s, (z) mozna wybra¢ podciag niemal jednostajnie zbiezny w Ug. Funkcja graniczna
jest ciagla, wiec musi byé¢ réowna s¥. Wynika stad, ze dla dowolnego z € Ug, s,(z) — s¥(z). Po-
niewaz (Jp.o Ur = C*, otrzymujemy stad s, (z) — s¥(z) dla dowolnego z € C*. Konczy to dowdd
twierdzenia Marczenki-Pastura.

5 Zbieznos¢ najwiekszej wartosci wlasnej

Niniejszy rozdzial jest kompilacjg wielu Zrodel. Idea zastosowania twierdzen poréwnawczych do ana-
lizy zachowania najwiekszej wartosci wlasnej w przypadku gaussowskim pochodzi od Gordona. Prosty
dowdd koncentracji gaussowskiej zostal zaczerpniety z [P], za$ dowdd lematu Slepiana-Fernique’a
jest rozwinieciem szkicu dowodu przedstawionego w [Fer]. Sformufowania ogdlnych twierdzeri dot.
zbieznosci skrajnych wartosci wlasnych zostaly zaczerpniete z [BS]

Miara spektralna macierzy losowych jest uzytecznym narzedziem, pozwalajacym na badanie tzw.
globalnego zachowania ich widma, nie méwi jednak nic o zachowaniu pojedynczych wartosci wia-
snych. Zaréwno w twierdzeniu Wignera, jak i w twierdzeniu Marczenki-Pastura, graniczna miara
spektralna ma zwarty noénik ([—2,2] dla twierdzenia Wignera, [a,b] dla twierdzenia Marczenki-
Pastura). Poniewaz gesto$¢ miar granicznych jest przy brzegach noénika niezerowa, wynika stad, ze
asymptotycznie najwieksza warto$¢ wlasna macierzy N~='/2Ay (odp. S,) wynosi przynajmniej 2
(odp. b). Zauwazmy jednak, ze zmiana podliniowej (wzgledem wymiaru) liczby wartosci wlasnych
ciagu macierzy nie wplywa na staba zbiezno$¢ miar spektralnych (w definicji miary spektralnej
normalizujemy przez wymiar, wiec zaburzenie podliniowej liczby wartosci wlasnych asymptotycz-
nie nie daje zadnego wkladu do miary spektralnej). Potencjalnie wiec najwicksza warto$¢ wlasna
tych macierzy mogtaby rosnaé¢ do nieskonczono$ci.

Okazuje sie, ze jezeli zmienne losowe generujace macierz sa scentrowane, to przy nieznacznym
wzmocnieniu zalozen dotyczacych catkowalnosci (z reguly wystarczy zakladaé istnienie czwartego
momentu), opisana powyzej sytuacja nie zachodzi. Dowody odpowiednich twierdzen sa kombina-
toryczne i polegaja podobnie jak w przypadku zbieznosci miar spektralnych na szacowaniu sladéw
k-tych poteg rozpatrywanych macierzy losowych. Istotne utrudnienie polega na tym, ze aby osza-
cowaé norme operatorowa macierzy (czyli najwieksza co do modutu wartos$é wlasna), trzeba rozpa-
trywaé k rzedu logn, gdzie n jest wymiarem macierzy (przypomnijmy, ze w twierdzeniu Wignera
rozpatrywaliémy ustalone k, co pozwalalo na latwe wyeliminowanie pewnych zbioréw $ciezek).

Poniewaz opisane powyzej podejscie kombinatoryczne jest doéé¢ pracochtonne, a naszym celem
jest raczej sygnalizowanie interesujacych faktow niz przedstawianie ich w jak najwiekszej ogdélnosci,
ograniczymy sie do macierzy gaussowskich i uzyjemy w dowodzie metod bardziej analitycznych.
Dodatkowa zaleta tego podejscia jestmozliwo$¢ uzyskania silniejszych oszacowan na prawdopodo-
bienstwo, co ma znaczenie np. dla zastosowan macierzy losowych w geometrii wypukte;j.

Ograniczymy sie réwniez do wykazania zbieznoéci normy operatorowej macierzy w twierdzeniu
Marczenki-Pastura, odpowiednie wyniki dla macierzy Wignera oraz wspomniane powyzej ogdlniej-
sze twierdzenia przedstawimy na koniec rozdzialu bez dowoddéw.

Oznaczmy zatem przez M = [gi;]i<n, j<n macierz losowa o niezaleznych wspélczynnikach o
rozkladzie N'(0,1). Przez [|M|| = [[M|[¢n .,y bedziemy oznaczali norme operatorowa macierzy,

1M gy ey = sup{|Mal: || < 1},

gdzie | - | oznacza standardowa norme euklidesowa (zaréwno w R™ jak i RY).

Twierdzenie 18. Przy powyiszych zaloZeniach

E|M| < VN + Vn.
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Ponadto, dla dowolnego t > 0,
P(|M| > VN + vn +t) < 2exp(—t2/2).

Jako wniosek otrzymujemy nastepujace twierdzenie o zachowaniu najwiekszej warto$ci wlasnej
dla macierzy S,, rozpatrywanych w poprzednim rozdziale.

Twierdzenie 19. Niech M,, S, bedqg okreslone jak w twierdzeniu Marczenki-Pastura, przy do-
datkowym zatoZeniu, Ze wspolczynniki macierzy M, sq standardowymi zmiennymi gaussowskimai.
Oznaczmy przez A najwiekszqg wartosé wlasng macierzy S,,. Wowczas, z prawdopodobienstwem
1

AL = (14 V7)?
dla n — 0.

Dowdd powyzszych twierdzen odtozymy na pdzniej, najpierw wprowadzimy niezbedne narzedzia
zwigzane ze zmiennymi gaussowskimi.

5.1 Koncentracja gaussowska i lemat Slepiana-Fernique’a

Oznaczmy przez 7, standardowy rozklad gaussowski w R™, za$ przez G = (¢1,. .., gn) wektor loso-
wy o rozkladzie v, (czyli g; sa niezalezne, o wspdlnym rozkladzie A(0,1), ponadto rozklad G jest
rotacyjnie niezmienniczy). Jedna z najbardziej uderzajacych cech rozkladu 7, jest tzw. zjawisko
koncentracji miary. Moze by¢ ono scharakteryzowane na wiele sposobdéw, w jezyku zbioréw, nieréw-
nosci rézniczkowych lub nieréwnosci wyktadniczych dla funkcji lipschitzowskich. My przedstawimy
koncentracje miary wlasnie w tym ostatnim sformutowniu, gdyz to wladnie ono jest najczedciej
stosowane w wysokowymiarowym rachunku prawdopodobienstwa.

Twierdzenie 20 (Koncentracja gaussowska). Niech f: R™ — R bedzie funkcjg 1-lipschitzowskg.
Woéwczas, dla dowolnego t > 0,

P(|f(G) —Ef(G)] > t) < 2exp(~t?/2).

Uwaga Powyzsza nier6wno$é ma bardzo wiele zastosowan, w teorii macierzy losowych, w rachun-
ku prawdopodobienstwa w przestrzeniach Banacha, fizyce statystycznej, a takze geometrii wypuktlej
i kombinatoryce. Jej uzyteczno$é¢ wynika z faktu, ze prawa strona jest niezalezna od wymiaru n.

Twierdzenie 20 ma bardzo wiele dowodow, zaréwno analitycznych, jak i czysto probabilistycz-
nych lub geometrycznych. Jeden z nich polega np. na wykazaniu odpowiedniej nieréwnosci dla
miary jednostkowej na sferze S™V~! dla dowolnego N a nastepnie zrzutowaniu tej miary na pierw-
sze n-wspolrzednych i przejsciu z N do nieskoficzonosci. Jest to jednak metoda do$¢ zlozona, a
odpowiednia nier6wnosé¢ na sferze wynika z rozwiazania zagadnienia izoperymetrycznego, o nie-
trywialnym dowodzie. Dowdd, ktéry przedstawimy (pochodzacy od G. Pisier) nie daje optymalnej
stalej 2 w wykladniku, jest jednak elementarny oraz wykorzystuje podstawowe wlasnosci probabili-
styczne charakteryzujace miare gaussowska. Poniewaz optymalna stala nie bedzie specjalnie istotna
w naszych zastosowaniach ten uproszczony dowdd bedzie wystarczajacy dla naszych potrzeb.

Dowdd Twierdzenia 20. Latwo wykazaé, ze bez straty ogdlnodci mozemy zalozy¢, ze f jest wszedzie
rézniczkowalna (¢éw.). Dla ,y € R™ oraz 0 € [0, 7/2], zdefiniujmy

x(0) = zsinf + ycosh, ' (0) = xcosf — ysinb.

Zauwazmy, ze x(7/2) = x, £(0) = y. Z zalozenia o rézniczkowalnosci f, mamy

7/2
f(@) — f(y) = / (V£ (2(6)), 2/ (6))do.

Rozwazmy dowolne A > 0.
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7 nieréwnosci Jensena,

A

x/2
M) = 1) < = [ exo (T S@(0).'(0))) a0

Zatem, z twierdzenia Fubiniego,

// exp(A(f(x) = f(y)))dym (2)dva(y)

2 [T e (P 0sw0.# 0 i )0

Zauwazmy, ze dla dowolnego 6, przeksztalcenie (z,y) — (x(0),2'(9)) jest liniowa izometria, a wiec
zachowuje miare vy2, = v, ® v,. Wynika stad, ze powyzsza nieréwnos¢ moze by¢ zapisana jako

/2 -
Eexp(A(f(G1) — f(G2))) < %/0 E exp (%(Vf(Gﬁ,Gg))d@, (21)

gdzie G1, G5 sa niezaleznymi standardowymi wektorami gaussowskimi w R™. Zauwazmy, ze warun-

kujac wzgledem G, mozemy wyrazi¢ prawa strone powyzszej nieréwnosci jako

m2\2
8

Eexp (- |V(G1)?).
gdyz dla dowolnego x € R™ mamy Eexp((z,G2)) = exp(|z|*/2) (wzér na transformate Laplace’a
zmiennych gaussowskich). To wyrazenie moze by¢ z kolei oszacowane przez exp(%)7 gdyz z wa-
runku Lipschitza, |V f| < 1. Zauwazmy teraz, ze z nieréwnosci Jensena, zastosowanej warunkowo
wzgledem G, lewa strona (21) szacuje sie z dotu przez Eexp(A(f(G1) — Ef(G1))). WykazaliSmy
zatem, ze
w2\2

g )
dla A > 0, skad zadana nieréwno$¢ koncentracyjna (aczkolwiek, jak juz wspomnieliSmy, nie z opty-
malna stala 2) wynika w standardowy sposéb przez zoptymalizowanie wykladniczej nieréwnosci
Czebyszewa. O

Eexp(M(f(G) —Ef(G))) < exp(

Twierdzenie 21 (Lemat Slepiana-Fernique’a). Niech T bedzie zbiorem przeliczalnym, zas (Xi)ier,
(Yo)ter dwoma procesami gaussowskimi na T, takimi ze EX; = EY; = 0 dla dowolnego t € T.
Zatézmy, ze dla dowolnych s, t € T,

Y2 = Yallz < |1 X: — Xl (22)

Wéwezas dla dowolnej funkcji wypuklej, rosngeej f: [0,00) — R, mamy

Ef(sup (Vi — Y3)) < Ef(sup (X, — X,)). (23)
s,teT s,teT
Ponadto
EsupY; < Esup X;. (24)
teT teT

Dowdd. Przez przejscie graniczne wykorzystujace twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci monotonicz-
nej mozemy zalozyé, ze T = {1,...,n}. Nasze procesy X;,Y; bedziemy zatem traktowaé jako
scentrowane wektory gaussowskie w R™: X = (X1,...,X,), Y = (Y1,...,Y,). Dodatkowo zalo-
zymy, ze sa one zdefiniowane na wspoélnej przestrzeni probabilistycznej oraz niezalezne. Mozemy
ponadto zalozyé, ze f jest dwukrotnie rézniczkowalna i roénie co najwyzej liniowo (gdyz dowol-
na funkcje wypukla rosnaca mozemy wyrazi¢ jako supremum funkcji afinicznych rosnacych, za$
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suprema skonczenie wielu funkcji afinicznych rosnacych latwo przyblizy¢ funkcjami o zadanych
wlasnosciach).

Nasze podejscie bedzie podobne jak w dowodzie nieréwnosci koncentracyjnej. Wprowadzmy
parametr ¢t € [0, 1] (nie jest to najlepsze oznaczenie, ze wzgledu na zbiér T w og6lnym sformutowaniu
twierdzenia, poniewaz jednak przeszliémy do przypadku T' = {1,...,n} nie bedzie ono prowadzilo
do konfliktu oznaczen) i zdefiniujmy

X(t)=(1-t)"2X +t'/?y.

Zauwazmy, ze X(0) = X, X(1) =Y.

Latwo wykazac¢, ze mozemy dodatkowo zalozy¢, ze X,Y maja rozklad absolutnie ciagly wzgle-
dem miary Lebesgue’a na R™ (zostawiamy to jako ¢wiczenie). Réwniez X (t) ma wige rozklad
absolutnie ciagty.

Zdefiniujmy teraz

h(t) = Ef (max(X,(t) = X;(t)) = [ f(max(z; —2;))g:(x)dx,

ij<n Rn " Gj<n

gdzie g; jest gestoscia wektora losowego X;. Aby udowodnié (23) wystarczy wykazaé, ze h jest
funkcja nierosnaca.
Oznaczmy przez C(t) = [C;;(t)]i,j<n macierz kowariancji zmiennej X (t). Zauwazmy, ze

Cij(t) = E((1 —t)V2X, +t2Y) (1 — )2 X; + tY/2Y;) = (1 - )EX, X; + tEY;Y;,

zatem d
ZCij(t) = EViY; — EX.X;.
Udowodnimy najpierw, ze dla dowolnego y € R™ i ¢ € [0, 1],
4 (@) = Y (EYY; - IEX»X~)872 (z) (25)
dtgt - o 1ty 1<) g 8y¢8ngt .
Skorzystamy w tym celu ze wzoru
() = omrm [ explilé. o) — (6 Cug)?e (26)
gt = 21" Jan XpLis, g \&r Lt

Jest to szczegblny przypadek wzoru na odwrotna transformate Fouriera. Latwo go tez wykazad
bezposrednio poprzez zamiane zmiennych z faktu, ze standardowa gesto$é¢ gaussowska jest wektorem
wlasnym transformaty Fouriera). Zatem, rézniczkujac powyzsze réwnanie na gesto$é wzgledem ¢
i przechodzac z rézniczkowaniem pod znak calki po prawej stronie (sprawdzenie poprawnosci tej
operacji zostawiamy jako ¢wiczenie), dostajemy

d 1 . 1
%gt(x) = Zzj:(]EXin - EYin)W /Rn &i&jexp(i(€, x) — §<f,ct§>2)d§-

Z drugiej strony, rézniczkujac obie strony réwnosci (26) wzgledem x; a nastepnie wzgledem x;
otrzymujemy

0? 1 o2 1
(o) = s | g e a) - (6. e
? J n 7 7
Y e eolile sy — L >
T (2o /Rn &i&j exp(i(, @) 2(570t§> )dg,

co razem z poprzednig réwnoscig dowodzi tozsamosci (25).

40



Korzystajac z zalozenia, ze funkcja f rosnie co najwyzej liniowo, mozna wykazaé, ze h(t) jest
rozniczkowalna oraz

d d
G = [ fmax (e - ) Zou(o)da.
Stad
Do) = S ®YY, ~EX. X)) [ flmax(e ;) =L gi(a) (27)
at' T ris rts) | I e T ) g g, M)

T8

Przeksztalcimy teraz sktadniki powyzszej sumy, catkujac przez czesci. Funkcja podcatkowa jest
dwukrotnie rézniczkowalna we wszystkich punktach = poza tymi, dla ktérych max; z; lub min; x;
jest przyjmowane przez przynajmniej dwie wspoélrzedne z;, ;. Ponadto, w obszarze gdzie x, nie
jest ani najwieksza, ani najmniejszg wspélrzedna x, pochodna czastkowa 0f (max;;(z; — z;))/0z,
znika. Z kolei np. w obszarze, gdzie x, jest jedyna najwieksza wspotrzedna, ta pochodna jest rowna
f/(x, —min; ), podobny wzér zachodzi w obszarze, gdzie x, jest jedyna najmniejsza wspélrzedna.
Uwzgledniajac te obserwacje i stosujac dwukrotnie wzor na calkowanie przez czesci, mozna wykazaé
nastepujaca réwnosé, ktorej dokladny dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie (nalezy uzasadnié, ze
mozna catkowaé przez czesci na obszarze nieograniczonym wyznaczonym przez przeciecia skonczenie
wielu pélprzestrzeni oraz zauwazy¢, ze przy pierwszym calkowaniu, catki po zbiorach wymiaru n—1
wystepuja dwukrotnie z przeciwnymi znakami; dla uzasadnienia przejscia z calkowaniem do zbioréw
nieograniczonych nalezy zauwazy¢, ze funkcja g; oraz jej pochodne maleja wyktadniczo dla |z] — oo)

[ (s = )5 o)

iL,j<n

:/ (2, — minx;)g;(x)dz + / " (maxz; — x,)g¢(x)dx
{z,=max; z;} ¢ {z,=min; z;} g

> (/ [ £ = minzdg @)z -+ [ [ £ (maxa; — )gu(@)do-10)
Tp=Ts=max; T;} ? {z,=zs=min; z;} g

S#T

= Z/ ' (x, — x5)ge(z)dr + / ' (xs — z)ge(x)dz
{z,=max; z;,xs=min; z; }

{z,=min; z;,x,=max; z;,}

fx, — miin i) ge(x)dp—12 + / f’(miaxxi — x,.)gt(x)dn_la:)

sr {z,=zs=max; z;} {z,=zs=min; z;}

przy czym calki [ d,_iz rozumiemy jako calki wzgledem (n — 1) wymiarowej miary Haussdorfa
(przeskalowanej o V2 wzgledem tradycyjnej normalizacji). Podobnie wykazujemy, ze dla r # s,

62
/”f(max(l“i - xj))mgt(x)

4,j<n

-/ £, ~ w)gi(w)do — [ 1" (s~ 2,)gi(a)da
{z,=max; z;,zs=min; x; }

{z,=min; z;,xs=max; z; }

— / /f’(xT —minz;)g(z)dy 17 — / /f’(maxxi —2,)g¢(x)dp_1 .
{z,=zs=max; ;} 4 {z,=zs=min; z;} g

Podstawiajac powyzsze réwnosci do (27) oraz korzystajac z faktu, ze >, yrs = : Drats(rs +
Ysr), Otrzymujemy

d 1
—h(t) == EY2 - 2EY,Y. + EY2 —EX? +2EX, X. —EX?)A,,
() =5 > (EY; +EY? —EX? + 2

r#s

1
=3 D (E(Y: - Y2)? — E(X, — X,)%) Ay,
r#s
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gdzie

A= (s~ zai(a)da + I (@ — 2)gu(@)da
{z,=max; z;,xs=min; z; }

{z,=min; z;,zs=max; x;,}

+ (e, = minzg(a)d, 10 + [ F(maxa; — 2.)gu(@)dn-12 > 0,
{z,=zs=max; z;} ? {z,=zs=min; z;} *

gdyz z zalozenia wypukloéci i monotonicznoéci f, funkcje podcaltkowe sa nieujemne.
Poniewaz z zalozenia E(Y, — Y;)? < E(X, — X,)?, otrzymujemy stad h'(t) < 0, co konczy dow6d
nieréwnosci (23).
Pozostaje wykazaé, (24), co jest juz nietrudne i sprowadza sie do zabiegu formalnego. Zauwazmy,
ze
E sup (X; — X;) =Esup Xy — E 1nf X =Esup X; + Esup(—X;) = 2Esup X,
s,teT teT teT seT teT

gdyz rozklady skonczenie-wymiarowe procesu X;, jako scentrowane rozklady gaussowskie, sa sy-
metryczne, a wiec proces (—X;)ier ma taki sam rozklad jak (Xi)ier. O

Uwaga Lemat Slepiana-Fernique’a jest czeScia ogdlniejsze] teorii, badajacej ograniczonosé i cig-
glogé proceséw gaussowskich poprzez analize geometrii zbioru T w (pseudo)metryce L? zadanej
przez proces

dx(s,t) = [| X5 — Xil[2.

Teoria ta, majaca poczatek jeszcze w pracach Kolmogorowa, zostala daleko rozwinieta przez Du-
dleya, Fernique’a i Talagranda. Okazuje sie, ze ograniczono$¢ procesu jest $cisle zwiazana z istnie-
niem odpowiednich ciagéw pokryé¢ zbioru T zbiorami o matych $rednicach w metryce dx.

5.2 Dowdd Twierdzen 18 1 19

Dowdd Twierdzenia 18. Niech M, N beda przeliczalnymi gestymi podzbiorami odpowiednio SN—1,
Sn—1. Zauwazmy, ze

M| = sup (My,z)= sup Gy,
zEMYEN zeEM,yeN

gdzie
N n
=D guviy;
i=1 j=1

jest procesem gaussowskim na M x N.

Gléwna idea dowodu polega na skonstruowaniu innego procesu gaussowskiego, dla ktérego war-
tos¢ oczekiwana supreméw jest tatwa do policzenia oraz ktéry dominuje proces G w sensie lematu
Slepiana-Fernique’a.

Obliczmy

de((2,y), (@', y)? = E|Gay — Gary P = Y (wiy; — 2iy})?

.3

=l +Z 2yy)? =2 wirly;y;
i,j

Zdefiniujmy proces gaussowski G = (éz,y)(m,y)GM < N Wzorem
B N n
Goy =Y 9+ Y IN+Y5
i=1 j=1
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gdzie g1, ..., gn+N sa niezaleznymi standardowymi zmiennymi gaussowskimi. Wéwczas

N

d@((az,y), (x’7y’))2 = E|é1,y - éﬂﬂ'>y'|2 = Z(‘rl - x;)Q + Z(y] - yé)Q
j=1

=1
=4-2(z,2") — 2(y,y').
Mamy
dé((x7y)’ (z’,y’))2 - dG((‘rv y)7 (xl7y/))2 =2+ 2<I7II><y7y,> - 2<‘Ta ‘T/> - 2<y7yl>
=21 = (2,2")(1 = (y,9)) > 0,

gdyz z nieréwnosci Schwarza (x,z'), (y,y’) < 1.
Zatem, z lematu Slepiana-Fernique’a,

E sup Ggy<E sup G,
rEM,yeN reEM,yeN

Zauwazmy jednak, ze dla dowolnych x € M,y € N,

Zatem, z nieréwnoéci Jensena,

E sup G.,<VN+n,
zEM,yeN

co konczy dowdd oszacowania na E|M||. Aby wykazaé oszacowanie na prawdopodobienstwo, wy-
starczy zauwazy¢, ze norma operatorowa jest mniejsza niz norma Hilberta-Schmidta macierzy,
ktéra po utozsamieniu zbioru macierzy N na n z RY™ odpowiada standardowej normie euklideso-
wej. Norma operatorowa, jako funkcja na RN™ jest zatem 1-lipschitzowska, co pozwala zastosowaé
gaussowska nieréwnosé koncentracyjna. O

Dowdd Twierdzenia 19. Zauwazmy, ze
1
AT — sup (Spx,x) = — sup (MM 'z, x)
reSN—1 N gesN-1

1 1 1
=~ sup Mz’ = ~|[M7|* = ~[|M,]|*.
N yegN-1 n n

Aby wykazaé, ze A\"%* zbiega p.n. do (1+ \/g)Q, wystarczy zatem udowodnié, ze n~/2|| M, || zbiega
p.n. do 1+,/y. Jak juz wspomnieliSmy, oszacowanie z dotu wynika tatwo z Twierdzenia Marczenki-
Pastura. Pozostaje zatem wykazaé, ze

; L
1msup ——
el

7 Twierdzenia 18, dla dowolnego € > 0 mamy

|My|| <1+ /ypn

P~ M, | > 14 \/Nofn+ ) < 2exp(—en/2),

skad poprzez lemat Borela-Cantelli dostajemy, ze z prawdopodobienstwem 1,

1
lim sup %HMnH < limsup(1+ /Ny, /n) =1+ /v,

n—oo n—oo

co konczy dowdd twierdzenia. O
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5.3 Dalsze uwagi

Powyzej udowodniliémy zbieznosé operatorowa dla macierzy kowariancji generowanych przez stan-
dardowe zmienne gaussowskie. Jak juz wspomnielidmy, fakt ten zachodzi dla duzo szerszej klasy
macierzy. Twierdzenia tego typu przy roéznych zalozeniach byly udowadniane przez wielu mate-
matykéw, np. Gemana, Baia i Yina, Silversteina. Ponizej przedstawiamy optymalne wersje tych
twierdzen, pochodzace z ksiazki [BS].

Twierdzenie 22. Zaldzmy, ze (Xij)ijen bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozkladzie, takimi ze EX;; = 0, E|X;;|* = 1 oraz E|X;;|* < oo. Niech N,, bedzie ciggiem liczb
naturalnych, takim ze N, /n — y € (0,00) dla n — co. Zdefiniujmy macierze My, = [Xijli<n, j<n
i S, =n"t*M,MT oraz oznaczmy przez X najwickszq wartosé wlasng macierzy S,. Wéwczas,
z prawdopodobienstwem 1,

AT (L4 V)P

dla n — oo. Jesli ponadto y € (0,1) oraz N™™ oznacza najmmiejszq warto$é wlasng S, to z
prawdopodobienstwem 1,

min 2
Jesli zmienne X;; nie posiadajq skoriczonego czwartego momentu, wowczas z prawdopodobieri-
stwem 1, limsup,,_, ., A} = oo.

Powyzsze twierdzenie méwi zatem réwniez o zbieznosci najmniejszej wartosci wlasnej macierzy
Sn. Nie wdajac sie w szczegdly wspomnijmy przy tej okazji, ze w przypadku gaussowskim zbiez-
no$¢ najmniejszej wartoéci wlasnej moze by¢ udowodniona poprzez wzmocnienie lematu Slepiana-
Fernique’a, pochodzace od Gordona i dotyczace zmiennych losowych postaci inf sup, G4+ gdzie Gt
jest procesem gaussowskim indeksowanym dwoma parametrami.

Na zakonczenie podajmy jeszcze twierdzenie opisujace zachowanie najwickszej wartosci wla-
snych macierzy Wignera.

Twierdzenie 23. Niech (X;j)i<i<j<oo bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi, takimi ze X;; € R
i majg wspolny rozklad oraz X;; dla @ < j majg wspdlny rozkiad. Niech N—Y2Ay bedzie ciggiem
macierzy Wignera zwigzanych z tablicg (X,;). Wowczas najmniejsza i najwieksza warto$é wlasna
macierzy N~Y2 Ay zbiegajg p.n. odpowiednio do ci,ca, wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) EXP) < oo,
(ii) EX12 =0,
(iii) E|X12|? = 02,
(iv) E|X12]* < oo,

(v) ¢1 =—20, ca = 20.

6 Macierze GUE — lokalne zachowanie wartosci wltasnych

Material zawarty w niniejszym rozdziale zostal w calosci zaczerpniety z [AGZ]. Zmieniona zostala
nieco notacja i uklad lematow, zas wiekszo$¢ faktow pomocniczych przedstawiona zostala w znacznie
mniejszej ogdlnosci, jedynie w takim zakresie, w jakim sq¢ one niezbedne dla interesujgcych nas za-
stosowar, jednak ogolna struktura dowoddow do$¢ wiernie odzwierciedla argumentacje przedstawiong
w ksigice.

6.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale opiszemy kilka podstawowych wynikéw dotyczacych zachowania wartosci
wlasnych w malej skali, na przykladzie macierzy GUE. Do tej pory raczej unikaliSmy podawania
szczegdtow dowodéw w przypadku zespolonym, koncentrujac sie na prostszych przypadkach rze-
czywistych i sygnalizujac jedynie modyfikacje poszczegdlnych twierdzen do przypadku zespolonego.
Tym razem okazuje sie, ze analiza macierzy GUE jest mniej skomplikowana niz odpowiadajacych
im rzeczywistych macierzy GOE, dlatego tez skoncentrujemy si¢ na przypadku zespolonym.
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Przypomnijmy zatem, ze macierz GUE jest postaci

Xi2+iY10 XinN+iYin
X171 72 - 72
Hy = V2 V2 , (28)

Xan—iYin  Xon—iYon
V2 V2

XNN

gdzie X;;,Y; ; sa niezaleznymi zmiennymi N (0, 1), zas jej wektor uporzadkowanych rosnaco wartosci
wlasnych A = (Aq,..., Ay) ma gestosé

Dy I 1% = NP T exp(=22/2)Lix <anc.cnn}

i<j i=1

gdzie Dy jest pewna stala.
Dla naszych zastosowan wygodniej bedzie zapomnie¢ o uporzadkowaniu warto$ci wlasnych i
rozpatrywaé gestosé

g, An) = On [N = AP exp(= D A2/2),

i<j A

gdzie Cy = Dy /N! (uwaga: stala Cy nie ma nic wspdlnego z tak samo oznaczona stala wystepujaca
w twierdzeniu o gestosci wartosci wlasnych macierzy GOE). O funkcji ¢ mozna mysle¢ jako o
gestoéci wektora losowego A\ otrzymanego poprzez wybor losowej permutacji wartoéci wlasnych
macierzy H,.

Uwaga W dalszej czeéci tego rozdziatu przez AY, ..., AN bedziemy oznaczaé wartoéci wlasne
macierzy H (a nie N —1/2H | jak to mialo miejsce w dowodzie twierdzenia Wignera). Czasami dla
uproszczenia notacji bedziemy opuszczaé gorny indeks.

Z twierdzenia 23 wynika, ze dla duzych N, widmo macierzy Hpy skupione jest pomiedzy —(2 4+
£)V'N, a (2+¢)V/N. Poniewaz wartosci wasnych jest lacznie N oraz sa one parami rézne, mozemy
sie spodziewad, ze odlegloéci miedzy sasiednimi wartogciami wlasnymi sa rzedu N ~'/2. Oczekiwanie
to moze wzmacnia¢ jeszcze inna heurystyka. Jak wiemy, wartosci wlasne sa roztozone w przybli-
zeniu wzgledem miary Wignera. Dla ustalonego © € (—2,2) oraz przedzialu I zawierajacego x,
asymptotycznie mamy o(I)N wartosci wlasnych nalezacych do v/ NI. Aby$my mogli skorzystaé z
twierdzenia Wignera, przedzial I musi by¢ jednak niezalezny od N. Jesli jednak dla malych ¢y
zastosujemy formalnie przyblizenie Wignera do przedzialu I = (x — tn,z + tn), dlugosci zaleznej
od N, fakt, ze o(I)N ~ Ntyn~'v4 — 22 sugeruje, ze prog Vv Nty dla ktérego przedzial v/ NI nie
zawiera juz zadnych wartoci wlasnych powinien byé rzedu N~1/2. Okazuje sie, ze tak jest w istocie,
cho¢ dowdd tego faktu, a nawet jego precyzyjne sformulowanie, sa nietrywialne. Kolejne rozdzialy
beda po$wiecone twierdzeniom, ktore formalizuja powyzsza intuicje. Czes¢ z nich przedstawimy z
kompletnymi dowodami, w innych przypadkach ograniczymy sie do naszkicowania kryjacych sie za
nimi idei.

Twierdzenie 24 (Gaudin-Mehta). Dla dowolnego zwartego zbioru A C R,

oo 1 k
I&EHOOP(\/N/\{V ¢ A, ey \/N/\% ¢ A) =1+ Z ( k') " det[K(xi,xj)]i,jgkdm NN dIk,
k=1

gdzie

sin(z — y)

K(z,y) = p p—

gdzie przyjmujemy, ze K(x,y) =71 dla x = y.
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Zauwazmy, ze poniewaz K jest funkcja ograniczona, det[K (x;,x;)]i j<k jest co najwyzej rzedu
k*/2 podezas gdy k! ~ v27mk(k/e)¥, co pokazuje, ze szereg w powyzszym twierdzeniu jest zbiezny.
Ponadto jezeli miara Lebesgue’a zbioru A zbiega do zera, warto$é¢ szeregu réwniez zbiega do 0,
skad w szczegdlnosci wynika, ze dla dowolnego € > 0 mozemy dobraé¢ § ~ 0 tak, aby dla duzych N
znalezienie wartosci wlasnej w przedziale (—5N’1/2, §N*1/2) bylo mniejsze od ¢.

Powyzsze twierdzenie dotyczy zachowania sie wartosci wlasnych macierzy H, w malym oto-
czeniu zera. Mozna rowniez sformulowaé jego odpowiednik dla malych zbioréw w poblizu innych
punktéw przedziatu (—2v/N,2v/N).

Twierdzenie 25. Dla dowolnego ¢ € (—2,2) i dowolnego zbioru zwartego A C R,

Nlim P(VNAL, ..., VNXN ¢ (¢VN + A) =1+ g ( k") det[K.(zi, z;))i j<pdxy . . . day,
— 00 =1 . Ak

gdzie

sin(27'V4 — c2(x — y)) .

6.2 Szkic dowodu Twierdzenia Gaudina-Mehty

Dowéd Twierdzenia Gaudina-Mehty, ktory zaprezentujemy, oparty bedzie o wlasnosci wielomianéw
Hermita, ktére sa wielomianami ortogonalnymi dla standardowego rozktadu gaussowskiego i bardzo
czesto pojawiaja sie w réznych problemach zwiazanych ze zmiennymi gaussowskimi.

Definicja 11. Dia n € N zdefiniujmy n—ty wielomian Hermite’'a
_(_1\n a:2/2d7n —z2/2
H,(z)=(-1)"e da;"e ,

zas n-tg funkcje falowq jako

B 6_I2/4Hn($)
{lpn(if)_ (27T)1/4m

Wielomiany Hermite’a posiadajg wiele dobrych wtasnosci, ktére zbierzemy w ponizszym twier-
dzeniu. Jego dowdd zostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 26. 1. H, jest stopnia n i ma wiodgcy wspdlczynnik rowny 1,
2. {Hp} rgn Jest bazg w przestrzeni wielomiandw stopnia co najwyzej n,

3. {Hy/VE }1>0 jest bazq ortonormalng przestrzeni Ly(R,7y), gdzie v jest standardowq miarg
gaussowskq, réwnowaznie {Y >0 jest bazg ortonormalng w Lo (R, dx).

4. Hypy1(x) = oH, () — nH,—1(x).
5. Dla dowolnych x # vy,

n—1

Hk(x)Hk(y) - Hn(x)Hn—l(y) — Hn—l(x)Hn(y)
= k! (n—DYz—vy)

oraz

S k(@) (y) =
k=0

Yh(@) = =5t (@) + Vi (@)

Naszym podstawowym narzedziem bedzie wzér wyrazajacy gestoéé¢ g wektora wartoséci wlasnych
poprzez pewne wyznaczniki zwigzane z wielomianami Hermite’a. Aby go wyprowadzié¢, bedziemy
potrzebowaé nastepujacego ogdlnego lematu. Jego dosé prosty dowdd zostawiamy jako éwiczenie.
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Lemat 14. Dia dowolnych funkcji f1,..., fn oraz gi,...,gn, calkowalnych z kwadratem, zachodzi
wzor

N
1
N / det [; fk(xi)gk(xj):li,jgNdxl cdzy

:% /RN det [/Rfi(xj)L’jgN det [/Rgi(xj)]i,jgzvdxlmdm
=det [/Rfi(x)gj(x)dx}

4,J<N

Twierdzenie 27. Dla dowolnego x = (x1,...,7xx) € RY,

1
g(x) = N det[Kn (xi, 25)]i j<ns

gdzie
N

Kn(z,y) = vr(@)ve(y).

k=0

—

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze z faktu, ze {Hj}r<n stanowia baze wielomianéw stopnia co naj-
wyzej n oraz ze wspolczynnik przy najwyzszej potedze w Hy wynosi 1, wynika ze

A(.’Kl, . ,iL’N) = det[x{fl]m-g]v = det[ijl(lL'i)]i,jgN.

Rzeczywidcie, startujac z prawej strony powyzszej réwnosci, mozemy po kolei dla j = N,...,2
rozbijaé j-ta kolumne macierzy [H;_1(z;))ij<n na (2 )N, +(P(x;))N ,, gdzie P jest wielomianem
stopnia mniejszego niz j — 1. Zatem wektor (P(x;));<n jest kombinacja liniowa poprzednich j — 1
kolumn, co pozwala zastapié¢ j-ta kolumne przez (zf 71) JEN-

Zatem

N
g9(@1, ..., on) = Cn|det[H; 1 (x:)i jan|* exp(— Y _ 27 /2) = Cn| detfth; 1 (xi)]i j<n|”
i=1

dla pewnej stalej Cy. Zauwazmy teraz, ze
| et 1 (z:)]ijen|? = det([1 (zi)]ijen Vi1 (@)]] jen) = det[Kn (xi, 25)]i j<n-

Zatem, aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy wykazac, ze Cy =NI"1, czyli, ze
- det[Kn(zi, x;)]i jxndzy - - - dey = N!
7 Lematu 14, powyzsza catka réwna jest
JW®ﬂ/m4@w%g@mLKN:NMamzNL

przy czym w pierwszej réwnosci skorzystaliémy z faktu, ze funkcje v; tworza uktad ortonormalny.
O

Mozemy juz wyprowadzi¢ podstawowy wzér, ktérego analiza pozwoli na udowodnienie twier-
dzenia Gaudina-Mehty

Twierdzenie 28. Dia dowolnego zbioru borelowskiego A C R,

PQ?MHJ%GA)=1+§:(M)
k=1

/ det[KN(!Ei,!L‘j)]ij<kd$1"'d.’l?k.
(A<) o
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Uwaga Poniewaz macierz [Kn (i, y;)]i <k jest réwna iloczynowi AAT, gdzie [¢j_1(xi)]i<k,j<ns
moze by¢ rzedu co najwyzej N, a wigc dla k > N jej wyznacznik znika. Wynika stad, ze su-
ma w Twierdzeniu 28 jest tak naprawde skonczona. Twierdzenie zapisujemy jednak w tej formie,
gdyz bedziemy uzywaé go do przejscia granicznego dla N — oo, za$ nieskoficzony szereg posta-
ci jak wyzej jest tak zwanym wyznacznikiem Fredholma, obiektem pojawiajacym si¢ w réznych
dziatach matematyki, ktérego wtasnosci sa dos¢ dobrze zbadane. Dalsza cze$¢ dowodu Twierdzenia
Gaudina-Mehty bedzie sie odwolywaé wlasnie do podstawowych faktéw ogdlnej teorii wyznacznikdéw
Fredholma.

Dowéd Twierdzenia 28. Mamy

1
P()\{V77)\% c A) :/ ﬁdet[KN(UCiaxj)]i,jéN
AN :

= det | /A i 2y ()]

CVASAL

= det (Tdy — [/ i@ a(@)de] ),
Ac 4,JSN
przy czym w ostatniej réwnoéci uzyliSmy faktu, ze funkcje v; stanowia uklad ortonormalny. Zapi-

sujac j-tg kolumne macierzy Id — [[,. ¥i—1 (@)1 (x)dz]; j<n jako e; — ([ o Yi1(2)¥j_1(x))i<n)
i korzystajac z wieloliniowosci wyznacznika, otrzymujemy

N
POY, AN €A =143 (-1 > det] " Croa @)y, 1 (@)da]

i i<k
k=1 1<r <...<rp <N ©IS

co dalej z Lematu 14 i wzoru Cauchy’ego-Binneta mozna zapisaé¢ jako

H
+
N
= L
=
—

Z (deth/}n—l(l'j)]i7j<k)2d;z;1 . diI?k

(A 1< < <ra<N

N
—_1)k
= 1+Z ( ) / det[KN(x“xj)]i’jgkdxl d:ck
(A(‘)k

o 1 k
:1+Z( ) / det[K (25, 2;)]; jerdz - - dag.
(Ac)k

O

Aby kontynuowaé, bedziemy potrzebowaé prostego wniosku z nieréwnosci Hadamarda, ktore-
go dowdd réwniez zostawimy jako éwiczenie (przypomnijmy, ze nieréwnosé Hadamarda moéwi, ze
wyznacznik macierzy jest nie wiekszy niz iloczyn norm wszystkich jej kolumn, czyli w terminach
geometrycznych, ze spoéréd wszystkich réwnoleglo$cianéw o zadanych wymiarach, najwieksza ob-
jeto$é ma prostopadloscian).

Lemat 15. Dla dowolnych ograniczonych funkcji dwoch zmiennych F,G, zachodzi

det[F (zi, 25)]ij<n — det[Gli, 25)]ig<n| < 02| E = Glloo max(| Flloo, |Glloe) "

Wprowadzmy teraz nastepujace oznaczenie. Dla zbioru A C R oraz ograniczonej funkcji K na
A x A, niech

(=D*
!

oo
AK,A) =1+ / det[K (x;, ;)i jepdry - - - day..
k=1 A*

Liczbe A(K, A) nazwiemy wyznacznikiem Fredholma zwiazanym z jadrem K. Nasza definicja
jest jedynie czescia znacznie bogatszej teorii, ktéra pozwala zdefiniowaé¢ odpowiednik wyznacznika
dla pewnej klasy operatoréw na dowolnej przestrzeni Hilberta. My nie bedziemy tu jednak wpro-
wadzaé tej teorii w pelnej ogdélnosci, wiec ograniczymy sie do tego szczegdlnego przypadku.

7 poprzedniego lematu tatwo dostajemy
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Lemat 16. Niech K, L bedqg dwoma funkcjami ograniczonymi na A x A. Wéwczas

L EYE2| AR max (|| K || sos | L] oo
|A(K,A)7A(L,A)\<<Z Al kfll lloos I Ellso)

k=1

YK = L.

Twierdzenie Gaudina-Mehty mozna zatem wyrazi¢ jako
Jim P(VNAN, ... VNN ¢ A) = A(K, A),
— 00

dla dowolnego zbioru zwartego A, gdzie

K(o.p) = N,

Poniewaz szereg w Lemacie 16 jest zbiezny, latwo zauwazyé, ze dowdd Twierdzenia Gaudina-
Mehty daje si¢ sprowadzi¢ do wykazania, ze

y Kn(2, %)
Rive,y) = =025 = Kay), dla N = o,
niemal jednostajnie. Rzeczywiscie, z lematu 28 mamy
IP(VNAY, ..., VNAY ¢ A) — A(K, A)| = |A(Kn, A/VN) = A(K, A)|
= |A(Kn, A) = A(K, 4)|

o~ KUHR/2 AL max (|| Ky o, | K [|oo)
< (Z !

NEN = Klloc,
k=1

gdzie przez norme || - ||oo rozumiemy norme supremum na A x A.

Jezeli, Ky zbiega do K niemal jednostajnie, to dla dowolnego zwartego zbioru A oraz duzych
N, max(||Kn|loo, [ K lloo) < 2||K|loc < 00, skad wynika, ze prawa strona powyzszej nieréwnosci
zbiega do zera.

Pozostaje zatem wykazaé¢ zbieznosé Ky do K. Dowdd bedzie sie opieral na nastepujacym le-
macie.

Lemat 17. Dla dowolnego k € N,

1 —k

Jim [t () = g eos (¢ - 705 | =0 (29)

przy czym zbiezno$¢ jest niemal jednostajna.
Do dowodu powyzszego lematu postuzy nam
Lemat 18.
. |Vn o mn—k)\ _ 1 w(n—k)

iy 22 [ st e oy o S - )|
Jim | =—e 7003; exp(—nxz®/2)1g, (x)cos (xt 5 x "dx ﬁcos t 5 0,

niemal jednostajnie.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze funkcja cos(z — w(n — k)/2) zalezy jedynie od reszty jaka n daje
przy dzieleniu przez 4. Dlatego, aby udowodnié teze lematu, wystarczy wykazaé, ze

o 1
Jg'?fr ge”m - 2" exp(—nz?/2)1g, () cos (xt - %T)x_kdx = 7 cos (t - g)
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dla r = 0,1,2,3, przy czym zbiezno$¢ jest niemal jednostajna. Metoda, ktorej uzyjemy pochodzi
od Laplace’a i pozwala udowodni¢ ogdlniejsze fakty postaci

2n/(a)
()

gdzie a jest maksimum funkcji a. Zamiast formulowaé ogdlne twierdzenie, o wielu zalozeniach,
przedstawimy dowdéd w tej konkretnej sytuacji, sygnalizujac jedynie, ze kluczowa wlasnoscia jest
fakt, ze istotne w dowodzie jest, ze w pewnym otoczeniu punktu a funkcja f jest Scisle wklesta, za$
poza tym otoczeniem do$é¢ szybko maleje.

W pewnym sensie pokazujemy tutaj, ze odpowiednio przenormowana funkcja (f(z)/f(a))",
zachowuje si¢ jak jedynka aproksymatywna.

U nas f(z) = zexp(—2%/2)1g, (z), a = 1, g(z) = g;(z) = cos(xt — Z)z*.

x

Jaf(a)™ / f(@)g(a)dz — o(a),

Jak juz wspomnielismy, f(z) = ze~® przyjmuje maksimum w z = 1. Mamy f'(z) = (1 —
22 exp(—22))1g+ (x) oraz £ (z) = (2°—3x) exp(—x?)1g+ (x). W szezegdlnosci f(1) = e~ 1/2, f/(1) =

0, f"(1) = —2e~1/2, f jest monotoniczna na (—oc,1) i (1, 00) oraz istnieje ¢ > 0 (doktadna wartoéé
tej stalej nie ma dla nas znaczenia), takie ze dla [s — 1| < ¢,
f(s) < F(1) =L = s, (31)

Dla kazdego n zapiszmy caltke w (30) jako I1(n)g(a) + I2(n) + Is(n), gdzie

Ii(n) = / f(x)"dz
\z—1|§ck1/4/n1/4

I(n) = /|k/ F@) (glx) — g(1))dz

I(n) = / f(@)" g(x)d.
|z—1|>ckl/4/n1/4

Zauwazmy, ze dla n > k,

Bw<  osp et £ (@) g(a)de
z: |z—1|>ckl/4/nl/4 |z—1|>ckl/4/nl/4

kl/2\n—k
<(rm-eim)" [ e
k1/2

n—k
< Cf(1) k(l_czﬁfﬁiﬁ)

kY2(n — k)
n—k 2
< Cf(l) exp ( —C W),
gdzie C jest pewna stala. SkorzystaliSmy tu z (31) oraz postaci funkcji f, g (aby oszacowaé calke,
zauwazmy, ze osobliwoéé w zerze funkcji g jest kompensowana przez funkcje f¥).
Zatem

kY2 (n — k)
Znuyu)>*Q

dla n — oo. Zbiezno$¢ ta jest oczywiscie jednostajna wzgledem ¢, gdyz w naszych oszacowaniach po
prostu oszacowalisémy funkcje cos przez stala (¢ wystepuje u nas jedynie jako argument cosinusa).

Przejdzmy do Is(n) i zauwazmy, ze funkcja g(x) jest w okolicach punktu 1 funkcja lipschitzowska,
przy czym dla dowolnego 1" > 0 stala Lipschitza oraz otoczenie 1 moga zosta¢ wybrane wspdlnie
dla wszystkich |¢t| < T. Zatem

VIF() " Iy (n) < CF () mexp (1- ¢

k,l/4
Ir(n) < Ccmh(n),
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Jezeli zatem wykazemy, ze \/nf(a)” ™I (n) jest zbiezne, z powyzszej nieréwnosci otrzymamy niemal
jednostajna zbieznosé /nf(a) "I2(n) do zera.
Pozostaje nam wiec wykazaé, ze

_2rf(a)
f"(a)

Jest to najbardziej subtelny fragment dowodu. Zdefiniujmy funkcje

vnf(a) " I(n) —

1
h(r) = /0 (1 —r)(log f)"(1 + rt)dr.

Zapiszemy teraz funkcje log f(x) z wzoru Taylora z reszta w postaci catkowej. Poniewaz (log f)”
znika w punkcie 1, mamy

g () = 1o (1) + [ (& — u)(log )" (u)du,

co po zamianie zmiennych u =1+ (z — 1)r daje

log f(z) = log f(1) +/0 (1 —=r)Y(og )"(1 + (z — V)r)dr(z —1)? = h(z — 1)(z — 1),

czyli
fla) = f(1) exp(h(z — 1)(z — 1)?).

Kolejny raz zamieniajac zmienne, tym razem w calce definiujacej I1(n), dostajemy

fayvano - [ exp(h(z/v/m)2?)dz

|z|<ckl/4nl/4

_ / exp((w/ V)T o) cort /int/ayda
R

Mamy

_ )
2f(1)

ponadto funkcja h jest ciagla, zatem funkcja podcalkowa powyzej jest nie wigksza niz exp(—ex?)

dla pewnego € > 0. Z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, dostajemy wiec

h(0)

<0,

—n N exp(— IE2 = 727Tf(1)
O e e e e

Z ograniczono$ci cosinusa daje to jednostajna zbieznosé f(1)~"y/ng(a)l;(n) do zadanej granicy,
konczac dowdd lematu (Uwaga: zbiezno$é w lemacie jest niemal jednostajna, gdyz skladnik odpo-
wiadajacy I jest zbiezny niemal jednostajnie). O

Dowdéd Lematu 17. Dowdd bedzie sie opieral na triku znanym nam juz z dowodu lematu Slepiana-
Fernique’a. Funkcje exp(—x2/2) wyrazimy jako transformate Fouriera gestosci gaussowskiej. Daje

to

dn—k 2 1 ) 2
n—k —z=/2 __ ce\n—k —ix—E~/2
e L vl (U R S

Hyy g(x)e™™ /% = (<1)
co po przejsciu do funkcji ¥, daje
6x2/4

¢n—k(z) _ (ig)nfkefi£z7§2/2d£

)3/ n—k) Je

o1



1 wreszcie

c\n—k _—ifx//n—&2
(i&)"Fe o/ Vn=&/2q¢.

T ,L‘nfke:v2/4nnl/4
n1/4'l/)nfk (7)

Vi) @i/ n— k) e

Zamieniajac zmienne w calce i korzystajac ze wzoru Stirlinga, otrzymujemy

nt 4, ), (%) =

ea:2/4nn3/4+(n7k)/2

(27)3/4\/(n — k)! ]R(
x?/4n,,3/44+n/2 . 2
= A U e e 1 o(1)

n/ 2
VR ey n2ge(1 1 o(1))

ig)nfkefifzfgzn/ng

@2m) Jr
e"/2 n 2 .
= (27;( Refg "/25”7kRe i"Fe e (1 4 o(1))
n/2 0 ) —k
=2° (27:)/5/0 e 2 cos (fa: - 7T(nT))f_kdﬁ(l +0o(1)),

przy czym ostatnia rownos¢ uzyskujemy przez rozpatrzenie wszystkich mozliwych reszt jakie n — k
moze dawac przy dzieleniu przez 4 i skorzystanie z podstawowych wlasnoéci funkcji trygonometrycz-
nych (parzysto$é, nieparzysto$é, przesuniecie fazy miedzy sinusem i cosinusem). Dowdd mozemy

teraz zakonczy¢ korzystajac z Lematu 18.
O

Teraz mozemy juz wykazaé zbieznosé Ky do K. Zauwazmy, ze wystarczy wykazaé zbiezno$é
jednostajna na {(z,y) € [-M,M]*,x # y} dla dowolnego M > 0. Zbieznoé¢ jednostajna na
[~ M, M)? wynika juz z ciagloéci funkcji Ky oraz K. Z Twierdzenia 26 mamy

> :\/NlZJN(ﬂf/\/NW)N—l(y/\/N) —n_1(z/VN)Yn(y/VN)

KN(xvy) r—vy

=n_1(y/VN) i Py (te/VN + (1 — t)y/VN)dt

ooV [y eV + (0= VN
1
~onalo/VR) [ (Vs () = G
Ul VR) [ VR = Tonoala) = o)

gdzie z; = tx/v/N + (1 — t)y/v/N. Korzystajac teraz z Lematu 17 dla k = 0, 1,2, otrzymujemy, ze
dla duzych N

K@) :%(COS (v- W) /01 cos (1 + (1~ )y - #)dt

_COS(y_%> /Olcos (tl‘ﬁ‘(l—t)y_#)dt)_‘_o(l)
e G B e R (R R (e

2 2 2 2
— cos (y— g) sin (33— w) + cos (y— g) sin (y— M)) +0o(1)
_sin(z —y) +o(1)
m(x —y)

52



Uwaga Dowd6d Twierdzenia 25 przebiega w znacznej czesci tak samo jak Twierdzenia 24, r6z-
ni si¢ jedynie samg koncéwka, gdyz w ogélnym przypadku konieczne jest zbadanie asymptotyki
przesunietego jadra K. W ogdélnosci jest to nieco bardziej skomplikowane niz w przypadku ¢ = 0.

6.3 Luka w spektrum wokoétl zera

Kolejnym zagadnieniem, ktérym sie zajmiemy, bedzie dokladniejsze zbadanie rozmiaru luki w spek-
trum macierzy GUE wokodt punktu 0. Wyznaczymy graniczne zachowanie prawdopodobienstwa, ze
zadna z wartoci wlasnych nie znajduje sie w przedziale (—t/(2v/N),t/(2v/N)). Oczywiscie, problem
ten mozna potraktowac jako szczegdlny przypadek twierdzenia Gaudina-Mehty, jednak skompliko-
wana posta¢ wyznacznika Fredholma wystepujaca w tym twierdzeniu nie pozwala na natychmia-
stowe odczytanie zaleznosci od t. Naszym celem bedzie udowodnienie nastepujacego twierdzenia,
ktore podaje te zalezno$¢ bardziej bezposrednio (aczkolwiek nie w postaci jawnych wzoréw, a je-
dynie poprzez podanie réwnania rézniczkowego spelnionego przez funkcje graniczna).

Twierdzenie 29 (Jimbo-Miwa-Mori-Sato). Dla dowolnego t > 0,
Jim P(VNAY, ... .VNAY ¢ (=t/2,t/2)) =1 - F(1),

gdzie

F(t) :1—exp(/0t Mda:),

X

za$ o = o(t) jest rozwigzaniem tzw réwnania Painlevé V:
(to”")? +4(to’ — o)(to’ — o + (0/)?) = 0,

w szczegdlnosci dla t ~ 0,

Jesli zdefiniujemy zmienne losowe
Ty = min | AN,
<n

powyzsze twierdzenie mozemy przeformutowac jako
lim P(Tn <t) = F(t).
N —o0

Gdyby$my wiedzieli, ze F(t) jest dystrybuanta miary probabilistycznej, oznaczaloby to, ze ciag
T jest slabo zbiezny. Asymptotyka funkcji o podana w twierdzeniu pozwala latwo wykazaé, ze
F(04) = 0. Mozna réwniez wykazaé, ze F(oco) = 1, wykracza to jednak poza ramy naszego wy-
ktadu. Oczywiscie funkcja F' jest monotoniczna i ciagta na (0, 00), wiec wobec powyzszych uwag
rzeczywiscie jest dystrybuanta pewnego rozktadu prawdopodobienstwa.

6.3.1 Dodatkowe wlasnosci wyznacznikéw Fredholma

Dowoéd Twierdzenia 29 bedzie opieral sie na dokladnej analizie prawej strony réwnosci w twier-

dzeniu Gaudina-Mehty. Aby ja przeprowadzié¢, zdefiniujemy pewne dodatkowe pojecia zwiazane z

ogblng teoria wyznacznikow Fredholma. Podobnie jak poprzednio, wszystkie definicje i wlasnosci

wprowadzimy jedynie w bardzo szczegdlnym przypadku, potrzebnym do naszych zastosowan.
Ustalmy zatem 1 < to oraz ciagla, ograniczona funkcje K na (t1,ts). Oznaczmy

Atlﬂfz (K) = A(K7 (tla t2))-
Wprowadzmy jeszcze jedno oznaczenie. Dla ograniczonych funkcji K, L: (t1,t2)? — R zdefiniuj-
my KoL: : (t,t2)? — R, wzorem

(KoL)@y) = [ K(z,2)L(sy)dz

t1
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Uwaga Jezeli utozsamimy K, L z operatorami jadrowymi na przedziale (t1,t2), to K o L odpo-
wiadaé bedzie ich ztozeniu. Uzasadnia to uzycie symbolu o oraz okreslenie ,zlozenie K i L”, ktorego
bedziemy uzywac dla funkcji K o L.

Zanim zdefiniujemy pojecie rezolwenty, potrzebne nam do dowodu Twierdzenia 29, wprowadz-
my jeszcze jedno oznaczenie, upraszczajace notacje. Dla jadra K oraz dowolnej liczby naturalnej
dodatniej, oznaczmy

K(xl mn) = det[K (24,5)]i,j<n-
Y1 - Yn
Ponadto zdefiniujmy funkcje

to to
Hn(x,y):/ / K(mxl”'m”>dx1...dxn,n>0
t1 th Yyry...Tn
oraz dodatkowo oznaczmy Hy(z,y) = K(z,y).
Definicja 12. Sprzezeniem Fredholma ograniczonego, cigglego jadra K: (t1,t2)? — R nazwiemy

funkcje

n

n=0 :

n

Ponadto, jesli Ay, +,(K) # 0, zdefiniujmy rezolwente K, wzorem

R = 50

Uwaga Korzystajac z Lematu 15 tatwo wykazaé, ze powyzsza definicja jest poprawna. Szczegdly
zostawiamy jako ¢wiczenie.
Kolejny lemat odegra kluczowsa role w dowodzie Twierdzenia 29.

Lemat 19. Niech H(z,y) bedzie sprzezeniem Fredholma jedra K : (t1,t2)? — R. Wowczas
KoH=H-A, . (K) K=HokK.

Dowdd. Wykazemy jedynie pierwsza réwno$é, dowdd drugiej jest analogiczny. Latwo wykazaé (ko-
rzystajac z ograniczonosci K), ze lewa strona jest w punkcie (x,y) réwna

n!

n=0 t
(=) [t b2
:Z%/ / Ko 2K (20 deday - da,
n=0 e 1 t

YT ... Ty

podczas gdy prawa strona jest rowna

S [ [y (2 K)o

Zatem, aby udowodni¢ lemat, wystarczy wykazaé, ze

to to
;)'/ / K(x’z)K<le”.xn_1>dzd$1"'d$n_1
ey

(n—1 t YT1 .o Ty
1 [t t2 c Ty e T

= / (K(xml v )fK<x1 x )K(m,y))dml...dxn
n! S, t YT1... Ty Ty ...Tn

54



lub réwnowaznie

to to
/ / K(mxl"'x")dﬂcl-“dxn: (32)
th ty Yyry...Ty

to to to to
/ / K(Il'”x">K(:c,y)d:1:1--~dxn—n/ / K(x,z)K(le'”xn_1>dzdx1---d:c”_1
t1 th T1...Tn th ty Yry...Tp-1

(33)

Stosujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza, otrzymujemy

K(]].’El a:n) ZK(x,y)KCUl in) —&-i(—l)iK(m‘,xi)K(xl To ... Ty Tiy1 :cn)

Yyry...Tp Ty ... Yy Ty ... Ti—1Lj41---Tnp

T1...Xp Ty Ly .o Tj Ljgl---Tp
- K(, K( )f K K( )
(xy) L1 ...Tn Z (-Tx) Y Ty ... Ti—1Ti41-.-Tn

przy czym w drugiej rownosci skorzystaliSmy z antysymetrii wyznacznika. Calkujac powyzsza row-
no$é¢ dostajemy (32), gdyz z symetrii catki odpowiadajace wszystkim sktadnikom sumy po prawej

stronie sa rowne
ty ta
ZX1 ... Tpn-1
/ / K(a:,z)K( dzdxy -+ - dep_1.
t1 t1 Yyry...Tn-1

6.3.2 Szkic dowodu Twierdzenia 29

Ponizej przedstawimy zarys dowodu Twierdzenia 29, koncentrujac sie raczej na formalnej stronie
do$¢ skomplikowanych obliczen niz na zachowaniu pelnej $cistoéci. W szczegdélnoéci, nie bedziemy
kazdorazowo precyzyjnie uzasadnia¢ poprawnosci przej$¢ granicznych, wynikajacej dos¢ tatwo ze
standardowych twierdzen analizy matematycznej (np. o zwiazku zbieznosci jednostajnej pochod-
nych z rézniczkowalnoscia granicy).

Powracajac do oznaczen z Twierdzenia Gaudina-Mehty, oznaczmy

sin(z — y)

Klay) = m(x—y)

Bedziemy rozpatrywaé¢ wyznaczniki i rezolwenty Fredholma zwiazane z jadrem K, i przedziatem
(t1,t2). Zalezno$é od parametréw t; bedziemy zapisywaé w dolnym indeksie. Naszym celem jest
znalezienie réwnania rézniczkowego na

d
O'(t) = tiA—t/Q,t/Q (K)

dt

Niech Ry, 4, (x,y) oznacza rezolwente jadra K, zdefiniowana w poprzednim rozdziale. Pierwszym
krokiem dowodu jest obliczenie pochodnych czastkowych funkeji Ry, +,(x,y) oraz pewnych innych
funkcji z nig zwigzanych wzgledem parametréw t;, przy ustalonych warto$ciach x,y.

Lemat 20. Dla i = 1,2 zachodzqg réwnosci,

% = (_1)i+1Rt1 to (tlvt’t) (34)
ot; 7
oraz
M = (_1)iRt1,t2 (Jf, tt)R(t“ y) (35)

ot;
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Dowdd. Zauwazmy, ze

0
5 / / det[K (zj, )] jkndey ... doy
Z/ / ce TR tz: Th+1 "'m">dx1---da:k—1dxk+1"'d$n

X1 U Xy1 - T
- (_ ) an—l(tivti)a

gdzie H,_1 jest funkcja pojawiajaca si¢ w definicji Hy, 4, — sprzezenia Fredholma funkcji K (roz-
patrywanego jako jadro calkowe na zbiorze (t1,t2)). H,—1 zalezy wiec takze od przedzialu (t1,t2),
czego nie bedziemy jednak zaznacza¢ w notacji.

Stad, korzystajac z Lematu 15, ograniczonosci funkcji K oraz standardowych twierdzen analizy,
otrzymujemy, ze

0A ;
8?11&2 = (_1)H—1Ht1’t2 (ti7 ti)a
K3

co tatwo implikuje réwnosé (34).

Aby udowodnié (35) przypomnijmy, ze z Lematu 19, dla dowolnych z,y € (t1,t2) zachodzi
rownosé

tz t2
Ry, 1, (x,y) = K(z,y) + K(z,2)Ryy 1, (2,y)dz = K(x,y) + Ry, 4, (2, 2)K(2,y)dz.  (36)
t1 tl
Z definicji Ry, 4, (z,y) tatwo wykazaé, ze funkcja ta jest rézniczkowalna wzgledem ¢; (ponownie po-
kazujemy, ze szereg pochodnych jest niemal jednostajnie zbiezny). Korzystajac z powyzszej réwnosci
wykazemy, ze
OR T,y
tl,atii( / K .Z‘ Z)Rthtz (Z y)d
1

ta
= (=1)'K (2, t;)Re, 4, (tir y) + K(o:,z)w

dz.
; ot z (37)

Dowdd powyzszego wzoru przeprowadzimy tylko dla ¢ = 2, przypadek ¢ = 1 jest analogiczny.
Mamy

1 ta+h ta
E(/ ($7Z)Rt1,t2+h(z?y)dz_/ K(.’L‘,Z)Rtl)h(,&y)dZ)
ty

to+h R - R to+h
:/ K(z,2) tl’t2+h(z’y)h IRACT)P E/ K(z,2) Ry, 1,(2,y)dz.
t1 to

Z ciaglosci Ry, +,(x, z) wzgledem z wynika, ze drugi skladnik zbiega przy h — 0 do K (x,t2) Re, +,(t2,y).
7 kolei pierwszy sktadnik jest dla matych h réwny

to+1 _
/ K(I, Z) Rtl,tz—i-h(za y)h Rt17t2 (Za y) 1(t1,t2+h)(z)d2’-

ty

Funkcja podcatkowa zbiega p.n. do K(m,z)%ﬁl(n,tz)(z). Aby zakonczy¢ dowod (37)

wystarczy wiec wykazad, ze ilorazy réznicowe (Ry, 1,1 (2,y) — Ry, 1,(2,y))h ™! sa wspélnie ograni-
czone. Wykazanie tego nie jest trudne, gdyz ponownie z definicji Hy, 4, (z,y) wynika, ze pochodna
czastkowa Hy, 4, (x,y) wzgledem to jest ograniczona dla x,y, t1,t2 ograniczonych.

Z réwnosci (37) dostajemy

b2 ORy, 1, (s, X b2
| R 2 gy R ) [ R K st
t1 T t1

2t OR
+/ Rtl’tz(x,s)K(s,z)itlgi(z y)d ds
t1 ty 4
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Dodajac powyzsza rownosé do (37) otrzymujemy (35), gdyz, ponownie z réwnosci (36), mamy

. t2 . .
(_1)1Rt1,t2 (ti, y) / Rtl,tz (J), S)K(S, ti)dS—l-(—l)zK(Z‘, ti)Rtl,tz (1‘,1‘7 y) = (_1)1Rt1,t2 (J,‘, ti)Rtl,tz (ti, y)
ty

oraz

ta s OR t2 OR
[ Rtk T E gy [ e, M0,
1 1 ? 1

ta to
= / (/ Rt1,t2(x75)K(572)d8 +K($,Z)> aRtl’tz ) y d — / Rtl,tz aRtlg;(z y)d
ty t1 " i

O
Oznaczmy teraz f(x) = 7~ /2 sinz oraz zdefiniujmy funkcje
Qu @)= 5@+ [ Rl F0)iy
Py, () = f'(2) + :2 Ry (2,9) 1 (y)dy
Lemat 21. Zachodzq rownosci
Rov,(2,9) = Ro o (y,2) = Q15 (%) P, 1, (y; - ftl,m W) Pt (x)’ (39)
Ry, 1, (2, 2) = mtlT?(x)Ptl,tz( ) — 8Pt17t2( )chtg( )s (39)
L) (1) Ry, 8@ ), 1= 1.2, (40)
613“8’7;%(95) = (=1)' Ry 1 (2, t:) Py 1o (1), i = 1,2 (41)

Dowdd. Réwnosé (39) wynika z (38) poprzez twierdzenie de L’Hopitala, za$ réwnosci (40) i (41) =z
Lematu 20, przyktadowo

aQtl,tQ (33) o i /t2
8t2 - at2 ‘" Rtl,tz(x7y)f(y)dy

2 OR ,
= Runotafe) + [ 200 g,
t1 2

to

= Rtl’tQ ({,L'7t2)f(t2) + Rtl,tz (xth)R(t% y)f(y)dy

t1

= Ry, 1, (2, t2) Q4 1, (t2),

przy czym druga réwnosé¢ dowodzi sie podobnie jak (35) w Lemacie 20. 3
Pozostaje zatem wykazaé (38). Ponownie uzyjemy Lematu 19. Oznaczmy Ry, +,(z,y) = (x —

y)Rthtz (gjvy) oraz f(tht'z (x,y) = (‘T - y)Kt1,t2 (x,y) Mamy
]%7517152 oK = Rtl,tg —-K=Ko Rtl,t27 (42)

czyli
tz ta
/ Ry, 1 (z, 2)K(2,y)dz = Ry, 4, (z,y) — K(z,y) = / K(z,2)Ry, 1,(2,y)dz.
t1 t1

Mnozac pierwsza réwno$é stronami przez (x — y) = (x — 2) + (2 — y), otrzymujemy

Rtl,tz oK + Rtl,tz o K = Rtl,b - K. (43)
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Skladajac teraz obie strony prawostronnie z Ry, .+, (poprzez interpretacje o jako zlozenie operatoréw
jadrowych lub bezposdrednio z definicji calkowej latwo wykazaé, ze o jest laczna) i korzystajac
ponownie z (42), dostajemy

Rtl,tQ o (Riy ity — K)+ Ry 4,0 Ko Ry 1, = Rtl,tQ o Ry, — Ko R, 1y
czyli (korzystajac z rozdzielnosci o wzgledem dodawania)
~Ry, 4,0 K+ Ry, 4, 0 Ko Ry 4y =Ko Ry, 4,
co po dodaniu stronami do (43) daje
Rity=K+Ry1,0K0R 4, + KoRy 4, + Ry, gy 0 K (44)

Mamy K (x,y) = K(y, x), skad wynika, ze réwniez Ry, 1,(x,y) = Ry, +,(y, x). Skorzystamy takze
z definicji funkcji K (zauwazmy, ze Lemat 20 korzystal jedynie z dobrych wlasnosci analitycznych
funkcji K, nie z jej postaci), ktéra implikuje, ze

K(x,y) =7 (sinzcosy — coswsiny) = f(z)f (y) — f(y) f'(x),
Dzieki symetrii funkeji Ry, ;, mamy

ta

to
RmbORORmm@w%:/ v, $)(F(8)F(2) — F()F(8)) Rev.a (9, 2)dlsdz

t1 t1

= (Qt1,1 (@) = F(@)(Pry 12 (W) = [ (W) = Q1,62 (¥) = F(W))(Pry 1 () = [/ ().
Ponadto

to t2
R o Rtl,t2 (ﬁt,y) = f(lE) f/(Z)Rtl,tz (y7 Z)dZ - f/(x) f(Z)Rtl,tz (y> Z)dZ

= (@) (Poas(y) — () = (@) Qe (y) — (1))
oraz podobnie

to

mmuwwsz@/”&m@¢ﬁ@M—ﬂm/fahmaf@w

t1 t1

= f/(y)(Qtl,tQ (.’17) - f(SU)) - f(y)(Ptl,tz (SL’) - f/(aj))
Dodajac stronami cztery ostatnie nieréwnosci otrzymujemy (38). O

Potrafimy juz rézniczkowaé funkcje Py, 4, (), Qt,.1,(x) wzgledem parametréw ¢;. W kolejnym
lemacie wyprowadzimy wzory na pochodne czastkowe wzgledem argumentu z.

Lemat 22. Dia dowolnych t; <ty oraz x € (t1,t3) mamy

%55(56) = Py 1, (T) = Ry, 1, (7, 82)Qty 1, (t2) + Ry 1, (2, 81) Q4 1, (t1)
oraz
3]3%77;2(9:) = —Qt, t,(7) — Ry 1, (2, 12) Py, 1, (t2) + Ry 1, (0, 81) Py 1, (H1)
Dowdd. Zdefiniujmy operator rézniczkowy T' dzialajacy na funkcjach dwéch zmiennych wzorem
)
Jdr Oy

Aby obliczy¢ pochodna wzgledem argumentu z, wyznaczymy T Ry, ,, co pozwoli zamieni¢ pochodna
po z w definicji Py, 4, (), Q¢ t,(z) na pochodng wzgledem y i poprzez catkowanie przez czesci
»przerzuci¢” te pochodna na funkcje f, ktéra jest dana jawnym wzorem.
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Przypomnijmy, ze z Lematu 19.

t2 t2
Rtl,tz(xaz)K(Z’y)dz = Rtlth(x7y) _K("Tvy) = K(xvz)Rtl,tQ(Zvy)' (45)
t1 tl
Stad
to a to a
T(Rthtz —K)(.’E,y) = 7Rt1,t2($7Z)K(Zay)dZ+/ Rthtz(‘xvz)iK(z%y)dZv
¢4, Ox t dy
czyli
to a to a
TRy, 1, (z,y) = a—Rtl,tz (z,2)K(z,y)dz + Ry, 4, (x,2) — K(2,y)dz, (46)
t, OF t dy

gdyz jak tatwo sprawdzi¢

1/(x—y)cos(zx —y)—sin(x —y) —(x—y)cos(x —y)+sin(zr —y)
T = o (P * (P )=0

Zauwazmy, ze z wzoru na calkowanie przez czesci,

to a to a
Riv a0 t2) K (t2,0)~ Roy i 00K (1,0) = [ (L Bua w2 K oot [ Ruyn2) (G K z29)
t1 t1

Dodajac ostatnia réwno$é do (46), otrzymujemy

TRy, t,(x,y) + Ry, p, (2, t2) K (t2,y) — Rey 1, (2, 61) K (L1, y)
= (TR) o K(x,y) + Ri, 1, o (TK)(2,y) = (TRt, 1,) o K(2,y), (47)

Sktadajac obie strony (47) prawostronnie z R i ponownie korzystajac z Lematu 19, otrzymujemy

(TRt17t2) 0 R(:L’, y) + Rtl,t2 (1’, tQ)(Rtl,t2 (t27 y) - K(tQa y)) - Rtl,tz (.’E, tl)((Rtl,tQ (tlv y) - K(tl, y))
= (TRthtz) © R(I, y) - (TRt1,t2) © K(:C’y)7

czyli
Rtlﬂfz (33, t2)(Rt17tz (tQ’ y) - K(tQ’ y)) - Rtl,tz (JZ, tl)((Rthtz (tl, y) - K(tlv y)) = _(TRthtz) © K(JJ, y)v

co po dodaniu stronami do (47) daje

TRy, 1, (x,y) = Rey o (2, 01) Rey 1, (E1,Y) — Ry 1, (@, t2) Ry, 1, (L2, )

lub réwnowaznie

%Rtl,tg (T,9) = Ry 1, (2, 01) Rey 1, (81,Y) — Riy 1, (T, 82) Ry, 1, (F2,y) — %Rtl,tg (z,y).
Zatem
t2
Rl —pa) e [ Bl 1)
1@ - [ LRy e
6 Oy P

ta
T / (Rev (2 11) Res 1 (01, 9) — R (2 £2) Res 1 (£2.9)) F ()
ty

to

= f'(z) + Ry, o (2, y) f (y)dy — Ry, 1, (2, t2) f(t2) + Ry, 1o (2, 1) (1)

t1
= Pt17t2 (.’13) - Rt17t2 (JJ, tQ)chtz (tQ) + Rt17t2 (Z‘, tl)chtz (tl)’

co konczy dowdd pierwszej réwnosci z tezy lematu. Dowdd drugiej réwnosci jest analogiczny (ko-
rzysta z postaci funkeji f, ktéra gwarantuje, ze f” = —f). O
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Dla uproszczenia notacji oznaczmy

pi(t1,t2) = Py, 4, (t;)
qi(t1,t2) = Qe 1, (),

1= 1,2 oraz R(tl,tg) = Rtl,tg(t17t2) = Rtl,tz(t27t1)-

Lemat 23.

Rity.ts) = ql(tl,tg)pz(tl,tii :Z(tl,tz)@(fl’tz), (48)

Ponadto dla i # j,
W = (=1)'R(t1,t2)qi(t1, t2), (49)
%}:t?) = (=1)'R(t1, t2)pi(t1, t2), 0
%;tz) = pi(t1,t2) + (—1)'R(t1, t2)q;(tr, t2), (51)
%Xﬁz) = —q;(t1, t2) + (—1)"R(t1, t2)p; (t1, t2). (52)
Riy iy (tists) = pi(tl,tQ)i%'(tlatZ) - qi(tlvb)ipi(tl’tz) (53)

8ti ati

Dowdd. Przypomnijmy sobie Lemat 21 i zauwazmy, ze réwnos$é (48) wynika bezposrednio z (38),
za$ (49) i (50) z (40) i (41) (argument ¢; wystepuje jedynie w jednym miejscu wsréd argumentéw
i parametréw funkcji Q, ¢, (t:), Pry e, (8:))-

7 kolei ze wzoru na rézniczkowanie funkcji ztozonej mamy

9qi(t1,t2) _ 0Qu, .1, (t:)
ot; ot;

0 0
= %Qtlytz(x) + %chtz(x) )

x=t; x=t;

co z lematéw 21 oraz 22 jest réwne
Pt17t2 (tl) - Rtl yt2 (ti, t2)Qt17t2 (t2) + Rtl yt2 (ti7 tl)chtz (tl) + (_1)iRt17t2 (tiv ti)chtQ (ti)
=pi(t1,t2) + (—1)"R(t1,t2)q;(t1, t2),

dowodzac (51). Dow6d réwnosei (52) jest analogiczny.
Pozostaje udowodnié (53). Z Lematu (21) mamy

_ 6Qt1,t2 (CL’) o aPtl,tz (37)

Rt17t2 (ti7 ti) = Oz et Ptl,tz (tl) O L:t,- Qt17t2 (t1>
aQtl to (.’L‘) aPtl ta (IL‘)
= i ((tr,te) — 2t
o w:tlp (t1,12) O Ftiq (t1,t2)

0 0 0 0
871_%(?517?52) - aTZ_Qtl,tz (x))xzti)pi(h,h) - (@pi(tl’h) - Bitiptl’h (l‘)‘ i)qi(tl’b)

d ; 9] ;
= 8*“%'(151,152) —(=1)"Ry, 1, (tiati)Qi(tlvt2)>pi(t1,t2) - (aTipi(thtz) — (=1)"Ry, 1, (ti,ti)pi(thtg))qi(thtz)
9] 5,
= pi(tl,f2)87iql'(t1,t2) - Qi(tlatZ)%pi(tlat2)7
dowodzac (53). O
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Do dowodu Twierdzenia 29 potrzebny nam bedzie jeszcze jeden prosty lemat, wynikajacy z
definicji Ay, 4, oraz funkcji p;, ¢;. Jego dowdd zostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 24. Dla dowolnych t1 < to,
Athtz = A—1527—751

oraz dlai # j, i, € {1,2}.
pi(ty,t2) = —pj(—t2, —t1), qi(t1,t2) = —q;(—t2, —t1).

Dowdd Twierdzenia 29. Oznaczmy
A(t) =A_y2,/2-
Laczac lematy 20 oraz 23, otrzymujemy dla i,j € {1,2}, i # j

Olog A ) 0 0
% =(-1)"*! (pi(t1,f2)87iqz‘(t17t2) - Qi(t17t2)£pi(tlat2))
=(—1)"*" (pz‘(th t2)(pi(t1, t2) + (—1)"R(t1,t2)q;(t1, t2))
—qi(t1,t2)(—qi(t1, t2) + (_1)iR(t17t2)pj(t1»t2)))
=(-1)"*" (pi(tla t2)? + qi(t, t2)2) — R(t1,t2)pi(ti, t2)q;(t1, t2) + R(t1,t2)qi(t1, t2)p;(t1, t2)
Stad
1 0 0
5(572 - 6*“)10gAt1,t2
1
=— i(Pl(tla t2)” + pa(t1,t2)” + qu(t1, t2)” + qa(ty, t2)?) — R(t1, t2)pa(ts, t2)qu(t1, t2) + R(t1, t2)qa(t1, t2)p1 (1, t2)
1
=— §(P1(t1at2)2 +p2(t1,t2)? + qult1, t2)® + q2(t1, 12)?) + R(t1, t2)?(t2 — t1),

przy czym w ostatniej réwnosci ponownie skorzystalismy z Lematu 23.
Zatem, uwzgledniajac symetrie podane w Lemacie 24, otrzymujemy

d 0 0
— log A—t/2,t/2 = (877,‘2 - 671) log Ay, ¢,

dt
= —p(t)” —q(t)* —tr(t)%,

tlzft/Q,tQZt/Q

gdzie
p(t) =p1(—t/2,1/2),
q(t) =q1(—t/2,t/2),
T(t) :R_t/Q’t/Q(_t/2, t/2).

Korzystajac ponownie z Lematu 23, mamy

r(t) = =2p(t)q(t)/t,

skad otrzymujemy

%bgA_mm = —p(t)* — q(t)* — 4p(t)*q(t)’ (54)
Ponadto z Lematu 23,
q(t) = %<_ 8qlétt11, = 8611((??;12, t2)) ti=—t/2,tz=t/2
= %( —p1(—t/2,/2) + R_y2.4/2(t)a2(—/2,t/2) + R_4 /2,1 /202(—t/2, t/2))
= —p(t)/2 + r(t)q(t)
= —p(t)/2 + 2p(t)q(t)?/t
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oraz podobnie

P (t) = a(t)/2 = 2p(t)*q(t) /L.

Przypomnijmy, ze

o(1) = 15 Tom A_yya 70 = —1(p(1)* +4(1)?) + 4a(t)p(1)?

Uzywajac ostatnich trzech réwnosci mozemy obliczy¢

o' (t) = —p(t)® — q(t)* — 2tp(t)p' (t) — 2tq(t)q (t) + 8q(t)q ()p(t)* + 8q(t)*p(t)p' (¢)

oraz

to”(t) = =2tp(t)p'(t) — 2tq(t)q'(t)
= —2tp(t)q(t) + 4p(t)*q(t) — 2tq(t)p(t) — 4p(t)q(t)
= 4(p(t)*q(t) — q(t)*p(t)) = 4p(t)q(t) (p(t)* — q(t)?).

W szczegdlnosci

to’(t) — o(t) = —4q(t)*p(t)*
to'(t) — a(t) 4+ (o' (t)* = (p(t)* — q(t)?)?

oraz

(to” (1))? = 4(4p()g(1))* (p(t)* — q(t)*)* = 4(to’(t) — o (1) (o' (1) — o (t) + (o' (1)),

co dowodzi tezy twierdzenia. O

6.4 Zachowanie wartosci wlasnych przy brzegu nos$nika

Na zakonczenie wyktadu oméwimy krétko odpowiedniki Twierdzen Gaudina-Mehty oraz Jimbo-
Miwy-Mori-Sato, opisujace zachowanie wartosci wlasnych macierzy typu GUE w malym otoczeniu
punktéw —2v/N oraz v/N. Nie przedstawimy zadnych dowodéw, ograniczymy sie jedynie do sfor-
mutowania odpowiednich faktéw. Skoncentrujemy sie na zachowaniu wartosci wlasnych w okolicy
2v/N, gdyz z symetrii zachowanie na przeciwnym kraficu no$nika miary Wignera jest analogiczne.

Zaczniemy od zdefiniowania pewnej funkcji specjalnej, wystepujacej do$é czesto w réznych dzia-
tach matematyki

Definicja 13. Funkcjg Airy’ego nazywamy funkcje Ai: R — R, dang wzorem

Ai(z) = %/ e 3z gy
T Jo

gdzie C jest konturem w plaszczyinie zespolonej, ztoZonym z pdlprostych {677”-/3t2 t € Ry} oraz

{e”/?’t: t € Ry}, zorientowanym zgodnie z ruchem wskazdwek zegara.

Definicja 14. Jgdrem Airy’ego nazwiemy jedyng funkcje ciggla Ka;: R? toR, takq ze dla x # y,
Ai()Ai'(y) — Ai(y)Ai'(2)

KAi(xay): r—y .

Odpowiednikiem Twierdzenia Gaudina-Mehty jest

Twierdzenie 30. Dla dowolnych —oo < t; < ta < 00,

lim P(NYSON —2VN), ..., NYS(AN —2V/N) ¢ [—t1,ta]) = A(Kas, [t1, t2]).

N—o0
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Zauwazmy, ze czynnik skalujacy wynosi N/6, czyli jest mniejszy niz w Twierdzeniu Gaudina-
Mehty (gdzie byt réwny N'/2). Intuicyjnie odzwierciedla to fakt, ze gesto$é miary Wignera znika
w 2 i dlatego mozemy spodziewaé si¢ mniejszej gestosci wartoéci wlasnych (po przeskalowaniu do
przedziatu [—2,2], jak w Twierdzeniu Wignera, z powyzszego twierdzenia otrzymujemy, ze odstep
miedzy 2 i najblizsza wartoécia wlasng jest réwny N—1/6-1/2 = N=2/3 5 N-1), Cecha wspdlng
powyzszego faktu i Twierdzenia Gaudina-Mehty jest, ze graniczne zachowanie prawdopodobienstw
opisane jest przez wyznaczniki Fredholma. Réwniez schemat dowodu jest podobny, korzystajac
z reprezentacji prawdopodobienstw przez wyznaczniki Fredholma z jadrem Ky (Twierdzenie 28),
sprowadza si¢ do analizy odpowiednio przeskalowanych funkcji. Szczegoly analityczne sa oczywiscie
nietrywialne (jak mozna sie¢ spodziewaé juz na podstawie raczej skomplikowanej definicji funkcji
Ka).

Oznaczajac przez A** i podstawiajac w powyzszym twierdzeniu ¢; = t, ¢, = 0o, otrzymujemy,
" o (R
lim P(N ( = 2) < t) G(b),

N—o0

gdzie

(=D"

n!

G(t) = A(KAia[ta OO)) =1+ Z / / det[KAi(zia‘rj)}iJg”dzl"'dxn-
n=1 t t

Podobnie jak w Twierdzeniu Jimbo-Miwy-Mori-Sato mamy wiec zbieznosé dystrybuant prze-
skalowanych wartosci wlasnych do pewnej funkcji granicznej, o ktorej a priori nie wiemy czy jest
dystrybuanta. Okazuje sie, ze jest, a zatem najwieksza wartos¢ wlasna macierzy GUE jest po prze-
skalowaniu stabo zbiezna. Dokladniej, zachodzi nastepujace

Twierdzenie 31 (Tracy-Widom). Funkcja G jest dystrybuantg pewnej zmiennej losowej. Co wie-
cej, zachodzi réwnosé

o0
Gt =exp (~ [« = tale)d).
t
gdzie q jest rozwigzaniem tzw. rownanie Painlevé II:

q"(t) = tq(t) + 24°,

takim Ze dla t — oo, q(t) ~ Ai(t).

Literatura

[AGZ] G. Anderson, A. Guionnet, O. Zeitouni. Lecture notes on random matrices. Ksiaz-
ka jeszcze si¢ mnie ukazala, ale wybrane fragmenty mozna znalezé pod adresem
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/ lerdos/SS09/Random/randommatrix.pdf

BS] Z. Bai, J. W. Silverstein. Spectral Analysis of Large Dimensional Random Matrices

Fer|

G] A Guignnet. Large Random  Matrices: Lectures on  Macroscopic — Asymptotics,
Ecole d’Eté de Probabilités de Saint-Flour XXXVI — 2006 Dostepne pod adresem
http://www.umpa.ens-1lyon.fr/~aguionne/cours.pdf

[M] M. Mehta. Random matrices

[P] G. Pisier. Volumes of convex bodies and geometry of Banach spaces.

[
[F] W. Feller. Wstep do rachunku prawdopodobienstwa
[
[

63



1.

Elementy teorii macierzy losowych - seria 1:

przypomnienie podstawowych faktow dotyczgcych stabej zbieznosci miar, tw. Wignera.

Niech Xi, X5, ... bedzie ciagiem i.i.d. rzeczywistych zmiennych losowych. Rozwazmy ciag
macierzy losowych Ay = diag(Xi,...,Xn) (tzn. macierz Ay jest diagonalna, wymiaréw
N x N i elementy na przekatnej to X1, ..., Xx). Zbadaé zbieznos$é miary spektralnej macierzy
An.

Zadania 2-4 sqg ze sobg $cisle powigzane i mozna je robi¢ w roznej kolejnosci, wykorzystujgc juz

2.

udowodnione fakty do wykazania kolejnych.

Niech C oznacza k-ta liczbe Catalana. Wykazaé, ze Cy, jest

a) liczba poprawnych nawiasowan zlozonych z k par nawiaséw,
b) liczba Sciezek Dycka dlugosci 2k,
c) liczba drzew zorientowanych o k + 1 wierzchotkach.

Wskazaé bijekcje miedzy powyzszymi zbiorami.

3. Wykazaé, ze C, = CoCr_1 + C1Cr_o+ ...+ Cr_1Cy.
4. Wyznaczy¢ funkcje tworzaca ciagu Cl.
5. Wykazaé, ze

10.

11.

C’kz/x%da(a:),
R

gdzie o jest miara Wignera.

Wyznaczy¢ transformate Stieltjesa o, zdefiniowana jako

S(z) = /R L o),

r—z

dla z € C\R.

Wykazaé, ze jezeli u, un, m > 1, sa miarami probabilistycznymi na prostej, posiadajacymi
skonczone momenty dowolnego rzedu, p jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje momenty
oraz [ a*dp, — [a*dp dla k € N, to p, — p stabo.

Wykazaé, ze dowolna miara probabilistyczna na prostej o zwartym nosniku jest wyznaczona
przez swoje momenty.

Podaé¢ przyktad miary probabilistycznej na prostej, ktéra nie jest wyznaczona przez swoje
momenty.

Wykazaé, ze jesli G = (V, E) jest grafem spéjnym, to |V| < |E| + 1 oraz ze réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest drzewem.

Wykazaé, ze punktami ekstremalnymi zbioru macierzy bistochastycznych sa macierze permu-
tacji (Tw. Birkhoffa).
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Elementy teorii macierzy losowych - seria 2:

macierze GOE i GUE, niezmienniczosS¢, gestosé lgczna wartosci wiasnych

. Wykazaé, ze rozklad macierzy GOE (GUE) nie zmienia si¢ przy sprzezeniu macierza orto-
gonalng (unitarna), czyli nie zalezy od wyboru bazy ortogonalnej, w ktérej reprezentujemy
macierz.

. Wykazaé, ze zbiezno$¢ zmiennych gaussowskich jest réwnowazna zbieznosci ich parametrow.

3. Wykazaé, ze

[P VERED ¥ AU Vi
D VRS * RN YA
det | . 7277 2 =TI = 2.
. : . . . Z<]
L Ay A% .0 AV

Kolejne zadania dotyczq istnienia miary Haara na grupach zwartych i ich przestrzeniach jed-
norodnych. Przyjmujemy w nich, zZe G jest grupag, ktora dziala na pewnej zwartej przestrzeni
metrycznej (M, d) poprzez izomelrie.

. Niech {x1,...,2n}, {y1,.-.,yn} beda minimalnymi e-sieciami w M. Wykazaé, ze istnieje
permutacja 7w zbioru {1,...,n}, taka ze d(z;,yr(;)) < 2¢ dla dowolnego i < n (wsk. uzy¢
twierdzenia Halla o malzenistwach).

. Niech A,, bedzie minimalna n~'-siecia w M, za$ u,, unormowana miara liczaca skupiona na
A,. Wykazaé, ze z ciagu u,, mozna wybraé podciag zbiezny, a jego granica p jest niezmiennicza
ze wzgledu na dzialanie grupy G, tzn. p = po g dla dowolnego g € G (taka miare nazywamy
miara Haara na M).

. Wykazaé, ze jezeli dla dowolnych x,y € M istnieje g € G, t. ze g(x) = y, to miara Haara jest
wyznaczona jednoznacznie (zakladamy, ze jest to miara probabilistyczna).

. Niech U bedzie macierzg o kolumnach bedacych wektorami wlasnymi macierzy typu GOE,
odpowiadajacymi kolejnym warto$ciom wlasnym (wybieramy wektor, ktérego pierwsza nieze-
rowa wspdélrzedna jest dodatnia). Wykazaé, ze U jest niezalezna od wektora wartosci wlasnych
macierzy oraz jest rozlozona jak [v;jsgnvi;li j<n, gdzie [vi;]ij<n jest macierza losowa rozlo-
zong wzgledem miary Haara na Oy.

. Wykazaé, ze jezeli wielomian rzeczywisty d zmiennych xq,...,zq znika gdy z; = z; dla
pewnych i # j, to jest podzielny przez HKj (x; — xj).
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Elementy teorii macierzy losowych - seria 3:

macierze GOE i GUE, gestos¢ lgczna wartosci wlasnych — c.d., twierdzenie Marczenki-Pastura,
transformata Stieltjesa,

1. Niech P bedzie niezerowym wielomianem n zmiennych. Wykazaé, ze {x € RY: P(z) = 0} ma
miare Lebesgue’a zero.

2. Wykazaé, ze jezeli P jest wielomianem stopnia n, to A(P) = (—=1)""=1/2p(P, P).

3. Udowodni¢, ze rugownik dwéch wielomianéw jest rowny wyznacznikowi odpowiedniej macie-
rzy Sylvestera, zbudowanej z ich wspétczynnikéw.

4. Wykazaé, ze dla dowolnej macierzy A, niezerowe wartoéci wlasne macierzy AAT oraz AT A
pokrywaja sie¢ i maja réwne krotnosci.

5. Rozwazmy dowolna macierz A wymiaréw N x n, gdzie N/n = y. Niech s oznacza transfor-
mate Stieltjesa miary spektralnej AAT, za$ 5 transformate Stieltjesa miary spektralnej AT A.
Wykazaé, ze woéwczas

s(z) =y 15(2) — i

6. Niech A = [a;;]; j<n bedzie macierza N x N. Zalézmy, ze A sa oraz A®) (k < N) sa odwra-
calne oraz oznaczmy H = [h;j]; j<n = A~ Wykaza¢, ze

1

hoy —
e apk — o (AR) =15,

gdzie ag oraz () sa wektorami otrzymanymi odpowiednio z k-tego wiersza i k-tej kolumny A
przez usuniecie k-tej wspolrzedne;j.

7. Wykazaé, ze jedli macierz A jest symetryczna i odwracalna oraz A®) jest odwracalna, to

1+ af(A(k))_Qak
Al — ag(A(k))*lak

trA~! —tr (A(k))_1 =

8. Udowodni¢, ze dla dowolnej miary p i dowolnego z € C*, Im s, (z) > 0.

9. Udowodni¢, ze jesli u jest miara probabilistyczng skupiona na [0, 00), to dla kazdego z € C*
oraz y > 0,
Im(y +2z—1+yzs,(z)) > 0.
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Elementy teorii macierzy losowych - seria 4:

twierdzenie Marczenki-Pastura, transformata Stieltjesa, oszacowania normy operatorowe;j
macierzy losowych

Wykazaé, ze transformata Stieltjesa jest funkcja analityczng w CT.
Wykazaé, ze jezeli u jest miarg probabilistyczna, to limy . yIm s, (iy) = 1.
Wykazaé, ze dla dowolnej miary skonczonej g, limpy, ,—00 5,(2) = 0.

(Uzupelnienie dowodu twierdzenia Marczenki-Pastura). Przy oznaczeniach z notatek wykazad,
ze tr CC* < (n+ N)K(z), gdzie K(2) jest stala zalezng tylko od z.

(zwiazek transformaty Stieltjesa z transformata Laplace’a) Niech p bedzie miara skoniczona

na [0, 00). Wykazaé, ze
su(z) = / esz/ e du(t)ds.
0 0

Dla dowolnej rzeczywistej zmiennej losowej X zdefiniujmy norme

. [ XT1)2
| X ||, = inf {C: Eexp ((?> ) < 2},
przy czym przyjmujemy, ze infimum zbioru pustego to co. Wykazaé, ze dla t > 0,
P(IX| > t) < 2exp(—(t/[|Xl4.)?)-

Niech Xi,...,X,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej 0. Wykazaé, ze
n 5 \1/2
10+ Xallye <C(PIXZ,)
i=1
gdzie C jest pewng stalg uniwersalng. Wywnioskowaé stad, ze

t2
P(X1+ .+ Xo| > ) < 2exp (= e )
i 13,

dla pewnej statej uniwersalnej ¢ > 0.

Niech Xj,..., Xy beda niezaleznymi wektorami losowymi w R™ o éredniej zero i macierzy
kowariancji Id. Zal6zmy, ze istnieje C, takie ze

sup [|(Xi,y) [y, <C.
yes“n,fl

Niech M bedzie macierzg losowa o wierszach X, ..., Xy. Wykazaé, ze istnieje stala K, zalez-
na tylko od C, taka ze dla dowolnego € € (0,1), jezeli N > Ce—2n to N~V2M jest z duzym
prawdopodobienstwem (1 + ¢)-izometrig miedzy R™ i R, tzn.

(1 —e)la| < N™H%Ma| < (1+¢)la]

dla wszystkich x € R". Zastanowié si¢ jaki jest zwiazek miedzy tym faktem, a empiryczna
aproksymacja macierzy kowariancji.
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Elementy teorii macierzy losowych - seria 5:

Lemat Slepiana, koncentracja gaussowska
. Wykazaé, ze w dowodzie lematu Slepiana-Fernique’a mozemy zakladaé, ze wektory losowe X,
Y maja rozklad absolutnie ciagty.

. Niech X},Y; beda scentrowanymi procesami gaussowskimi na pewnym zbiorze przeliczalnym
t. Zalézmy, ze
1 = X|* < [IY: - Y|

dla dowolnych t,s € T oraz || X;||?> = ||Y;||*> dla dowolnego t € T. Wykazaé, ze wéwczas, dla
dowolnych t1,...,t, oraz liczb rzeczywistych r1, ..., r, zachodzi nieréwnosc¢

P(HzantL > ’f‘i) < P(Hzgnnb > ’r‘i).

W szczegoblnosci P(sup, X; > r) < P(sup, Y; > r) dla dowolnego r € R.

. (Zasada minoryzacyjna Sudakowa) Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (T,d) oraz € > 0,
niech N(T,¢) oznacza moc minimalnej e-sieci w T. Rozwazmy dowolny scentrowany proces
gaussowski na zbiorze przeliczalnym T'. Niech d(¢, s) = || X; — Xs||2 bedzie metryka pochodzaca
od tego procesu. Wykazaé, ze istnieje stala uniwersalna ¢ > 0, taka ze

super/log N(T,e) < Esup X;.
>0 teT

. (Twierdzenie Dudleya) Niech X; bedzie scentrowanym procesem gaussowskim okre$lonym na
zbiorze przeliczalnym T. Wykazaé, ze istnieje stala uniwersalna K, taka ze

Bsup|Xi| <X, | + K [ Viog N (T o).
t 0

gdzie ty jest dowolnym elementem zbioru T

. Niech M, = [X;;] bedzie ciagiem macierzy losowych wymiaréw n na N,, (gdzie N,/n — y),
ktérych wspoélezynniki sa niezalezne i maja wspélny rozktad N(a,0?), gdzie a > 0. Znalezé
normalizacje c,, taka ze

lim ¢, || M,

n—oo

istnieje p.n.? Jaka jest wartos$¢ tej granicy?
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Elementy teorii macierzy losowych - seria 6:

Wielomiany Hermite’a, Twierdzenie Gaudina-Mehty, Twierdzenie JMMS

1. Niech p bedzie miara na R posiadajaca wszystkie momenty, zas P, ciagiem wielomianéw
ortogonalnych dla tej miary. Udowodnié, ze istnieja liczby a,, b,, ¢,, takie ze

Poi1(x) = (anz + by) Pp(z) — cPr—q ().

2. Wykazaé, ze
a) H, jest stopnia n i ma wiodacy wspélczynnik réwny 1,
b) {Hk}r<n jest baza w przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej n,

c) {Hk/\/ﬁ};@o jest baza ortonormalna przestrzeni Lo (R, ), gdzie 7y jest standardowa mia-
rg gaussowska, réwnowaznie {¢y }x>0 jest baza ortonormalng w Lo(R, dz).

d) Hyq1(z) =xzHy(z) —nH,—1(x).
e) Dla dowolnych = # y,

n—1

Z Hk(x)HkQ/) _ Hn(m)anl(y) - anl(aj)Hn(y)
= k! (n—1)Yz—vy)
oraz )
n\T)WPn— — Pn—1\T)Pn
k=0 Ty
3. Udowodnié¢, ze dla dowolnych funkcji fi,..., fy oraz gi,...,gn, catkowalnych z kwadratem,

zachodzi wzor
1 N
- / et [ felwdontay)|_ deodax

k—1 2,

:% /RN det {fz‘(xj)L)jgN det |:gi<$j)]i,j<Ndxl dry

=det [/Rfi(x)gj(x)dx}

L,JSN
4. Wykazaé, ze dla dowolnych ograniczonych funkcji dwéch zmiennych F, G, zachodzi

det[F (zi, 25))ij<n — det[G (i, 25)ij<n| < 0 T2 F = Gl oo max(|| Flos, | Gllo)™

5. Wykazaé, ze operacja zlozenia zdefiniowana na funkcjach dwoch zmiennych odpowiada skta-
daniu operatoréow jadrowych wyznaczonych przez te funkcje.
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Elementy teorii macierzy losowych - seria 7:

Twierdzenie JMMS, Twierdzenie Tracy’ego- Widoma, warto$ci wlasne macierzy niehermitowskich

1.

Wykazaé, ze funkcja t — A_; /9 /9 TozSzZ€17a Sig do funkcji analitycznej w calej plaszczyZnie
zespolonej.

. Przy oznaczeniach z wykladu, wykaza¢ ze dla dowolnych ¢; < to,

Atht? = A—t27—t1
oraz dla i # j, 4,7 € {1,2}.
pi(ty,t2) = —pj(—t2, —t1), qi(t1,t2) = —q;(—t2, —t1).

Funkcja Airy’ego nazywamy funkcje Ai: R — R, dana wzorem

Ai(z) = i/ e 3z gy
c

271

gdzie C' jest konturem w plaszczyznie zespolonej, ztozonym z pélprostych {e=™/3t: t € R}
oraz {6”/ 3t:t € Ry}, zorientowanym zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Z kolei jadrem
Airy’ego nazwiemy jedyna funkcje ciagla Ka;: R? toR, taka ze dla x # v,

Ai(z) AT (y) — Ai(y) AT ()

K i 9 =
Ai(z,y) Ty
Wykazaé, ze powyzsze definicje sa poprawne.
Rozpatrzmy macierze n na n,
01 00 0 0 1 0 0 0
0 010 0 0 01 0 0
01 00 0 0 1 0 0 0
A= B B = . )
0 0 00 1 0 0 0 0 ... 1
0 0 0O 0 en, 00 0 ... O

gdzie g,, = n~“ dla pewnego « > 0. Obliczy¢ widma tych macierzy i wywnioskowac stad, ze dla
macierzy niesymetrycznych widmo nie jest asymptotycznie stabilne ze wzgledu na niewielkie
zaburzenie macierza o niskim rzedzie.

Niech M,, bedzie macierza n x n (niekoniecznie hermitowska), za$ p jej miara spektralna.
Oznaczmy przez ¢: R? — R funkcje charakterystyczng miary u (utozsamiamy tu plaszczyzne
zespolong z R?). Wykazaé, ze dla uv # 0,

24,2 oo oo
o(u,v) = wty / / 9 [/ log zv,, (dz, s —|—it)} e st deds,
rJr 05 Lo

dium

gdzie dla z € C, v(--- , z) oznacza miare spektralna symetrycznej macierzy (M — zId)(M —
zId)*.
Wsk. Skorzystaé ze wzoru na funkcje charakterystyczna rozktadu Cauchy’ego.
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Elementy teorii macierzy losowych - egzamin

Prosze o wybranie szesciu z ponizszych zadan.

. Niech X bedzie wektorem losowym w R™ (n > 2), o niezaleznych wspélrzednych i rozkladzie
niezmienniczym ze wzgledu na obroty (tzn. dla kazdego U € O,,, UX ~ X). Wykazaé, ze X
ma rozklad gaussowski o Sredniej zero i macierzy kowariancji réwnej Ald dla pewnego A > 0.

. Niech N,, bedzie ciagiem liczb naturalnych, takim ze lim, .. N,/n = y € (0,00). Niech

X7, ..., X" beda niezaleznymi wektorami losowymi, roztozonymi jednostajnie na sferze S™V» 1,
zas M, niech bedzie macierza losowa N, X n o kolumnach X', ¢ =1,...,n. Zdefiniujmy ma-
cierz

S, = M, MF

i oznaczmy przez L, jej miare spektralna. Wykazaé, ze dla dowolnej funkcji ciaglej, ograni-
czonej f: R — R,

[ @@ [ rare.

wg. prawdopodobiefistwa (1Y jest miara Marchenki-Pastura z parametrem y).

Wsk. Wyrazié miare jednostajna na sferze przy pomocy niezaleznych zmiennych gaussowskich
oraz uzy¢ minimaksowe]j charakteryzacji wartosci wlasnych (Lemat Couranta-Fishera), aby
poréwnaé¢ Ly z miarg spektralng odpowiedniej macierzy generowanej przez te zmienne.

. Wyprowadzi¢ nastepujacy wzér na momenty miary Marchenki-Pastura z parametrem y €

(0, 00):
frwo-E 00

. Niech H,, bedzie ciggiem macierzy GOE, wymiaréw n x n (unormowanym przez /n). Wy-
kazaé, ze najwigksza (odp. najmniejsza) wartos¢ wlasna H,, zbiega p.n. do 2 (odp. —2).

. Niech g(x) oznacza gestosé wektora ,nieuporzadkowanych” wartosci wlasnych macierzy GUE
o wymiarach N x N, czyli

g(x) = CNH |zi — x;] exp ( = zn:mf/Q)
i=1

i<j
Niech X bedzie wektorem losowym o gestosci g oraz dla p = 1,...,n, niech g, bedzie gestoscia

p-wymiarowego rozkladu brzegowego X (g jest permutacyjnie niezmiennicza, wiec wszystkie
rozklady brzegowe sa réwne). Wykazaé, ze

(N —p)!

o1 o) = o det[Kn (@i, )i <

gdzie Kn(z,y) = Zf\;_ol i (x)1;(y) (; oznacza i-ta funkcje falowa oscylatora).

. Niech X;, Xs,... beda zmiennymi i.i.d. o éredniej 0, wariancji 1 i wszystkich momentach

skonczonych. Wykazaé, ze dla dowolnego k € N,

<X1 + ...+Xn)’< _ Egh,
Vn

gdzie g jest standardowa zmienng gaussowska. Wywnioskowac stad centralne twierdzenie gra-

niczne (dla dowolnych zmiennych o $redniej 0 i skoficzonym drugim momencie).

lim E

n—oo

. Niech X, X;;,4,7 = 1,2,... beda zmiennymi i.i.d., za§ M, = [X;;]i j<n. Wykazaé, ze jezeli
n~Y2||M,|| jest zbiezne wg prawdopodobienstwa, to dla kazdego 0 < p < 4, E|X|? < oo (|| - ||
oznacza norme operatorowa macierzy).

Wsk. Zbadaé¢ zachowanie najwigkszego wspoétczynnika macierzy.
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8. Niech M bedzie macierza n X n, ktérej wspolczynniki sa niezaleznymi zmiennymi A (0, 1).
Zdefiniujmy Ay > Ao > ... > A\, > 0, jako wartoéci wlasne macierzy MM7T. Wykazaé, ze
wektor losowy (A1, ..., \,) ma gesto$é postaci

1 — G
g(A1,. .5 An) = Ky exp ( —3 z;)\z) [[1)\,» 1/2 H()\i = X)) 1> 20,200

i<j

gdzie K, jest pewna stala (zalezna od wymiaru n).
Uwaga: Nie trzeba wylicza¢ dokladnej wartosci statej K, .

9. a) Wyznaczy¢ transformate Stieltjesa miary o gestosci

9= 1a)(b = Mol (@

gdzie a,b € R, a < b.

b) Wykazaé, ze transformata Stieltjesa miary p o no$niku skoficzonym jest analityczna w
otoczeniu nieskonczonosci i posiada rozwinigcie

oo
su(2) = — Z Mmyz~ D)
n=0

dla |z| odpowiednio duzego, gdzie m,, to n-ty moment miary p.
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Elementy teorii macierzy losowych - termin II

Prosze o wybranie pieciu z ponizszych zadan.

. Niech N,, bedzie ciagiem liczb naturalnych, takim ze lim, .., N,/n = y € (0,00). Niech

X7P, ..., X" beda niezaleznymi wektorami losowymi, roztozonymi jednostajnie na sferze S™N» =1,
za$ M,, niech bedzie macierzg losowg N, X n o kolumnach X, ¢ =1,...,n. Zdefiniujmy ma-
cierz

S, = M, M}

i oznaczmy przez L, jej miare spektralna. Wykazaé, ze dla dowolnej funkcji ciaglej, ograni-
czonej f: R — R,

[ t@aLat) — [ f@yir @)

wg. prawdopodobiefistwa (1Y jest miara Marchenki-Pastura z parametrem y).

Wisk. Wyrazi¢ miare jednostajng na sferze przy pomocy niezaleznych zmiennych gaussowskich
oraz uzy¢ minimaksowej charakteryzacji wartosci wlasnych (Lemat Couranta-Fishera), aby
poréwnaé Ly z miarg spektralng odpowiedniej macierzy generowanej przez te zmienne.

. Niech H,, bedzie ciagiem macierzy GOE, wymiaréw n x n (unormowanym przez /n). Wy-
kazaé, ze najwigksza (odp. najmniejsza) warto$¢ wlasna H,, zbiega p.n. do 2 (odp. —2).

. Dla n € N zdefiniujmy wielomiany Czebyszewa drugiego stopnia wzorami rekurencyjnymi:

Up(z) = 1,U;(x) = 2x,
Upt1(z) = 22Up (x) — Up—1(z), n > 1.

a) Wykazaé, ze wielomiany U, spelniaja réwnosé

sin((n + 1)0

U, (cosf) = %

b) Niech o bedzie miara Wignera, przeskalowana do odcinka [—1, 1], czyli miara z gestoscia
g(z) =2771(1 - xQ)i/ ?. Wykazaé, ze wielomiany te stanowia ciag wielomianéw ortogo-
nalnych dla miary Wignera (czyli, ze [ U;Ujdo = ;).

. Miarg Kestena-McKaya z parametrem d > 1 nazywamy miare pq na R o gestosci

d 4(d-1) —x21

ga(z) = o P2 2 [—2Vd—1,2V/d—1]

a) Znale7¢ transformate Stieltjesa miary pq (ozn. sq(z)).
b) Niech dla n > 1, X,, bedzie zmienna losowa o rozkladzie u,. Znalezé ciag liczb a,, t. ze
Xn/an jest stabo zbiezny do niezdegenerowanej granicy i wyznaczy¢ te granice.

. Niech g(x) oznacza gesto$é wektora ,nieuporzadkowanych” wartosci wlasnych macierzy GUE
o wymiarach N x N, czyli

g(@) = Ox [T o — ;P exp (= " a2/2).
i<j i=1

Niech X bedzie wektorem losowym o gestosci g oraz dla p = 1,...,n, niech g, bedzie gestoscia
p-wymiarowego rozkladu brzegowego X (g jest permutacyjnie niezmiennicza, wiec wszystkie
rozklady brzegowe sa réwne). Wykazaé, ze

(N —p)!

o1, s p) = o det[Kn (@i, )l <

gdzie Kn(z,y) = Zf\gol i () (y) (; oznacza i-ta funkeje falowa oscylatora).
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6. Niech (gs5),j>1,i; bedzie tablica niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie N (0, 1). Roz-
wazmy macierze losowe

- Z%} g1j 912 913 s 9in
921 - Z?;; 925 923 S 92on
Mn = . ... ’ . DY .
9n—1,1 9(n-1)2 cee T Z:L;jil 9(n-1),j In—1,n
9n1 9In2 ce In,n—1 - Z:J:le 9nj
Wykazaé, ze
E|| M| E|| M ||
0 < liminf ———— < limsup ——— < ©
n—oo (/nlogn D n—>oop vnlogn
7. Niech X7, X5, ... beda ograniczonymi zmiennymi i.i.d. o $redniej zero i wariancji 1. Zdefiniuj-

my zmienne

X Xo+ XoX3 4. 4 Xy X,
- ¥ .

Korzystajac z metody momentow zbadac¢ staba zbieznosé ciagu S,,.

Sn

8. Niech X, X;;,4,5 = 1,2,... beda zmiennymi i.i.d., za§ M, = [X;;]; j<n. Wykazaé, ze jezeli
n~1/2||M,,|| jest zbiezne wg prawdopodobiefistwa, to dla kazdego 0 < p < 4, E|X|? < oo (|| - ||
oznacza norme operatorowa macierzy).

Wsk. Zbadaé¢ zachowanie najwigkszego wspétczynnika macierzy.

9. Niech M bedzie macierza n x n, ktérej wspélezynniki sa niezaleznymi zmiennymi N (0, 1).
Zdefiniujmy A\; > Xy > ... > )\, > 0, jako wartoéci wlasne macierzy MM7T. Wykazaé, ze
wektor losowy (A1, ..., \,) ma gestosé¢ postaci

g(A1, ..o, An) = Ky exp ( - % > /\i) HA;l/Q TTOw = 210052, 0
1=1 =1

1<j

gdzie K,, jest pewna stala (zalezna od wymiaru n).
Uwaga: Nie trzeba wylicza¢ dokladnej wartosci statej K.
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