
Prawdopodobie«stwo warunkowe

P-stwo iloczynu: P (A1 ∩ · · · ∩Ak) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩A2) · · ·P (Ak|A1 ∩ · · · ∩Ak−1),

P-stwo caªkowite: P (B) =
∑
j P (Aj)P (B|Aj), gdzie Aj stanowi¡ podziaª Ω i ∀jP (Aj) > 0,

Tw. Bayesa: P (Ai|B) = P (Ai)P (B|Ai)P
j P (Aj)P (B|Aj) , gdzie Aj j.w.

Wªasno±ci E i Var

Caªkowita wart. ocz.: E(X) =
∑
j P (Aj)E(X|Aj), gdzie Aj jak w tw. Bayesa,

Liniowo±¢ E: E(aX + bY ) = aEX + bEY ,

Multiplikatywno±¢ E: E(XY ) = EX · EY , je±li X,Y niezale»ne,

Addytywno±¢ Var: V ar(X + Y ) = V arX + V arY , je±li X,Y niezale»ne,

Przydatny wzór na wariancj¦: V arX = E(X2)− (EX)2.

Funkcje tworz¡ce prawdopodobie«stwa

De�nicja: gX(t) = EtX =
∑
i∈N P (X = i)ti, dla X o warto±ciach w N,

Suma zmiennych: gX+Y (t) = gX(t)gY (t), je±li X,Y niezale»ne,

Ci¡g zmiennych: gX1+···+XY = gY (gX(t)) o ile Y,X1, X2, . . . niezale»ne.

Nierówno±ci

Nier. Markowa: P (X ≥ cEX) ≤ 1
c , inaczej P (X ≥ A) ≤ EX

A (w obu przypadkach X ≥ 0),

Nier. Czebyszewa: P (|X − EX| ≥ csd(X)) ≤ 1
c2 , inaczej P (|X − EX| ≥ A) ≤ V arX

A2 ,

Ogólna nier. Cherno�a: P (X ≥ a) ≤ mint>0
EetX

eta , oraz P (X ≤ a) ≤ mint<0
EetX

eta ,

Szczególny przypadek: Je±li X1, X2, . . . niezal. 0/1-kowe, P (Xi = 1) = pi, X =
∑
Xi i µ = EX =

∑
pi, to:

• P (X ≥ (1 + δ)µ) ≤
(

eδ

(1+δ)(1+δ)

)µ
≤ e−

δ2µ
3 , dla 0 < δ,

• P (X ≤ (1− δ)µ) ≤
(

e−δ

(1−δ)(1−δ)

)µ
≤ e−

δ2µ
2 , dla 0 < δ < 1

Twierdzenia o sumie niez. zmiennych o tym samym rozkªadzie

Sªabe Prawo Wielkich Liczb: Niech X1, X2, . . . niezale»ne o tym samym rozkªadzie, EX1 = µ i niech X̄n =
X1+···+Xn

n . Dla dowolnego ε zachodzi limn→∞ P (|X̄n − µ| < ε) = 1,

Centralne Tw. Graniczne: Niech X1, X2, . . . j.w. i V arX1 = σ2. Wtedy: limn→∞ P
(
X̄n−µ
σ/
√
n
≤ z
)

= Φ(z),

Podstawowe rozkªady dyskretne

W tym i kolejnym paragra�e X jest zawsze zmienn¡ o odpowiednim rozkªadzie.

Dwumianowy Binom(n, p): P (X = k) =
(
n
k

)
pk(1 − p)n−k dla k = 0, . . . , n, EX = np, V arX = np(1 − p),

gX(t) = (1− p+ pt)n,

Geometryczny Geom(p): P (X = k) = (1− p)k−1p dla k = 1, 2, . . ., EX = 1
p , V arX = 1−p

p2 , gX(t) = pt
1−(1−p)t ,

Poissona Pois(λ): P (X = k) = e−λλk

k! dla k = 0, 1, . . ., EX = λ, V arX = λ, gX(t) = eλ(t−1)

Podstawowe rozkªady ci¡gªe

Wykªadniczy Exp(λ): fX(t) = λe−λt dla t ≥ 0, EX = 1
λ , V arX = 1

λ2 ,

Normalny N(µ, σ): fX(t) = 1√
2πσ

e
−(t−µ)2

2σ2 , EX = µ, V arX = σ2.


