Zadanie 1. Monty Hall vs szalony informatyk z Excelem (10 punktow). Bierzesz udziat w
teleturnieju Monty’ego Halla odbywajgcego sie wedtug nastepujgcego scenariusza:

1. Monty Hall umieszcza za jedna z trzech zaston nagrode.
Ty wybierasz jedng z zaston.
Monty Hall odstania jedng z pozostatych zaston, ale nie zastone z nagrodg.

Mozesz zmienié swdj wybor.

Wygrywasz jesli za wybrang przez Ciebie zastong jest nagroda.

Po latach badan statystycznych udato Ci sie skonstruowaé model zachowania Monty’eqgo Halla.
Wiesz, ze umieszcza on nagrode za i1-tq zastong z prawdopodobieristwem p;, dlat = 1,2,3. Ponadto,
jesli w trzecim kroku zabawy ma do wyboru ktorg zastone odstonié, to dokonuje wyboru losowo.

1. Znajdz optymalng strategie i odpowiadajgce jej prawdopodobieristwo wygranej (5 punktow),
2. Jow. ale w sytuacji, gdy zastony sq cztery (5 punktow).

Uwaga: W dowodzie optymalno$ci mozesz ograniczyé swoje rozwazania do strategii deterministycz-
nych, tzn. takich, w ktorych wszystkie decyzje sq z gory ustalone lub zalezne od decyzji Monty’ego
Halla.

Szkic rozwigzania

Wersja prostsza

W wersji prostszej (3 bramki), wszystkie deterministyczne strategie maja postaé: "Wybierz
bramke a, jesli prowadzacy odstania b, to zmieniaj/nie zmieniaj, jesli prowadzacy odstania c, to
zmieniaj/nie zmieniaj”, gdzie a,b, ¢ jest pewna permutacja 1,2, 3.

Zastandéwmy sie jakie jest prawdopodobienistwo sukcesu takiej strategii:

e Dla strategii, ktore nigdy nie zmieniaja bramki, prawdopodobienistwo to jest réwne p,. W
takiej strategii wygrywamy dokladnie wtedy, gdy trafimy na nagrode w pierwszym strzale.

e Dla strategii, ktére zawsze zmieniaja bramke, prawdopodobienistwo to jest réwne py + pe.
W takiej strategii wygrywamy dokladnie wtedy, gdy nie trafimy na nagrode w pierwszym
strzale.

e Dla strategii, ktore zmieniaja bramke (na c) tylko jesli prowadzacy wskaze b, wygrywamy
wtedy gdy: albo zgadliSmy poprawnie a i prowadzacy zdecydowal sie odstonié b, albo nagroda
byta za c. Latwo sprawdzi¢ (rachunek pomijam), ze prawdopodobieristwo sukcesu wynosi tu

%pa + Pe-

Widag¢, ze najwieksze prawdopodobienistwo uzyskamy wybierajac najmniej prawdopodobng bramke
i zawsze zmieniajac wybér. Prawdopodobienistwo to jest réowne py, + pe.

Wersja trudniejsza

Tu zadanie nieco si¢ komplikuje, bo liczba mozliwych rodzajow strategii jest wieksza niz po-
przednio. Dlatego postapimy nieco inaczej.

Zastandéwmy sie najpierw nad tym jak powinni$my postapié, jesli wybraliSmy bramke a, a
prowadzacy odstonil bramke b (b # a). Przyjmijmy zatem, Ze wybieramy bramke a, niech M
zmienng opisujaca wybor prowadzacego, a N miejsce w ktorym jest nagroda. Interesuja nas
wielkosci P(N = z|M =b), dla = a, ¢, d. Latwo je policzy¢ z tw. Bayesa:

4
P(N =a|M =b) = P(N = 2)P(M = b|N = 2)/(3_ P(N = i)P(M = b|N =),
i=1



Mamy teraz dwa przypadki. Wyrazenie P(N = i)P(M = b|N = i) ma warto$¢ 3p, dla i = a
(wtedy prowadzacy ma do wyboru 3 bramki), oraz %pi, dla i # a (i oczywiscie ¢ # b).
A zatem mianownik wzoru Bayesa, tj. P(M = b) ma wartos¢ P(M = b) = £ (pc + pa) + $Pa-
Ponadto 1
P(N =alM =b) = Lp,/P(M =)

oraz )
P(N=z|M =0b)= §p$/P(M =1b)

dla x = ¢,d. W zwiazku z tym, jesli wybraliSmy bramke a i prowadzacy odstonit bramke b, to
nalezy zmieni¢ nasz wybor na lepsza z bramek ¢, d jesli max(p., pqg) > %pa i pozostaé przy a wpp-

Wiemy juz kiedy i jak zmienia¢ bramke. Nie jest jednak jasne jak wybra¢ a. Sprébujmy
obliczy¢ prawdopodobienistwo sukcesu dla strategii, ktéra zaczyna od bramki a, a potem gra
zgodnie z naszymi dotychczasowymi rozwazaniami. Niech S bedzie zdarzeniem oznaczajacym
sukces. Wtedy

P(S)= Y P(M=z)P(S|M = xz).
z=b,c,d

Wiemy z dotychczasowych rozwazan, ze

max{ %pav %pcv %pd}
P(M =1b) ’

P(S|M =b) =
i analogicznie dla M =ci M =d. A zatem

P(S) = maX{%pa, %Ptn %pc} + maX{%pav %pb, %pd} + max{%pa, %pc, %pd}.
Bez straty ogolnosci zalézmy p1 < ps < p3 < pg. JeSli a = 1, toP(S) = ps + %pg. Latwo
uzasadnié, ze lepiej by¢ nie moze. Jesli bowiem a # 4, to dwa z wyrazéw w tej sumie sg < %p4,
a trzeci < 1ps. Natomiast jesli a = 4, to wszystkie wyrazy sa < max{%m, %pg}, wiec calosé, jest
< max{ps, 3ps} < ps + 5ps.

A zatem nalezy wybra¢ bramke o najmniejszym prawdopodobieristwie, a nastepnie zawsze
zmienia¢ wybdr na bramke o wiekszym prawdopodobienistwo. Prawdopodobienstwo sukcesu dla
tej strategii jest rowne py + %pg. Warto zwréci¢ uwage na to, ze wybieranie jako pierwszej bramki
nr 2 (a nie 1) takze maksymalizuje prawdopodobienstwo wygranej. Intuicyjnie, naszym celem jest
préba zmuszenia prowadzacego, zeby wskazal nam wsréd bramek 3 i 4 te, za ktéra nie ma nagrody.



