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1. Znalez¢ bazy przestrzeni rozwigzan uktadéw jednorodnych:

a)

' =2z +3y
y' =4z + 3y

Znajdujemy wartosci wlasne macierzy

i3]

Jej wielomian charakterystyczny to (A—2)(A-3) =12 =X* =5A -6 = (A + 1)(\ - 6). Zatem wartoci
wlasne to -1 1 6.
Znajdujemy bazy przestrzeni wlasnych: dla wartosci —1 jest opisana rownaniem 3z + 3y = 0, zatem
rozpigta przez wektor (-1, 1). Dla wartosci 6 jest opisana réwnaniem —4z + 3y = 0, zatem rozpieta przez
wektor (3,4).
Wobec tego mamy dwa rozwiazania bazowe: (—e*,e7) i (3¢5, 4e5), a kazde inne rozwiazanie jest ich
kombinacja:
Cr(=et ™) + Co(3e5,4€%) = (=Cre™" + 3C5e%, Cre™ + 4C5e™),

czyli

z(t) = —Cre™t + 3C,e%

y(t) = Cre~t +405e’

' =x-3y
Y =3z+y
Znajdujemy wartosci wtasne macierzy
1 -3
3 1 |
Jej wielomian charakterystyczny to (1 —A)2+9=X2-2X+10 = (A +1)(\ -6). Zatem wartoéci wlasne
tol-3¢11+3i.
Znajdujemy bazy przestrzeni wlasnych: dla wartosci 1 — 3¢ jest opisana réwnaniem 3iz — 3y = 0, zatem
rozpigta przez wektor (—i,1). Dla wartosci 1 + 3i jest opisana réwnaniem -3ix — 3y = 0, zatem rozpieta
przez wektor (i,1).
Wobec tego mamy dwa rozwigzania bazowe: (—ie(!=30! e(1=30t) = (¢! (sin 3t—i cos 3t), ' (cos 3t—i sin 3t))
i (—ie(+30t (1+301y = (et(sin 3t +icos 3t), e* (cos 3t + isin3t)), a kazde inne rozwiazanie jest ich kom-
binacja.

(Cre!(sin3t —icos 3t) + Cye’ (sin 3t + i cos 3t), Cre’ (cos 3t —isin 3t) + Cae’ (cos 3t + isin 3t)) =
= ((C1 + Cy)el sin3t —i(Cy — Co)e cos 3t, (C1 + Cy)e’ cos 3t —i(Cy — Cy)e' sin3t) =
= (Ae'sin3t — Be' cos 3t, Ae' cos 3t — Be' sin 3t),
gdzie A, B € R sa takie, ze A= C; +Cy oraz B =i(Cy - Cy).



' =3z+y-z

c) {y =y+2z ;
2 =—y+4z
Znajdujemy wartosci wtasne macierzy
3 1 -1
0o 1 2
0 -1 4

Jej wielomian charakterystyczny to —(A - 3)2(\ - 2). Zatem wartoéci wlasne to 3 i 2.
Znajdujemy bazy przestrzeni wiltasnych: dla wartosci 3 jest opisana réwnaniem -2y + 2z = 0, zatem
rozpigta przez wektory (1,0,0),(0,1,1). Dla wartosci 2 jest opisana réwnianami x = 01 -y + 2z = 0,
zatem rozpigta przez wektor (0,2,1).
Wobec tego mamy trzy rozwiazania bazowe: (€3¢,0,0), (0,e3,e3") i (0,2e?!,e?!), a kazde inne rozwia-
zanie jest ich kombinacja.
d) Dla uktadu a) wskaz rozwiazanie spelniajace warunek poczatkowy z(1) =0, y(2) = 3.
Zatem
0=2(1) =-Cret + 30yl
{3 =y(2) = Cre2 + 4Cye!?

co jest uktadem réwnan na C7 i Cy dajacym rozwiazanie:

C _ 9¢e2
1= 354e7
Co= —=br

5 (3+4e7)

czyli

_ 9%t 3 6t
{x(t) T e e+ 3 5Eaen ©
_ _9e -t 3 6t
y(t) = giize T s e

2. Znajdz rozwiazanie ogblne ukladu niejednorodnego

) v = -4z -2y + A=
a )
y =6z +3y - >

Rozwiazujemy najpierw uklad oznaczony

x' = —dx -2y
y' =6z + 3y

g

Jej wielomian charakterystyczny to x2 + 2. Zatem wartoéci wlasne to —1 i 0.

znajdujemy wartos$ci wlasne macierzy

Znajdujemy bazy przestrzeni wlasnych: dla wartosci 0 jest opisana réwnaniem -4z — 2y = 0, zatem
rozpieta przez wektor (-1,2). Dla wartoéci —1 jest opisana réwnaniem -3z — 2y = 0, zatem rozpieta
przez wektor (-2,3).
Wobec tego mamy dwa rozwigzania bazowe: (-1,2) i (-2e¢7?,3e7?), a kazde inne rozwiazanie jest ich
kombinacja:
C1(~1,2) + Ca(—2¢7",3e7") = (-C — 202¢7",20C +3Cse™),

czyli

z(t) =-Cy —2Cqe™"

y(t) =2C; +3Cqe™"

Uzmienniamy state i
x'(t) = -Cf = 2Che™ + 2Cq¢!
y'(t) = 2C] +3Che™ = 3Che™



wiec

et-1

201 +3Che ™ = - t3—1 ’

€

{—C{ ~-20%e7t = 2

co jest ukladem réwnan na Cf i C%, rozwiazujac dostajemy:

-1 27| 2 -1 27t | X
et—1 et—1 (= (—pt
[ 9 gt _eg—l ]w2+2w1|: 0 _et et1_1 wy - (-1),wsy - (—€")
1 27" | -2 oot | 1 O] O
0 1 é;iz w1 € Wsa 0 1 é;iz

czyli C1(t) =0, a wiec C1(t) = Dy, Ca(t) = [ e}i dt = —=In(1 - e') + Dy (aby obliczy¢ te calke trzeba
podstawié¢ u = e’ — 1), zatem

2(t)=-D1 - 2(-In(1 -e') + Dy)e™*
y(t) =2D; +3(-1In(1-e€') + Dy)e™*

b) 1/ Sr-y+ C;Lt
y'=22-y

Rozwiazujemy najpierw uklad jednorodny:

=x-y
y'=2z-y
Wartosci wlasne to +i i odpowiadajace im wektory wlasne to (1,1 -14) oraz (1,1 +7) odpowiednio dla

i i —i. Zatem rozwigzania bazowe to (e, (1 -14)e') oraz (e™%, (1 +i)e'), czyli

z(t) = Crett + Cye™™ = (Oy + Cy) cost + (Cy — Cy) sint = Acost + Bsint
y(t) = C1(1 —i)e® + Oy (1 +14)e”™ = (C) + Cy)(cost +sint) —i(Cy — Co)(cost —sint) =
= A(cost +sint) — B(cost - sint)

co po uzmiennieniu stalych daje réwnania na A’ i B’ postaci

cost

A'(cost +sint) — B'(cost —sint) =0

{A’cost+ B'sint = -1

co daje
A'(t) - cost —sint
cost
B(t) - cost +sint
cost
A zatem
A(t) =t+1Incost + D;.
B(t) =t -Incost + D-.
oraz

x(t) = (t+Incost+ Dy)cost + (t —Incost + Do) sint
y(t) = (t +Incost + Dy)(cost +sint) — (t —Incost + Ds)(cost —sint)

3. Rozwazmy trzy zbiorniki A, B,C wody ustawione w taki sposob, ze mozliwy jest przeptyw wody z A do
B, Bdo C, C do Bi B do A. Zbiornik A zawiera 60 litréw wody, w ktérej rozpuszczono 30kg soli, zas
zbiorniki B i C' — czysta wode (po 601). Zbiornik A zasilany jest woda wlewana z predkodcia 41/min. Ze
zbiornika A do B oraz ze zbiornika B do C nastepuje przeptyw wody z predkoscia 61/min, zas z B do A
oraz z C do B z predkoscia 2/min. Ze zbiornika C odprowadzany jest dodatkowo roztwoér z predkoscia
41/min. Okresl ilo$é soli w kg w poszczegdlnych zbiornikach w zaleznosei od czasu.



Zadanie pochodzi z podrecznika AGH. Niech a, b, ¢ oznaczaja odpowiednio ilosé soli w zbiornikach A, B i
C. Mamy:

a'——6—60a+ ta%b
V=253a-22b+ 2c
d=5b-24

czyli
o/ =—{5a+35b
b’zl—loa—l—lg)b-t- 3—100

f_ 1, 1
¢ = 35b-15¢

Mamy tez warunki brzegowe a(0) = 30, b(0) =0, ¢(0) = 0. A wiec szukamy wartosci wlasnych macierzy

-3 1 0
i -3 2 1
01 0 3 -3
i te wartodci to —%7—1—10 i —%. Daja one odpowiednio wektory wlasne (1,-3,3), (-1,0,3) oraz (1,2,3).

Zatem rozwigzania bazowe to (€75, -3¢”5,3¢75), (-e"10,0,3¢"10) oraz (e 30,2730, 3¢50 ). Zatem
a(t) = C’le_% - 02@—1% + 036_3%
b(t) = —3016_% + 26’36_ﬁ
c(t) = 3Cle’§ + SCge’Tto + 3036’%

Wstawiajac warunki brzegowe mamy:

30=Cl—Cg+Cg
0:—301+203 y
0:301+302+303

co daje C7 =6, Cy = =15 oraz C3 =9, wiec

a(t)
b(t)
c(t)

6€7§ + 15671% + 967%
~18¢7% + 18¢7 30
18¢7% — 45¢7T0 +27e750



