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1. Rozwiazaé¢ réwnanie rézniczkowe
x'(t) =t - 2x(t) ctg(2t)

i znalez¢é taka funkcje x(t) spelniajaca réwnanie, ze z(7/4) = 0.

To jest rownanie liniowe, a jego jednorodna wersja to

x' = -2z ctg2t,

czyliln|z| = -2 [ ctg 2t dt. Calke [ ctg2tdt = [ 2L liczymy podstawiajac u = sin 2t i wychodzi § In(sin 2t),
zatem o
I(t) =Ce In(sin2t) _ : )
sin 2¢

Uzmienniajac stala dostajemy % =t, zatem
. 1 1 1 1,
C(t) = f tsin 2t dt = —§tcos2t t3 f cos(2t) dt = —itcos 2t + 1 sin2¢ + D,

Czyli

1 1
x(t) = (*tC052t+*Sin2t+D) —.
2 4 sin 2¢

Sprawdzajac warunek brzegowy dostajemy

zatem D = -1/4 oraz

1 1 . 1 1
x(t) =(=tcos2t+ —sin2t - - | ——.
2 4 4/ sin2¢

2. Znalezé wszystkie funkcje x(t) takie, ze dla kazdego t € (-7/2,7/2) zachodzi réwnosé

2 - (1 +2°(8) - —— =0

1+ 4¢2

a wéréd nich funkcje ktéra dodatkowo spelnia warunek z(-1/2) = -1.

To jest rownanie o zmiennych rozdzielonych

2
L+a?  1+4¢2
Dostajemy arctgz = arctg(2t) + C, zatem x = tg(arctg2t + C).
Wstawiamy warunek brzegowy i mamy
-1 =tg(arctg(-1) + C) =tg(-w/4+ C),

zatem C = nm dla n € Z. Zatem
x(t) = tg(arctg(2t) + nr).



3. W pokoju o objetoéci 200m? powietrze zawiera w pewnej chwili 0,15 % dwutlenku wegla. Powietrze z
zewnatrz zawierajace 0,04% dwutlenku wegla jest dostarczane przez wentylator w tempie 20 1/min. Po
jakim czasie zawarto$¢ dwutlenku wegla w pokoju zmniejszy si¢ trzykrotnie w poréwnaniu do chwili
poczatkowej?

Niech z(t) bedzie iloscia dwutlenku w chwili ¢. Jest wiec w pokoju w stezeniu x(t)/V, gdzie V' = 200.
Natomiast w jednostce czasu wydostaje sie go na zewnatrz V,,z(t)/V i pobierane jest Vi, s, gdzie V,, =

201 = mm?’ oraz s = 0,0004. Co oznacza, ze jego ilo§¢ zmienia sie z predkoscia opisana réwnaniem
Vi (t
v () = v, - 20,

co jest réwnaniem liniowym, ktérego wersja jednorodna ma rozwiazanie
x(t) = Ce™ VetV
i uzmienniajac stala mamy C’(t)eV»tV = sV,,, czyli

C(t) = sV, f etV gt = sveVet!V 4 D,

czyli
a(t) = sV + De VetV

Dla t = 0 mamy z(t) = so -V, gdzie so = 0,0015 zatem
D =50V -5V =(sg—s)V.
Pytamy dla jakiego ¢, z(t) = 2(0)/3 = sV /3. Wtedy

Vl sov/d sV 2001 0,0015-200/3-0,0004-200
‘o -V _ (0,0015-0,0004)200 ~ 23979min,
Vw 0,02

czyli po okoto 16% dobach.

4. Niech z = %(\/2+\/§+¢\/2—\/§).

a) obliczy¢ |z|.

¥ [2+/3+2-3 )
z|l = -  =1.
4

:i(\/2+\/§+i\/2—\/§)(\/2+\/§+i\/2—\/§)=%(\/§+i)»

4

b) obliczyé 22 oraz z*.

zatem ma modul oczywiscie 1 i argument 7/6, zatem z* ma modul 1 i argument 7/3, zatem wynosi

1(1+V/30).
c¢) znalezé takie liczby z,y € R, ze z = x + yi oraz takie, liczby u,v e R, ze z = U+ vi.
Zatem 22918 = (2%)19%9 ma modut 1 i argument 10097/6 ~ /6, a wiec 22018 = 22 = 1(V/3 +1).

Natomiast

2018 2019

L2019 _ 2018 _ 2

a skoro Argz? = /6, to Argz = /12, a wige Argz® = 7/4 oraz oczywidcie |23| = 1. Zatem
22019 = 23 = \/9/2 +in/2)2.
5. Znalezé wszystkie liczby zespolone z dla ktérych spelniona jest réwnoscé
2T -272" +162° - 2" 3% = 0.
Mamy
21— 2721 +162° - 2133 = (2% - 27) (2" + 16),

wiec rozwigzania to pierwiastki 3 stopnia z 27, a wiec 3, %\[’ oraz %\6’, oraz cztery pierwiastki

czwartego stopnia z —16 (maja modut 2 oraz argumenty /4 +km/2, czyli V2 +iv/2, —/2+iV2, —/2-i/2
oraz \/5 - z\/§



6. Zadanie sklada si¢ z nastepujacych czesci:

a) Znalezé wszystkie liczby zespolone z takie, ze 23 + 222 + 52 — 26 = 0.

Zauwazamy, ze 2 jest pierwiastkiem tego réwnania oraz
234222 +452-26=(2-2)(22+42+13) = (2-2)((z+2)? +9),

a zatem pozostale pierwiastki to -2 + 3¢ oraz -2 — 3i.

)2017

b) Obliczyé (/3 +i)'Y oraz (%

(V3+i)10 = (26”/6)10 = 910685m/3 _ 910p=im/3 _ 910(cos(—/3) + i sin(~7/3)) =

= 1024(cos(7/3) —isin(7/3)) = 1024 (; - ? ) =512 - 512V/3i

(\/3—2'

2017
) 7 . )
5 ) = ((3_”/6)201 = 712007/ _ =i/ _ ¢og(—7/6) + isin(-7/6) =

B

= cos(7/6) —isin(n/6) = 5 %z



