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1. Niech f bedzie wielomianem o wspolczynnikach rzeczywistych. Wykazaé, ze:

a) jesli c € C jest pierwiastkiem wielomianu f w C, to ¢ tez jest pierwiastkiem f,

Niech c=a-(cos¢ +ising), a,¢ € R. Niech f =ap+ar1x+...+a,z", ag,...,a, € R. W takim razie:

0=f(c)=ag+aic+...+a,c" = ag+ara(cos p+isin @) +asa?(cos 20+isin 2¢) +. . .+a,a" (cos nd+isinne),

Zatem

0= ajaising + aga’isin2¢ + ... + apa”isinng = —(ayaisin(-¢) + aga®isin(-2¢, ... + apa™isin(-ne)),

Zatem

0= f(c) = ag+aia(cos(-¢,isin(-¢)) +asa®(cos —(2¢) +isin(-2¢)) +. . . +ana™ (cos(—ng) +isin(-ng)) =
=1(9),

czyli € to tez pierwiastek.

b) wielomian f rozklada sie¢ nad R na czynniki stopnia < 2.

Na postawie poprzedniego punktu wystarczy zauwazy¢, ze

(x-c)(x-¢c)=a* - (c+&)x+cc =2 -2R(c)x +|c|* e R[z].

. Dla kazdego z ponizszych wielomianéw znalezé wszystkie jego pierwiastki, roztozy¢ ten wielomian nad C

na czynniki stopnia 1 oraz roztozy¢ go nad R na czynniki stopnia < 2.

a)

2% +4x +5,

A =16-20 = -4, d = 24, wiec mamy pierwiastki -2 —7 oraz —2+1, czyli 22 +4x+5= (z+2+1)(z +2—1)
w liczbach zespolonych. To juz jest wielomian stopnia < 2, jeSli chodzi o jego rozklad w liczbach
rzeczywistych.

xzt - 222 + 4,

Niech z = 22, wtedy mamy wielomian 22 -2z+4=0. A =4-16 = =12, d = 2i\/3, zatem ten wielomian sie
zeruje w z € {1-i\/3,1+i\/3}, czyli dla x € {\/6/2+iv/2/2, —/6/2+i/2/2,V/6/2—-i\/2/2, —/6/2—i\/2/2},

czyli
2t =227+ 4= (2 -V6/2 - iV2/2)(x = V6/2 +iNV2)2) (x +V6/2 - iV2/2) (x +V6/2 +iV/2/2)
czyli w liczbach rzeczywistych rozklada si¢ na:
2t =227 + 4 = (2% - 262 + 2) (2 + 2v/62 + 2).
7 -z

Mamy 27 -z = 2(2% - 1), a zatem pierwiastki to 0 oraz pierwiastki széstego stopnia z 1, czyli 1,1/2 +

iV3/2,-1/2 +iV/3/2,-1,-1/2 —i/3/2,1/2 - i\/3/2, a zatem:
e —z=x(z-1)(z-1/2-iV3/2)(x+1/2-iV3/2)(x + 1) (z +1/2 +iV/3/2) (z - 1/2 + i\/3/2)
co w rozkltadzie w liczbach rzeczywistych daje:

 —z=z(x-D(z+1) (2 -z+1) (2% +z+1).



3. Znalez¢ wszystkie pierwiastki

2)

a)

stopnia 4 z liczby —/3 + 3,
Niech z = —/3 + 3i. |2| = 2/3 = V12, Argz = 27/3, zatem pierwiastek gléwny ma modut V/12 oraz
argument 7/6. Czyli pierwiastki to:

V12732 +i)2), V12(-1/2 + iN/3/2), V12(~/3/2 - i[2), V12(1/2 - iN/3/2).

stopnia 6 z liczby —27i (zapisz te pierwiastki tylko w postaci wykladniczej),
Niech z = —27i. Wtedy |z| = 27 oraz Argz = 37/2, zatem szukany pierwiastek gléwny ma modut /3
oraz argument /4. Zatem pierwiastki to:

\/gem/zx’ V3eTim/12, \/geniw/m’ V3e i/ \/ge—siw/lz7 V3e im/12

stopnia 3 z liczby 5 + 5¢ (zapisz te pierwiastki tylko w postaci wykladniczej).
Niech z = 5 + 5i, Wtedy |z| = 5v/2 oraz Argz = 7/4. Zatem szukany pierwiastek gtéwny ma modut /50
oraz argument m/12. Zatem pierwiastki to:

/50612, /506314 /506 Tim/12

4. Niech z1, 29, ..., 2, € C beda wszystkimi pierwiastkami stopnia n z 1. Wykazaé, ze:
212902 = (1)L
Mamy:
Tz = QTN D2im/n (O (n=1))2im/n e%m’n/n = p(n-D)im _ (~1)™*1.
Jesli liczby wy,wq € C nalezg do n-kata foremnego W o wierzcholkach z1, 2o, ..., 2,, to liczba wy - we

b)

tez nalezy do W.

Niech w; nalezy do zadanego wielokata. Wtedy wq -ws € w1 W, a wy W jest n-katem foremnym o srodku
w 0 1 wierzchotku wy. Jasne jest, ze wiW € W — wystarczy rozpatrzy¢ wy lezacy na jednym z bokéw
W. Zatem wyiwqs € W.

5. Naszkicowaé nastepujace zbiory zawarte w C.

a)

b)

{zeC:R(1+1)z>1},
R(A+i)(a+bi)=a-b>1.

{zeC:I(1+1)22 <0},
(1+i)(a+bi)=a?-b*+2ab<0.
Jak tatwo policzy¢, a? — b? + 2ab = 0 to dwie proste b= (1 -v/2)a oraz b= (1+v/2)a.




6. Dane sg punkty B i C. Punkt A jest dowolnym punktem ustalonej poélplaszczyzny wyznaczonej przez
prosta AB. Na bokach tréjkata ABC' zbudowano, na zewnatrz, kwadraty ABDE i ACFG. Wykaz, ze
wszystkie tak otrzymane proste DF' przechodza przez pewien ustalony punkt, zalezny tylko od potozenia
B i C. Wskazowka: umiesé te sytuacje na plaszczyinie zespoloney.

Zadanie i rysunek pochodzi z artykulu z ,Delty” autorstwa J. Jaszunskiej.

.
i

Ustalmy b=-1oraz c=1. Wtedy d-b=1i(a-b)i f-c=-i(a-c), azatem d+1=14a+ioraz f—1=—ia+i.
W takim razie d + f = 2i, czyli $rodek odcinka DF to i, co nie zalezy od wyboru punktu A.



